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Relacije poretka — ure denja

Relacija o na skupu A je relacija poretka na A ako je

[ refleksivna
[] antisimetri¢na

[] tranzitivna

Umesto "relacija poretka” €esto kazemo i parcijalno uredenje ili samo
uredenje.

Za skup A se kaZe da je A ureden relacijom p, a par (A, o) se zove
parcijalno uredeni skup, ili samo uredeni skup.

Za oznacavanje uredenja na skupovima naj€esSce koristimo oznaku <,
koju koristimo i za standardna uredenja brojeva.

Matemati Cka logika Relacije - Il deo



Relacije poretka — ure denja

Relacije poretka su, uz relacije ekvivalencija, najraSireniji tip relacija u
matematici.

One sluze da pomocu njih "uporedujemo” ili "uredujemo” elemente
skupa A, tj. da formiramo neki " poredak” u skupu A, odakle poticu i
nazivi za te relacije.

Prefiks " parcijalno” sluzi da se ukaze na to da u uredenom skupu
mogu da postoje i elementi koji se ne mogu medusobno uporediti, tj.,
medusobno su neuporedivi, kao Sto ¢emo videti u primerima koji slede.
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Relacije poretka — ure denja

a) Osnovne relacije poretka na skupu prirodnih brojeva N su relacije
< (manje ili jednako), | (deli).

Analogno definisana, relacija < je relacija poretka i na drugim
skupovima brojeva:

Z. (celi brojevi), Q (racionalni brojevi) i R (realni brojevi).
Dakle, (N, <), (N,|), (Z,<), (Q,<) i (R, <) su uredeni skupovi.

b) lako je relacija poretka na skupu prirodnih brojeva, analogno defini-
sana relacija "deli” na skupu celih brojeva nije relacija poretka, jer
nije antisimetricna.

Kao $to smo vec rekli, za svaki celibrojn #0je —n | nin | —n,
i pri tome je —n # n.
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Relacije poretka — ure denja

c) Na partitivhom skupu Z7( A) proizvoljnog skupa A, inkluzija C je

relacija poretka.

Uredeni skup (Z(A),C) je primer uredenog skupa u kome ima
neuporedivih elemenata.

Na primer, bilo koja dva disjunktna podskupa od A su medusobno
neuporedivi.

Naravno, lako je naci primer i skupova koji imaju neprazan presek,

a neuporedivi su, tj., nijedan od njih nije podskup onog drugog.

d) Relacija < (strogo manje) nije uredenje ni na jednom od skupova
N, Z, Qi R, jer nije refleksivna.
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Zatvorenja relacija

Zadatak 1.1. Data je relacija o0 = {(2,2),(2,3),(5,3)} na skupu
A= {1,2,3,4,5}.

(a) Odrediti najmanju relaciju ekvivalencije na A koja sadrzi relaciju o.

(b) Odrediti najmanju relaciju poretka na A koja sadrzi relaciju p.

Resenje:

Relacija p se moze zadati
slede¢im grafom:
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Zatvorenja relacija

(a) Prvi korak u konstrukciji najmanje relacije ekvivalencije koja sadrzi g

je refleksivno zatvorenje: relacija o se dopunjuje do refleksivne relacije
dodavanjem svih parova oblika (x,x), za svaki * € A za koji taj par
nije vecC bio u toj relaciji.

O @)
© (&

Relacija o Refleksivno zatvorenje relacije o
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Zatvorenja relacija

Sledeci korak je simetri¢no zatvorenje: relacija dobijena u prvom koraku

se dopunjuje do simetri¢ne relacije tako $to se za svaki par (z,y) € o
relaciji dodaje i obratni par (y, ), ukoliko nije ve¢ bio u toj relaciji.

op op
< <

Refleksivno zatvorenje relacije o Refleksivno-simetri€no zatvorenje
relacije p
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Zatvorenja relacija

Konacno, trazena relacija ekvivalencije se dobija primenom tranzitivnog
zatvorenja: relacija dobijena u prethodnom koraku se dopunjuje do
tranzitivne relacije zatvaranjem svih trouglova u grafu te relacije, tj.,
ukoliko su (x,y) i (y, 2) u toj relaciji, onda dodajemo i par (x, y).

op op
(& <

Refleksivno-simetri€no zatvorenje Najmanja relacija ekvivalencije
relacije p koja sadrzi p
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Zatvorenja relacija

Dakle, najmanja relacija ekvivalencije koja sadrzi g je

1(1,1),(2,2),(2,3),(2,5), (3,2),(3,3),(3,5),
(4,4),(5,2),(5,3),(5,5)},

tj., to je relacija ekvivalencije sa klasama

{2,3,5}, {1}, {4}.
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Zatvorenja relacija

(b) Relacija p je antisimetri¢na, jer nema parova oblika (x,y) i (y, x),

i tranzitivna, jer nema parova oblika (z,y) i (y,2), pa se najmanja
relacija poretka koja sadrzi o dobija samo refleksivnim zatvorenjem.

O @)
© (&

Relacija o Najmanja relacija poretka
koja sadrzi p

Matemati Cka logika Relacije - Il deo



Dualno ure denje

Ako je o uredenje na skupu A, onda je i inverzna relacija o~ ! takode

uredenje na A (proveriti za vezbu).

1

U tom slu€aju o7 zovemo dualno uredenje ili dualni poredak za p.

a) Dualno uredenje uredenja < (manje ili jednako), na bilo kom od
skupova brojeva N, Z, Q ili R, je uredenje > (vece ili jednako).

b) Dualno uredenje uredenja C na partitivnom skupu & ( A) je uredenje
D (nadskup).
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Restrikcija ure denja

Neka je p relacija na skupu A i B C A.

DefiniSimo relaciju g|p na B sa:

def
o = {(z,y) € BX B|(z,y) € 0} = 0N B X B.

Ovako definisanu relaciju g, nazivamo restrikcija relacije o na B.

Neka je ¢ uredenje na skupu A, tada njegova restrikcija g p jeste
uredenje na skupu B.

Bez opasnosti od zabune, umesto gp mi Cesto piSemo samo p, tj.
polazno uredenje i njegovu restrikciju oznacavamo istim simbolom.

Na primer, uobic¢ajeno uredenje prirodnih brojeva je restrikcija uobica-
jenog uredenja celih brojeva na skup prirodnih brojeva.
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Linearno (totalno) ure denje

Uredenje p na skupu A je linearno ili totalno uredenje ako pored uslova
koji definiSu uredenje ispunjava i uslov linearnosti:

[] za sve x,y € A vazi
roy V yox.
U tom sluéaju, par (A, 0) se naziva linearno ureden skup, totalno

ureden skup ili lanac.

Drugim rec¢ima, uredeni skup je linearno ureden ako su svaka dva nje-
gova elementa uporediva.

Kao $to smo vec videli, u opstem slu€aju ne moraju svi elementi uredenog
skupa biti uporedivi.
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Primeri linearno ure denih skupova

a) Uredeni skupovi (N, <), (Z, <), (Q,<) i (R, <) su linearno uredeni.

b) Uredeni skupovi (N, |) i (#(A), C) nisu linearno uredeni:
0 u (N,

0 u (Z£(A),C), za a,b € A takve da je a # b, {a} i {b} su
neuporedivi elementi iz Z(A).

), elementi 2 i 3 su neuporedivi,
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Predstavljanje ure denih skupova

Neki uredeni skupovi, pre svega oni konacni, mogu se predstavljati
Haseovim dijagramima:

Elementi skupa predstavljaju se kao tacke u ravni i to tako da se x py
obelezava spojnicom od x ka y, pri C¢emu je x na crtezu nize od y.

Ne oznacava se x o x, niti x p z, ako postoje spojnice za x py i y 0z .

o4

o3

S o linearno uredeni skup
({1,2,3,4}, <)
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Primeri Haseovih dijagrama

{a,b,c} {a,b,d}

kolekcija od €etiri podskupa skupa
{a, b, c,d} uredena inkluzijom

{a} {b}
skup {1,2,3,4,5,6}
ureden relacijom " deli”
{a,b}
{a} (p} Partitivni skup dvoclanog skupa
ureden inkluzijom
0
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Minimalni 1 maksimalni elementi

Neka je (A, <) uredeni skup.

Za element a € A kazemo da je minimalan u A ako ne postoji x € A
takodajex #aix < a.

Drugim re¢ima, a je minimalan ako u A ne postoji strogo manji element
od njega.

Analogno, za element a € A kazemo da je maksimalan u A ako ne

postoji t € A takodajex #Zaia < x.

Dakle, a je maksimalan ako u A ne postoji strogo veci element od
njega.
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Najmaniji i najve Ci element

Za element a € A kazemo da je najmanji u A ako je a < x, za svaki
xr € A.

Drugim reC¢ima, a je najmanji element u A ako je manji od svakog
drugog elementa iz A.

Sli¢no, za element a € A kazemo da je najveci u A ako je x < a, za
svaki x € A.

Prema tome, a je najveci element u A ako je veci od svakog drugog
elementa iz A.
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Odnos minimalnog | najmanjeg elementa

Ukoliko uredeni skup A ima najmanji element, tada je on jedinstven.
Pri tome taj element jeste i jedini minimalni element u A.

Uredeni skup moze imati vise minimalnih elemenata (i u tom slucaju
ne moZe imati najmanji element).

o
¥, A A A

Minimalni elementi Najmanji element

Isto vazi i za maksimalne elemente i najveci element.
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Primeri

a) U uredenim skupovima (N, <) i (N,|) broj 1 je najmanji element,
dakle i jedini minimalan, dok nema maksimalnih elemenata niti naj-
veceg.

b) U (Z, <) nema ni minimalnih ni maksimalnih elemenata, pa, prema
tome, ni najmanjeg ni najveceg.

c) U (Z(A), C) prazan skup @ je najmanji, a skup A je najveci element.

d) U uredenom skupu (Z’(A), C) svih nepraznih podskupova skupa
A, svi jednoelementni podskupovi su minimalni.

Ukoliko A ima bar dva elementa, onda &/(A) ima vise minimalnih
elemenata, pa nema najmanji element.
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Primeri

Uredeni skup na slici ima dva minimalna i
dva maksimalna elementa, ali nema naj-
manji ni najveci element.

Uredeni skup ({1,2,3,4,5,6},|) ima tri
maksimalna elementa: 4, 5 i 6, i najmaniji
element 1.

{a, b, c}

ta}

{a,b,d}
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Svojstvo kona cnih ure denih skupova

Tvrdenje 3: U svakom konaénom uredenom skupu postoji bar jedan
minimalan i bar jedan maksimalan element.

Dokaz: Neka je (A, <) kona&an uredeni skup i a € A.

Ako je a minimalan element, dokaz je gotov; ako nije, postoji element
a, # a, tako da je a; < a.

Ako je a; minimalan, tvrdenje je dokazano, a ako nije, postoji element
a> #* a;, takav da je as < a;. Jasno je da mora biti i as # a, jer bi
smo u suprotnom dobili a; = a5, = a.

Na ovaj nacin dolazi se do minimalnog elementa, jer u protivnhom skup
A ne bi bio konac¢an — sadrzao bi lanac a,a;,as,... medusobno ra-
zlicitih elemenata.

Dokaz da postoji maksimalan element je analogan.
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Dobro ure deni skupovi

Za uredeni skup (A, <) kazemo da je dobro ureden ako je

[1 linearno ureden, i

[1 svaki njegov neprazan podskup ima najmanji elemenat.

a) Glavni primer dobro uredenih skupova je (N, <).

b) Primer linearno uredenog skupa koji nije dobro ureden je skup svih
nenegativnih racionalnih brojeva Q7 = {& € Q|0 < x} ureden restrik-
cijom uobic¢ajenog uredenja racionalnih brojeva na @f{.

Na primer, u ovom uredenom skupu podskup {=- | n € N} nema najma-
nji element.
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Donja | gornja granica skupa

Neka je B neprazan podskup uredenog skupa (A, <).

Element a € A nazivamo donja granica ili donje ograni¢enje skupa B
ako je
a < x, za svaki element x € B,

tj. ako je a manji od svih elemenata skupa B.

Analogno, element a € A nazivamo gornja granica ili gornje ogranicenje
skupa B ako je

xr < a, za svaki element ¢ € B,

tj. ako je a veci od svih elemenata skupa B.
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Donja | gornja granica skupa

Sa B¢ oznatavacemo skup svih donjih, a sa B9 skup svih gornjih granica
skupa B, tj.

Be={a € A|a < x, za svaki z € B},

B9 ={a € A|x < a, za svaki x € B}.

Skupovi B¢ i BY9 mogu biti i prazni.

Na primer, kod uredenog skupa na slici, ; S
za skup B = {a, b}, skup B? je prazan,
dok je B9 = {c, d}.

a b
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Inflmum | supremum skupa

Neka je B neprazan podskup uredenog skupa (A, <).

Najveéa donja granica skupa B, tj. najveci element skupa B¢, ukoliko
takav postoji, naziva se infimum skupa B.

Analogno, najmanja gornja granica skupa B, tj. najmanji element
skupa BY, ukoliko takav postoji, naziva se supremum skupa B.

Ukoliko postoji infimum skupa B, onda je on jedinstven, zbog jedin-
stvenosti najveceg elementa skupa B<.

Isto vazi i za supremum.
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Primeri iInfimuma | supremuma

a) U uredenom skupu (N, <), svaki konatan podskup ima supremum

— to je najveci element podskupa.

U (N, <) infimum postoji za svaki podskup — to je najmanji element
u podskupu.

b) U uredenom skupu (N, |) infimum kona&nog podskupa je najveci
zajednicki delilac, a supremum je najmanji zajednicki sadrzalac ele-
menata tog podskupa.

c) U partitivnom skupu nekog skupa, uredenom inkluzijom, infimum
kolekcije podskupova je njihov presek, a supremum je njihova unija.
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Primeri iInfimuma | supremuma

d) U uredenom skupu na slici, skup B = {a, b} nema infimum, jer
uopSte nema donjih granica.
Ovaj skup nema ni supremum, jer skup njegovih gornjih granica
B9 = {c, d} nema najmanji element.

c d
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Primeri iInfimuma | supremuma

Zadatak 1.2. Neka je dat parcijalno uredeni skup
C

a r e
(a) Odrediti elemente neuporedive sa a:

(b) Odrediti minimalne elemente:

(c) Odrediti maksimalne elemente:

(d) Odrediti najmanji element:

(e) Odrediti najveci element:

(f) Infimum skupa {a, b, d}:

(g) Supremum skupa {a,b,d}:
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Primeri iInfimuma | supremuma

ReSenje: Imamo sledece:
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Primeri iInfimuma | supremuma

ReSenje: Imamo sledece:

(a) Elementi neuporedivi sa a su:
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Primeri iInfimuma | supremuma

ReSenje: Imamo sledece:

(a) Elementi neuporedivi sa a su: | f, d, e
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Primeri iInfimuma | supremuma

ReSenje: Imamo sledece:

(a) Elementi neuporedivi sa a su: | f, d, e

(b) Minimalni elementi su:

Matemati Cka logika Relacije - Il deo



Primeri iInfimuma | supremuma

ReSenje: Imamo sledece:

(a) Elementi neuporedivi sa a su: | f, d, e

(b) Minimalni elementi su: |a, f, €
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Primeri iInfimuma | supremuma

ReSenje: Imamo sledece:

c
(a) Elementi neuporedivi sa a su: | f, d, e
b d
(b) Minimalni elementi su: |a, f, €
(c) Maksimalni element je: a f €
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Primeri iInfimuma | supremuma

ReSenje: Imamo sledece:

c
(a) Elementi neuporedivi sa a su: | f, d, e
b d
(b) Minimalni elementi su: |a, f, €
(c) Maksimalni element je: [ ¢ a f €
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Primeri iInfimuma | supremuma

ReSenje: Imamo sledece:

c
(a) Elementi neuporedivi sa a su: | f, d, e
b d
(b) Minimalni elementi su: |a, f, €
(c) Maksimalni element je: [ ¢ a f €

(d) Najmanji element:
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Primeri iInfimuma | supremuma

ReSenje: Imamo sledece:

c
(a) Elementi neuporedivi sa a su: | f, d, e
b d
(b) Minimalni elementi su: |a, f, €
(c) Maksimalni element je: [ ¢ a f €

(d) Najmanji element: | ne postoji
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Primeri iInfimuma | supremuma

ReSenje: Imamo sledece:

c
(a) Elementi neuporedivi sa a su: | f, d, e
b d
(b) Minimalni elementi su: |a, f, €
(c) Maksimalni element je: [ ¢ a f €

(d) Najmanji element: | ne postoji

(e) Najveci element je:
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Primeri iInfimuma | supremuma

ReSenje: Imamo sledece:

c
(a) Elementi neuporedivi sa a su: | f, d, e
b d
(b) Minimalni elementi su: |a, f, €
(c) Maksimalni element je: [ ¢ a f €

(d) Najmanji element: | ne postoji

(e) Najveci element je: | c
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Primeri iInfimuma | supremuma

ReSenje: Imamo sledece:

c
(a) Elementi neuporedivi sa a su: | f, d, e
b d
(b) Minimalni elementi su: |a, f, €
(c) Maksimalni element je: [ ¢ a f €

(d) Najmanji element: | ne postoji

(e) Najveci element je: | c

(f) Infimum skupa {a, b, d}:
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Primeri iInfimuma | supremuma

ReSenje: Imamo sledece:

c
(a) Elementi neuporedivi sa a su: | f, d, e
b d
(b) Minimalni elementi su: |a, f, €
(c) Maksimalni element je: [ ¢ a f €

(d) Najmanji element: | ne postoji

(e) Najveci element je: | c

(f) Infimum skupa {a, b, d}: | ne postoji| (jer taj skup nema nijednu donju granicu)
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Primeri iInfimuma | supremuma

ReSenje: Imamo sledece:

c
(a) Elementi neuporedivi sa a su: | f, d, e
b d
(b) Minimalni elementi su: |a, f, €
(c) Maksimalni element je: [ ¢ a f €

(d) Najmanji element: | ne postoji

(e) Najveci element je: | c

(f) Infimum skupa {a, b, d}: | ne postoji| (jer taj skup nema nijednu donju granicu)

(g) Supremum skupa {a, b, d} je:
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Primeri iInfimuma | supremuma

ReSenje: Imamo sledece:

c
(a) Elementi neuporedivi sa a su: | f, d, e
b d
(b) Minimalni elementi su: |a, f, €
(c) Maksimalni element je: | ¢ a f €

(d) Najmanji element: | ne postoji

(e) Najveci element je: | c

(f) Infimum skupa {a, b, d}: | ne postoji| (jer taj skup nema nijednu donju granicu)

(g) Supremum skupa {a, b, d} je: c | (jer je toi jedina gornja granica tog skupa,

pa je i najmanja gornja granica, tj. supremum). []
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Reci (stringovi)

Neka je A neprazan skup, koji nazivamo alfabetom, a njegove elemente

slovima.

Reé¢ nad alfabetom A definiSemo kao konacéan niz
1L Ty

elemenata iz A.

Iz ovakve definicije je jasno da se jednakost reci definiSe kao jednakost
nizova, tj., dve reci

u:m1m2ooomn l v:y1y2oooym

jednake ako i samo akoje m = nix; = y;, zasvakiz € {1,2,...,n}.
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Konkatenacija

Skup svih reti nad alfabetom A oznatavamo sa A™.

Na skupu AT definiSemo operaciju spajanja, dopisivanja ili konkate-
nacije re€i na sledeci nacin:
Proizvod re€i 1@+ Ty, | Y1Y2*** Yny A€ SU L1, s Lo Y1oe s Ym
slova iz A, je rec

L1L2 > LnY1Y2 - Ym-
Lako se proverava da je ova operacija asocijativna.
Neka je € element takav da € ¢ AT, koji nazivamo prazna rec.
Tada pisemo A* = AT U{e}, i dodefiniSemo operaciju spajanja re&i sa:
ue = u i eu = u, tj., spajanjem bilo koje re¢i sa praznom reci dobija
se ista ta rec.
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Duzina re Ci

Neka je data re¢ u = x5 - - - x,,, koju €ine slova x{, x>,...,x, € A.

Broj n, tj. broj elemenata u nizu x x5 - - x,, oznatavamo sa |u
nazivamo ga duzinom re€i u. Za praznu rec¢ kazemo da je duzine 0.

Ako x jeste 2-to slovo re¢i u, onda 7 zovemo pozicijom slova x u redi u.
Neka je A = {z,y}. Reti nad tim alfabetom su
2 2 2 2 2 3
T, Y, Y, YT, YL, Y-, yx°, yry, zyz, (vy)°, zy-z, vy, ...,

Na primer, re€¢ zyx? je duZine 4.

Za prirodan broj k, slovo z i re€¢ u, ¥ i u” su skraéeni zapisi reci
@m e o o .’13 i yu e o o @
k puta k puta
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Prefiks, sufiks, Infiks

Za re€¢ u € A* kazemo da je

[ prefiks reci v ako postoji rec w € A* takva da je v = uw, tj. ako

je v re€ koja pocinje sa u;

[] sufiks reci v ako postoji rec w € A* takva da je v = wu, tj. ako
je v re€ koja se zavrSava sa u;

[] infiks re€¢i v ako postoje reci p,q € A* takve da je v = pugq, tj.
ako je v re€ koja sadrzi re€ u.

Infiks re€i v nazivamo jos i faktor reci v.

Jasno, prema ovim definicijama, prazna rec je prefiks, sufiks i faktor
bilo koje reci.
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Prefiks (sufiks, faktor) ure denje

Zadatak 1.3. DefinisSimo na skupu A* sledece relacije:

S
A\
S
c
02

u je prefiks od v,

S
A
v

c
0%

u je sufiks od v,

=
/N
<

c
i3

u je faktor od v.
Dokazati da su sve one relacije poretka na A*.

Napomena 1.1. Za ova uredenja koristimo sledece nazive
[ <, — prefiks uredenje;

[J <5 — sufiks uredenje;

[l <y — faktor uredenje.
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Prefiks (sufiks, faktor) ure denje

ReSenje: Dokazujemo samo tvrdenje za relaciju <,,. Ostalo se ostavlja
za samostalan rad.

(a) Refleksivnost sledi iz €injenice da je u© = wue, za svaku re¢ u € A*.

(b) Antisimetri¢nost: Neka je u <, vi v <, u.

To znadi da je v = up i u = vq, za neke re¢i p,g € A*, pa je
u = vq = upq.
Na osnovu svojstva jednakosti reci, iz u = upq sledi da mora biti

pq = €, $to dalje povlaci da je p = g = ¢, odakle je u = v.
(c) Tranzitivnost: Neka je u <, v i v <, w.

To znaci da je v = up i w = vq, za neke rec¢i p,qg € A*, odakle je

w = vq = upq. Prema tome, u <, w.
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Prefiks (sufiks, faktor) ure denje

U daljem radu, koristicemo i sledece oznake:

def :
u<,v & u<,v i u#wv,
def :
u<sfvéu<sv|u7§v,
def .
U<fU &S ULFU I U F .

i ako je u <, v (odnosno u <; v, u <y v), govoriCemo da je u pravi
prefiks (odnosno pravi sufiks, pravi faktor) reci v.
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Prefiks (sufiks, faktor) ure denje

Zadatak 1.4. Dokazati da za proizvoljne re¢i u, v, w € A* vazi
US,W N VSp,W = UKV V VU,
ReSenje: NapiSimo re¢ w u obliku
W = T1L2 ... Ty,
za nekin € N i slova ¢, x2,...,2, € A.
Tada u <, w i v <, w znadi da je
U==21...L; | V=2=T1...T5,
za neke 7,5 € {1,2,...,n}.

Prema tome, ako je ¢ < 7, onda imamo da je u <, v, a ako je 7 < 1,

onda je v <, u.
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Leksikografsko ure denje

Neka je alfabet A linearno ureden nekim uredenjem <.

Tada se to uredenje moze prosiriti do linearnog uredenja <; na A*, koje
nazivamo leksikografsko uredenje, na sledeci nacin:

o S u=pxrq, v=pyr, saxr<yuAl
uglvgugpvlh P PyT J ’
gde su p,g,.r€e A*ixz,y€e A

Drugim re€ima, u <; v ako je u <, v ili za prvo slovo = u u koje se
razlikuje od odgovarajuceg slova y u v vazi da je ¢ < y u A.

Kada kazemo da je y odgovarajuce slovo za x, pod time podrazumevamo
da y u v ima istu poziciju kao = u wu.

Takode, p u gornjoj formuli je najduzi zajednicki prefiks re€i u i v.
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Leksikografsko ure denje

Zadatak 1.5. Dokazati da je <; linearno uredenje na A*.

Resenje:

(1) Refleksivnost: Za proizvoljnu re€¢ u € A* je u <; u, jer je u <, u.
(2) Antisimetricnost: Za reci u,v € A* neka je u <; v i v < u.
(2.1) Ako je u <, v i v <, u, tada je u = v, zbog antisimetri¢nosti
prefiks uredenja.

(2.2) Neka je u <, v i v = pxrq, u = pyr, pri €emu je ¢ < y, za neke
p,q,”r € A¥ix,y € A.

Kako je p najduzi zajedni€ki prefiks za u i viu <, v, to je p = u, 5to
je u suprotnosti sa u = pyr i y € A.

Dakle, zaklju¢ujemo da sluéaj (2.2) nije mogué.
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Leksikografsko ure denje

(2.3) Neka je v <, u i © = pxq, v = pyr, pri ¢emu je x < y, za neke
P,q,T € A*i r,Yy A.

Na isti na€in dokazujemo da ni ovaj slu€aj nije moguc.

(2.4) Neka je 1 < y1, gde je x1, y; prvi par razli¢itih slova na istoj
poziciji u v i1 v, i neka je y; < x5, gde je ys, x5 prvi par razli€itih slova
na istoj poziciji u v i u.

Tada je 1 = x5 i y1 = Y2, Sto znadida je 1 < y1 1 Y1 < @1, Sto nije
moguce.

Prema tome, ni slu¢aj (2.4) nije moguc.
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Leksikografsko ure denje

(3) Tranzitivnost: Neka su u,v,w € A* reci takve da je u <; v i
v L w.

(3.1) Neka je u <, viv <, w. Tada je u <, w, zbog tranzitivnosti
prefiks uredenja, pa je u <; w.

(3.2) Neka je u <, v i v = pxrq, w = pyr, pri temu je ¢ < y, za neke
P,q,T < A*i r,Yy A.

Kako u ovom slu€aju vazi da je u <, v i p <, v, to dobijjamo da je
u <pvili p <, u.

Ako je u <, p, tada, s obzirom da je p <, w, imamo da je u <, w, pa
je, dakle, u <; w, Sto je i trebalo dokazat..
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Leksikografsko ure denje

Neka je sada p <, u. Kako je slu€aj p = u obuhvacen prethodnim
sluéajem u <, p, to mozemo uzeti da je p <, u, tj. da je p pravi
prefiks od w.

U tom slu¢aju imamo da je ©u = pxq’, za neku re€ g € A*, $to zajedno
sa w = pyr i x < y povlaci da vazi u <; w.

(3.3) Neka je u = pxq, v = pyr, pri Eemu je x < y, za neke p,q,r €
A*iz,y € A, i v <, w.

Tada, na potpuno isti nadin kao u (3.2) dokazujemo da je u <; w.
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Leksikografsko ure denje

(3.4) Neka je u = p1x1q1, v = p1yi71, pri ¢emu je x; < y;, za neke
D1,q1,71 € A* i x1,y; € A, i neka je v = pax2qz, W = Pays7a, Pri
¢emu je x5 < Y2, za neke pP3, gz, 72 € A¥ i T2,y € A.

Kako je p; <, v i p2 <, v, to imamo da je p; <, p2 ili p2 <, 1.
Kako se oba slu€¢aja razmatraju na slican nacdin, to mozemo uzeti da
je, na primer, p; <, pP2.

Pretpostavimo najpre da je p; = p-.

Tada je y;1 = x5, 1 1 < Y1 = 2 < Yo povilaci da je ;1 < y», pa iz
U = P1T1q1, W = P1Y27s | 1 < Yo zakljuéujemo da je u <; w.
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Leksikografsko ure denje

Neka je sada p; <, pa2.

1z v = p1y171, V = p2a2g2 | p1 <p P2 zaklju€ujemo da je p2 = pyy;s,
za neku re¢ s € A*, odakle sledi da je w = p;y t, za nekurect € A*.

Prema tome, imamo da je u = p1x1q;, w = p1yit i 1 < y1, odakle
sledi da je u <; w.

Ovim je dokazana tranzitivnost relacije <;.
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Leksikografsko ure denje

(4) Linearnost: Neka su date proizvoljne reci u,v € A*.

Ako u i v nemaju zajednicki prefiks, to znaci da im se razlikuju vec
prva slova. Neka je = prvo slovo od u i y je prvo slovo od v.

Kako je, prema pretpostavci, alfabet A linearno ureden, to je x < v,
u kom slu€aju je u <; v, ili je y < @, u kom slucaju je v <; u.

Dalje, uzmimo da u i v imaju zajednicki prefiks. U tom sluc¢aju postoji
najduzi zajednicki prefiks od v i v, koji éemo oznaciti sa p.

Sada imamo da je u = pxq i v = pyr, za neke g, 7 € A* i slova
x,y € A takva da je *x # y, pa opet na osnovu linearnosti uredenja
na alfabetu A zakljuc¢ujemo da je x < y, u kom slu€aju je u <; v, ili
je y < @, u kom slucaju je v <; u.
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Leksikografsko ure denje

Zadatak 1.6. Uporediti leksikografski sledece binarne reci:
u = 01000001, » = 00110111, w = 00111111.

Resenje: Prva pozicija na kojoj se re¢ u razlikuje od v i w je pozicija 2.

Pri tome, na poaziciji 2 re€ u ima slovo 1, a re€i v i w slovo 0, pa kako
je 0 < 1, todobijamo da je v <; u i w <; u.

Dalje, prva pozicija na kojoj se razlikuju od re€i v i w je pozicija 5.

Na poziciji 5 re€ v ima slovo 0, a re€ w slovo 1, odakle je v <; w.

Napomena 1.2. Binarne reti iz prethodnog zadatka su ASCII kodovi
alfanumeric¢kih simbola A, 7 i 7, tim redom.
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Leksikografsko ure denje

Zadatak 1.7. Urediti leksikografski sve binarne reci duzine 4.
Resenje:
Sve binarne rec€i duzine 4 su leksikografski uredene na sledeci nacin:

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 O111

1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111
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Alfabetsko ure denje

Neka je alfabet A linearno ureden nekim uredenjem <.

Tada se uredenje <, na A*, koje nazivamo alfabetsko uredenje, definise
na sledeci nacin:

U< v S Jul < |v|ili (Jul = Jv|iu < v)
Zadatak 1.8. Dokazati da je <, linearno uredenje na A*.
Resenje:

(1) Refleksivnost: Za proizvoljnu re¢ u € A* je u <, u, jer je |u| = |u|
I u <l Uu.
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Alfabetsko ure denje

(2) Antisimetri¢nost: Neka je u <, viv <, u, za neke re€i u, v € A*.

Ako je |u| = |v|, tada imamo da je u <; v i v <; u, odakle je u = v,
zbog antisimetri¢nosti leksikografskog uredenja.

Sa druge strane, slucaj |u| # |v| nije mogué, jer bi u suprotnom dobili
da je |u| < |v| i |v| < |ul.

Prema tome, zaklju¢ujemo da je <, antisimetri¢na relacija.

(3) Tranzitivnost: Neka je u <, viv <, w, za neke reéi u, v, w € A*.
(3.1) Ako je |u| < |v| i |v] < |w|, tada je |u| < |w
(3.2) Ako je |u| < |v
sledi da je u <, w.
(3.3) Ako je |u| = |v
odakle je u <, w.

, Pa je u <o w.

, |[v] = |w]| i v < w, tada je |u| < |w|, odakle

, tada je opet |u| < |w

v| < |w

, U <,
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Alfabetsko ure denje

(3.4) Neka je |u| = |v

Tada dobijamo da je |u| = |w| i v <; w, zbog tranzitivnosti leksiko-
grafskog uredenja, odakle sledi da je u <, w.

v| = |w|iv < w.

, U 0,

Ovim smo dokazali tranzitivnost relacije <,.

(3) Linearnost: Neka su date proizvoljne reci u,v € A*.

Ako je |u| # |v]|, tada je |u| < |v|, u kom sluéaju je u <, v, ili je
lv| < |u|, u kom sluéaju je v <, u.

Ako je |u| = |v|, tada iz linearnosti leksikografskog uredenja sledi da je
u < v ili v < u, §to zajedno sa |u| = |v| daje u <, v ili v <, w.
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Alfabetsko ure denje

Zadatak 1.9. Urediti leksikografski i alfabetski sve binarne reci duzine
manje ili jednake 3.

ReSenje: Leksikografski poredak:

0O 00 000 001 O1 010 011

1 10 100 101 11 110 111

Alfabetski poredak:
0 1 oo 01 10 11

000 001 010 011 100 101 110 111
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Alfabetsko ure denje

Zadatak 1.10. Pocev od najmanjeg, pa do najveceg, leksikografski urediti sledece
binarne reci:

A = 01001011, B = 00101010, C = 01100100, D = 01101111, E = 01000101.

ReSenje: Kako sve ove reci imaju isto prvo slovo, to razmatramo drugo slovo.

Jedino re¢ B ima drigo slovo 0, dok sve ostale imaju drugo slovo 1. Prema tome, B
je najmanji element u ovom skupu.

Od preostalih re¢i, A i E imaju trece slovo 0, pa su manje od C i D, koje kao trece
slovo imaju 1. Ako dalje uporedimo A i FE, videcemo da se prvo slovo po kome se

razlikuju na petoj poziciji, gde kod A stoji 1, a kod E stoji 0. Dakle, re¢ FE je druga,
a A treca po velicini.

Konaéno, prvo slovo po kome se razlikuju C' i D je na petoj poziciji, gde kod C stoji
0, a kod D stoji 1. Prema tome, rec¢ C je €etvrta a D peta po velicini.

Dakle, resenje je BEACD. []
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Alfabetsko ure denje

Zadatak 1.11. Neka je < uredenje na skupu binarnih nizova
X = {0,1,10,01,11,101,011,1011}

zadato slede¢im Haseovim dijagramom.
1011

O

Koje od sledecih uredenja ima < kao svoju restrikciju na skupu X:

(a) prefiks uredenje

(b) leksikografsko uredenje
(c) faktor uredenje

(d) alfabetsko uredenje
(e) sufiks uredenje
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Alfabetsko ure denje

ReSenje: Primetimo najpre da uredenje < nije linearno, jer, na primer, elementi O
i 1 nisu uporedivi. Kako znamo da leksikografsko i alfabetsko uredenje jesu linearna

uredenja, to zaklju¢ujemo da < nije jedno od njih.
1011

O

Ako bi < bilo prefiks uredenje, onda ne bi moglo da bude 0 < 10, a ako bi to bilo
sufiks uredenje, onda ne bi moglo da bude 1 < 01. Odavde zakljué¢ijemo da < ne
moze biti ni jedno od ta dva uredenja.

Dakle, ostaje samo mogucnost da < jeste faktor uredenje. To zaista vazi, jer se sa
slike vidi da je bilo koja re€ iz datog skupa manja od neke druge ako i samo ako je
njen faktor.

Dakle, < je faktor uredenje. []
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Alfabetsko ure denje

Zadatak 1.12. U odnosu na koje uredenje su poredani sledeci nizovi:

11, 101, 011, 01, O.
(a) prefiks uredenje
(b) leksikografsko uredenje
(c) faktor uredenje
(d) alfabetsko uredenje

(e) simetri€no uredenje

Resenje: U zavisnosti od toga da li su ove reci date u rastu¢em poretku (od na-
jmanjeg ka najvec¢em) ili opadajuéem poretku (od najveceg ka najmanjem), imamo
da je ili 011 < 101 ili 101 < 011.

Odatle zaklju¢ujemo da se ne radi o prefiks uredenju, jer nijedna od te dve redi nije
prefiks one druge.

Na isti nacin zaklju€¢ujemo i da se ne radi o faktor uredenju, jer nijedna od te dve
reci nije faktor druge.

Matemati Cka logika Relacije - Il deo



Alfabetsko ure denje

Simetri¢no uredenje ne postoji, pa i tu mogucnost isklju€ujemo.
Prema tome, preostaju mogucnosti da je < alfabetsko ili leksikografsko uredenje.

Kako se kod alfabetskog uredenja reci ureduju najpre po duzini, a potom se reci iste
duzine ureduju leksikografski, to zaklju¢ujemo da < nije ni alfabetsko uredenje, jer
dati poredak ne uvazava duzinu redi.

Preostaje, dakle, da < jeste leksikografsko uredenje. Ako date nizove poredamo po
leksikografskom poretku, od najveceg ka najmanjem, videcemo da je to upravo dati
poredak.

To znaédi da je reSenje (b) - leksikografsko uredenje. []
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