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Sta je to relacija?

U raznim oblastima se €esto javlja potreba da se izmedu izvesnih ob-

jekata uspostave izvesne veze, odnosi ili relacije.

Na primer, €esto se javlja potreba
[1 da se izvesni objekti uporede prema nekom zadatom kriterijumu,
[1 da se poredaju u skladu sa nekim pravilom,

[1 da se odrede izvesne sli€nosti izmedu objekata, i da se oni grupisu

u grupe medusobno slicnih objekata, itd.

U matematici se sve ovo moze uraditi koriScenjem matematic¢kog pojma

relacije, koji definiSemo i bavimo se njime u daljem tekstu.
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Binarne relacije

Binarnu relaciju o na nepraznom skupu A definiSemo kao bilo koji pod-

skup Dekartovog kvadrata AZ:

o C A2,
Ako je

(z,y) € o,
onda kazemo

x je u relaciji p sa y.

Cesto umesto (x,y) € o pisemo x o y.
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Primeri binarnih relacija

a) Skup o = {(1,2),(1,3),(2,3)} je jedna binarna relacija na skupu
{1,2,3}. Umesto (1,2) € p, pise se 1 p2.

Kako je to relacija manje za brojeve, uobi€ajeno oznacCavanje je
1 < 2.

b) Na partitivnom skupu proizvoljnog skupa A, inkluzuja C je jedna

binarna relacija.

c) Skup {(x,x)|x € A} odreduje relaciju jednakosti na nepraznom
skupu A; oznaka relacije je =, odnosno piSe se a = a za svaki
element a € A.
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Primeri binarnih relacija

d) Poznate binarne relacije na skupu prirodnih brojeva N, pored jed-

nakosti, jesu i <, <, |, a njihove definicije su:
r<y<s (FAz)(zc+z=1vy) manje (strogo manje)
r<y< (zr=yve<y) manje ili jednako
|y (Az)(x- z = vy) deli, je delitel]

Analogno prvim dvema definiSu se i relacije

> vece (strogo vece) > vece ili jednako
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T-arne relacije

Slicno pojmu binarne relacije, za bilo koji prirodan broj n uvodimo

pojam n-arne relacije o na nepraznom skupu A koja se definiSe kao

bilo koji podskup Dekartovog stepena A™.
Broj n se naziva arnost ili duzina relacije p.

Relacije arnosti 1 nazivamo unarne relacije.

Unarne relacije su zapravo “obic¢ni” podskupovi skupa A.

Relacije arnosti 2 su upravo binarne relacije.

Relacije arnosti 3 nazivamo ternarne relacije.
U matematici se naj€esce radi sa binarnim relacijama.

Zato, jednostavnosti radi, umesto binarna relacija mi govorimo krace

samo relacija.
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Primeri m-arnih relacija

a) Ako je A skup tataka na pravoj, onda se svojstvom

x jeizmedu y i z

definisSe jedna ternarna relacija na A.

b) Skup

{(z,y,2) | 2* +y* = 27}

je ternarna relacija na skupu R.

c) Skup N,, parnih brojeva je unarna relacija na skupu N.
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Grafi cko predstavljanje relacija

Kao 3to smo ranije rekli, Dekatrov kvadrat A? skupa A se graficki

predstavlja kvadratom cija donja i leva ivica predstavljaju skup A.

Binarne relacije na A se u tom sluc€aju predstavljaju kao skupovi tacaka

sa odgovarajucim koordinatama u tom kvadratu.

a ¢ A
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Grafi cko predstavljanje relacija

Ako je skup A konat&an, onda kvadrat A? predstavljamo mreZzom hori-

zontalnih i vertikalnih duZi, &iji preseci predstavljaju tacke iz AZ.

Relaciju o C A? predstavljamo tako 3to parove tacaka iz o u toj mrezi

oznac¢avamo malim kruzicima.

d *o—o
ce @
be—e—e

aa b c c.i

Na primer, za A = {a,b, c,d}, gornja slika predstavlja relaciju

e = {(a,b),(a,c), (b,b), (b, c), (c,b),(c,d), (d,a), (d,d)}.
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Bulove matrice

Relacija ¢ na konaénom skupu A = {a;,as,...,a,} moze se pred-
staviti i Bulovom matricom
x1,1 1,2 X1,n
MQ _ &21 X222 ... 2p
an,l an,2 an,n

gde je
o 1 ako (a;,a;) € o
’J 0 ako (a;,a;) € o

Matrica se naziva Bulovom jer se sastoji samo od Bulovih vrednosti —

nula (oznaka za netat¢no) i jedinica (oznaka za tac¢no).
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Primer Bulove matrice

Ranije razmatrana relacija

e = {(a,b), (a,c), (b,b), (b, c), (c,b),(c,d),(d;a),(d,d)},

na skupu A = {a, b, c,d}, moze se predstaviti Bulovom matricom:

M, =

- O O
O = =
S O ==
- = o O

Primetimo da ova matrica veoma li¢i na kvadratnu mrezu (rotiranu za

—90°), kojom je ranije bila predstavljena ista ova relacija.
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Relacije | grafovi

JoS jedan nacdin grafickog predstavljanja relacija je uz pomoc¢ grafova.

Orijentisani graf ili digraf je uredeni par (G, E) za koji vazi:

— (G je neprazan skup, koji nazivamo skupom ¢vorova, a njegove

elemente ¢vorovima grafa;

— E C G? je neprazan skup koji nazivamo skupom grana, a njegove

elemente granama grafa.

Jasno, E je nista drugo do binarna relacija na skupu ¢vorova G.

Za granu e = (a,b) € E kazemo da pocinje u ¢voru a a zavrSava se u

¢voru b, Sto graficki predstavljamo na sledeci nacin:

a b
O >0
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Jednostavnosti radi, kada je iz konteksta jasno da se radi o digrafu,

umesto "digraf’ kazemo i samo " graf”’.

Neka je graf G = (G, E) zadat sa:

G = {a,b,c}, FE = {(a,b),(a,c),(b,b),(b,c),(c,b)}.

Ovaj graf (relaciju) graficki predstavljamo na sledeéi nacin:
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Jednostavnosti radi, kada je iz konteksta jasno da se radi o digrafu,

umesto "digraf’ kazemo i samo " graf”’.

Neka je graf G = (G, E) zadat sa:

G = {a,b,c}, FE = {(a,b),(a,c),(b,b),(b,c),(c,b)}.

Ovaj graf (relaciju) graficki predstavljamo na sledeéi nacin:

C
@)
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Jednostavnosti radi, kada je iz konteksta jasno da se radi o digrafu,

umesto "digraf’ kazemo i samo " graf”’.

Neka je graf G = (G, E) zadat sa:

G = {a,b,c}, FE = {(a,b),(a,c),(b,b),(b,c),(c,b)}.

Ovaj graf (relaciju) graficki predstavljamo na sledeéi nacin:

C
@)
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Primer grafa

Jednostavnosti radi, kada je iz konteksta jasno da se radi o digrafu,

umesto "digraf’ kazemo i samo " graf”’.

Neka je graf G = (G, E) zadat sa:

G = {a,b,c}, FE = {(a,b),(a,c),(b,b),(b,c),(c,b)}.

Ovaj graf (relaciju) graficki predstavljamo na sledeéi nacin:

C
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Primer grafa

Jednostavnosti radi, kada je iz konteksta jasno da se radi o digrafu,

umesto "digraf’ kazemo i samo " graf”’.

Neka je graf G = (G, E) zadat sa:

G = {a,b,c}, FE = {(a,b),(a,c),(b,b),(b,c),(c,b)}.

Ovaj graf (relaciju) graficki predstavljamo na sledeéi nacin:

C
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Primer grafa

Jednostavnosti radi, kada je iz konteksta jasno da se radi o digrafu,

umesto "digraf’ kazemo i samo " graf”’.

Neka je graf G = (G, E) zadat sa:

G = {a,b,c}, FE = {(a,b),(a,c),(b,b),(b,c),(c,b)}.

Ovaj graf (relaciju) graficki predstavljamo na sledeéi nacin:

C
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Jednostavnosti radi, kada je iz konteksta jasno da se radi o digrafu,

umesto "digraf’ kazemo i samo " graf”’.

Neka je graf G = (G, E) zadat sa:

G = {a,b,c}, FE = {(a,b),(a,c),(b,b),(b,c),(c,b)}.

Ovaj graf (relaciju) graficki predstavljamo na sledeéi nacin:

C
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Jos jedan primer grafa

Neka je graf (G, E) graficki prikazan sa

C

Tada je G = {a,b,c} i

E = {(a,b), (a,c), (b,b), (¢, a), (c,c)}.

Napomenimo da granu oblika (a,a) zovemo petlja.
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Malo o terminologiji

Naziv " graf’ potice upravo od grafickog nacina njihovog predstavljanja.

Naziv ” orijentisani graf”’ isti¢e €injenicu da kod svake grane razlikujemo

njen pocetni i njen zavrski €vor.
U grafickom predstavljanju grafa, orijentacija je odredena strelicom.

"Digraf’ je skracenica naziva orijentisanog grafa na engleskom jeziku

— "directed graph”.
U matematici se takode izu€avaju i neorijentisani grafovi.

Za razliku od orijentisanih grafova, kod kojih je grana uredeni par

¢vorova, kod neorijentisanih grafova grana je neuredeni par ¢vorova.
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Predstavljanje relacija - primeri

Zadatak 1.1. Neka je A = {2,4,5,8,9,10} i neka je p relacija na A

definisana sa

apb & a deli b u skupu N.

(a) Predstaviti relaciju ¢ kao skup uredenih parova.
(b) Predstaviti relaciju o grafom.

(c) Predstaviti relaciju ¢ Bulovom matricom.

ReSenje: a) Imamo da je

o ={(2,2),(2,4),(2,8), (2,10), (4,4), (4, 8),
(5,5), (5,10), (8, 8), (9,9), (10, 10)}.
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Predstavljanje relacija - primeri

(b) Kako je

o =1{(2,2),(2,4),(2,8),(2,10), (4,4), (4, 8),
(5,5), (5,10), (8, 8), (9,9), (10,10)},

o se moze predstaviti grafom na jedan od sledecih nacina:
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Predstavljanje relacija - primeri

(c) Kako je

e =1(2,2),(2,4),(2,8),(2,10), (4,4), (4, 8),

o0 se moze predstaviti sledecom Bulovom matricom:

o O O O O =

(5,5),(5,10),(8,8),(9,9),(10,10) },

©c O O O = o=

o O O = O O

O = O =

0

o = O O O
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Predstavljanje relacija - primeri

Kako se iz ovog predstavljanja ne vidi bas jasno koja vrsta, odnosno
kolona, odgovara odredenom elementu iz A, to relaciju o mozemo

predstaviti i tablicom

2 4 5 8 9 10
211010 1
4101 01 0 O
50 01 0 0 1
8 0001 0 O
90 00 01 O
100 0 0 O O 1
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Neke vazne relacije

Prazna relacija definide se kao prazan podskup od AZ.

Puna ili univerzalna relacija definise se kao ceo skup AZ.

Relacija jednakosti na skupu A naziva se c€esto i dijagonalna relacija ili

dijagonala i oznacava se sa A.

Dakle, A = {(x,x) |x € A}
A
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Operacije sa relacijama

Kako relacije na skupu A predstavljaju podskupove od A?, to se poj-
movi presek relacija, unija relacija i komplement relacije definisu kao

preseci skupova:

0Nl ={(x,y) € A?| (z,y) €E oA (z,y) € 0};
oUl ={(x,y) € A?| (z,y) €EoV (x,y) € 0};
o= {(x,y) € A% | (z,y) € o}

A A4 A 4| A A
’ P
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Jednakost | inkluzija relacija

Jednakost relacija takode definiSemo kao jednakost skupova,

0=0%8 (V(z,y) € A?) (z,y) € 0 & (z,9) €0),

a inkluziju relacija kao inkluziju skupova:

o C 9(<i:e)f(‘v’(:c,y) € A®) (z,y) € 0= (z,y) €0).
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Inverzna relacija

Inverzna relacija relacije o na skupu A, u oznaci o~

skupu A definisana sa:

o ={(y,x) € A% | (z,y) € o}.

1

, je relacija na

Na slici se vidi da se inverzna relacija o~! dobija rotacijom relacije g

oko dijagonale.

A

A
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Primeri operacija sa relacijama

Razmatramo relacije na skupu prirodnih brojeva N.

a) Presek relacija < i > je relacija jednakosti, a njihova unija je puna

relacija, tj. N2.

b) Komplement relacije < je relacija >, a inverzna relacija za < je

relacija >.

c) Relacija jednakosti je sama sebi inverzna, a njen komplement je

relacija #.

d) Relacija deli, |, je podskup relacije <.
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Kompozicija relacija

Kompozicija ili proizvod relacija o i 8 na skupu A je relacija p o 0 na

A, definisana na sledeci nacin:
eo0={(z,y) € A’ | 3z € A)((w,2) € e A (2,y) € 0)}
odnosno
000 ={(z,y) € A’ | (Fz € A)(zpz N 2z0y)}

Drugim recima, relacija 0 se nastavlja (nadovezuje) na p.

To nadovezivanje moze se graficki prikazati na sledeci nacin
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Primer kompozicije relacija

Neka je A = {a,b,c,d}, i

Q — {(a'a b)a ((1,, C)a (a’a d

(S S 0 Q

Tada je

006 = {(a,a), (a,c), (b,c)}, 600 ={(b,b), (b,¢), (b,d)}.
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), (b,d)}, 8 = {(b,a), (b,c),(d,c)}.
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Isti primer — drugi na Cin

Neka je ponovo A = {a,b,c,d}, i
o = {(a,b), (a,c), (a,d), (b,d)}, 8 ={(b,a),(b,c),(d,c)}.

Ove relacije mozemo graficki predstaviti ¢ d
tako da relaciji p odgovaraju plave strelice,

a relaciji 6 crvene.

Tada relacijama p o 0 i 6 o p odgovaraju

kombinacije strelica:

o o 0: plava—crvena; 6 o p: crvena—plava

Dakle,

008 ={(a,a),(a,c),(b,c)}, 6oo={(b,b),(b,c),(b,d)}.
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Asocijativnost kompozicije

Tvrdenje 1: Za proizvoljne relacije g, 0 i o na skupu A vazi:

go(fooc)=(0080)ooa,
tj. kompozicija relacija je asocijativna operacija.
Dokaz:

Dokazacemo samo da vazi inkluzija
oo(Boo) C (go08) oo,

jer se obratna inkluzija dokazuje na potpuno isti nacin.
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Asocijativnost kompozicije

g

(a,b) € po(foo) =

|

R

oo (0oo0)

e

Matemati Cka logika
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Asocijativnost kompozicije

§ o

(a,b) € po(foo) =

oo (0oo0)

= (dx € A) A

|

b 4

e

Matemati Cka logika
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Asocijativnost kompozicije

oo (0oo0)

&0

(a,b) € po(foo) =
= (dxz € A)(a,x) € 0 A
=

b 4

e
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Asocijativnost kompozicije

go(6oo)
@g@fﬁo%

(a,b) € oo (foo) =
= (dx € A)(a,x) € o N\ (,b) €000
=X

b 4

Matemati Cka logika
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Asocijativnost kompozicije

go(6oo)

(a,b) € po(foo) =

= (dx € A)(a,x) € o N\ (x,b) €000

= (dx € A)
=
=
=

(a,xz) € 0 A

Matemati Cka logika
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Asocijativnost kompozicije

go(6oo)
6oo
~@ @\@

(a,b) € po(foo) =
= (dx € A)(a,x) € o N\ (x,b) €000
= (Gx € A)(Jy € A)(a,x) € 0 A (
=
=
=

Matemati Cka logika
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Asocijativnost kompozicije

go(6oo)
o o

(a,b) € oo (foo) =
= (dx € A)(a,x) € o N\ (,b) €000

= (Gx € A)(Fy € A)(a,xz) € 0 A ((z,y) € 0 A )

—
=
=

Matemati Cka logika
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Asocijativnost kompozicije

go(foo)

(a,b) € oo (foo) =
= (dx € A)(a,x) € o N\ (,b) €000

= (3z € A)(Jy € A)(a,z) € o0 A ((=,y) €0 A (y,b) € o)

=
=
=

Matemati Cka logika
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Asocijativnost kompozicije
oo (6oo0)
0oo
I 0

(a,b) € po(foo) =
= (dx € A)(a,x) € o N\ (x,b) €000
= (Gx € A)(Jy € A)(a,z) € 0 A ((z,y) €0 A (y,b) € 0)
= (Jye€ A)(Jx € A)
=X
=
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Asocijativnost kompozicije
oo (6oo0)
0oo
I 0

(a,b) € po(foo) =
= (dx € A)(a,x) € o N\ (,b) €000
= (Gx € A)(Jy € A)(a,z) € 0 A ((z,y) €0 A (y,b) € 0)
= (Jy € A)(Fz € A)((a,z) € oA (z,y) € 0) A (y,b) E o
=
s
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Asocijativnost kompozicije
oo (6oo0)
0oo
I 0

(a,b) € po(foo) =
= (dx € A)(a,x) € o N\ (x,b) €000
= (Gx € A)(Jy € A)(a,z) € 0 A ((z,y) €0 A (y,b) € 0)
= (Jy € A)(Fz € A)((a,z) € oA (z,y) € 0) A (y,b) E o
= (Jy € A) A (y,b) € o
=
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Asocijativnost kompozicije

go(foo)
Ho%

Q

(a,b) € po(foo) =
= (dx € A)(a,x) € o N\ (,b) €000
= (Gx € A)(Jy € A)(a,z) € 0 A ((z,y) €0 A (y,b) € 0)
= (Jy € A)(Fz € A)((a,z) € oA (z,y) € 0) A (y,b) E o
= (dy € A)(a,y) € 00O A (y,b) €E 0
=
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Asocijativnost kompozicije

oo (6oo0)

0 oo
Qé@—a
oo06

(oo 0)oo

(a,b) € po(foo) =
= (dx € A)(a,x) € o N\ (z,b) €000
= (Gx € A)(Jy € A)(a,z) € 0 A ((z,y) €0 A (y,b) € o)
= (Gy € A)(Fz € A)((a,z) € oA (z,y) € 0) A (y,b) E o
= (dy € A)(a,y) € 00O A (y,b) €E 0
= (a,b) € (po0O)oo

Matemati Cka logika Relacije - | deo



Asocijativnost kompozicije

oo (6oo0)

0 oo
Qé@—a
oo06

(oo 0)oo

(a,b) € po(foo) =
= (dx € A)(a,x) € o N\ (z,b) €000

= (3z € A)(Jy € A)(a,z) € 0 A ((=,y) €0 A (y,b) € o)
= Gy € A)(Fz € A)((a,xz) € oA (x,y) €0) A (y,b) €0

= (Jy € A)(a,y) €000 A (y,b) €0
= (a,b) € (po0O)oo
Ovim smo dokazali da je po (foo) C (po ) oo.
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Druga svojstva kompozicije

Tvrdenje 2: Postoji skup A i relacije o i 8 na A takve da je

000 £ 0onp.
tj. da kompozicija relacija ne mora biti komutativna operacija.

Dokaz: U primeru kompozicije relacija koji smo dali napred je

go 8 #06op,

Sto dokazuje naSe tvrdenje.
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Druga svojstva kompozicije

Tvrdenje 3: Za proizvoljnu relaciju o na skupu A vazi

00 A =Aop=op.

Dokaz: Neka je (x,y) € oo A. To znadi da postoji z € A takav da je
(x,z) € 0i(z,y) € A, odnosno (x,z) € pi z =y, odakle dobijamo
da je (xz,y) € p. Prema tome, dokazali smo da je p o A C p.

Sa druge strane, ako je (x,y) € p, tada imamo da je (x,y) € o i
(y,y) € A, pa prema definiciji kompozicije relacija dobijamo da je
(x,y) € oo A. Ovim smo dokazali da je o C p o A, pa konaéno
zaklju€ujemo da je po A = p.

Na isti nacin dokazujemo da je A o p = p.
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Druga svojstva kompozicije

Tvrdenje 3: Za proizvoljne relacije p, 0 i o na skupu A vazi:

(@) po(0U0o) = (pob)U(poo);
(b) po(6No) C(pob)n(poo);
(c) (pUO) =p~tUOT

(d) (pNO)~=p'NO

(e) (po )™t =6""0p

() (p~) ' =pi

() @' = (p7).

Dokaz: Ostavlja se za vezbu.

(pUB)oo = (poo)U(Boo0);

(pNB)oo C (poo)n(foo);
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Druga svojstva kompozicije

Tvrdenje 3: Za proizvoljne relacije p, 0 i o na skupu A vazi:

pCO = copCoo00, pCO = pooCHoo.

Dokaz: Neka je p C 6.

Ako (x,y) € o o p, tada postoji z € A takav da je (x,z) € o i
(z,y) € p. Kako je p C 0, to imamo da je (x,z) € o i (z,y) € 0,
Sto znaci da je (x,y) € 0 0 6.

Prema tome, dobili smo da je 0 o p C o o0 0, ¢ime je dokazana prva

implikacija.

Druga implikacija se dokazuje analogno.
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Refleksivne relacije

Relacija o na skupu A je refleksivna ako za svaki x € A vaizi
(z, ) € o.

Drugim rec€ima, relacija g je refleksivha ako i samo ako je
ACo

tj., ako o sadrzi dijagonalu.

Prema tome, dijagonala je refleksivna relacija.

Za relaciju p na A, relacija p U A je najmanja refleksivna relacija na A

koja sadrzi p, i zovemo je refleksivho zatvorenje relacije p.
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Simetri Cnhe relacije

Relacija o na A je simetri¢na ako za sve =,y € A vazi

(z,y) € 0= (y,x) € 0.

Drugim re€ima, o je simetriéna relacija ako je o C g~ !, 3to je ekviva-

lentno sa o = o~ !.

Naziv "simetricna” potice iz €injenice da su to relacije simetri¢ne u

odnosu na dijagonalu, $to je prikazano na sledecoj slici:
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Antisimetri cne relacije

Relacija o na A je antisimetri¢na ako za sve =,y € A vazi

(z,y) €0 N (y,z) E0 = = =1,

Ovaj uslov je ekvivalentan sa

oNo*t CA.

Drugim recima, antisimetri¢na relacija ne moze sadrzati nijedan par

razli¢itih ta¢aka u A? simetri¢an u odnosu na dijagonalu.

Odatle i potice naziv " antisimetriéna” relacija.
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Tranzitivne relacije

Relacija o na A je tranzitivha ako za sve x,y,z € A vazi

(z,y) € 0N (y,2) € 0= (z,2) € 0.

Ekvivalentna formulacija ovog uslova je p o o C p.

Tranzitivnost se graficki moze predstaviti na sledeci nacin — ako je x
u relaciji sa y, i y je u relaciji sa z, onda se trougao moze zatvoriti

relacijom izmedu x i z:
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Tranzitivno zatvorenje relacije

Neka je o relacija na skupu A. Za n € N°, n-ti stepen relacije o, u
oznaci po", definiSemo sa:

def
0" = A 0 =0 "t =p"o0p

Takode, relacije ot i o* definisemo na sledeéi naéin:
def def
ot = | o” = |J o"
neN nEeNO
a) o je najmanja tranzitivna relacija na A koja sadrZi o, i zovemo je

tranzitivno zatvorenje relacije p;

b) o0* je najmanja refleksivna i tranzitivna relacija na A koja sadrzi p,

i zovemo je refleksivno-tranzitivho zatvorenje relacije p.
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Putevi u grafu

Neka je dat graf (G, E), ¢vorovi a,b € G i neka je

€1 = (al, bl), €Er = ((12, b2), ceey € — (an, bn) & E

niz grana za koje vazi
— a = a; (a je pocetni Evor);
— b,, = b (b je zavrsni &vor);
— by = ag11 (grana eg. 1 se nadovezuje na granu eg), za svaki k,
1<k<n—1.

Tada za ovaj niz grana kazemo da je put iz €vora a u €vor b, a broj n

grana u nizu nazivamo duzinom tog puta.
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Putevi u grafu

Tranzitivno zatvorenje relacije o na skupu A moze se predstaviti pomocu

puteva u grafu (A, p), na sledeci nacin:
(a,b) € o™ ako i samo ako postoji put iz a u b.
Takode, za n € N vazi:
(a,b) € ™ ako i samo ako postoji put duZine n iz a u b.

Na ovaj nacin bi smo mogli izraziti i tranzitivnost relacije:

Relacija o na skupu A je tranzitivna ako i samo ako svaki put u grafu
(A, o) ima precicu duzZine 1, tj., postoji grana koja spaja pocetnu i

krajnju tacku tog puta.
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Primeri

a) Relacije =, <, > i | na skupu N prirodnih brojeva su refleksivne.

Sve te relacije su i tranzitivne, = je simetri¢na a <, > i | su anti-

simetri¢ne.

Ako relaciju deljenja | posmatramo na skupu celih brojeva, tada
ona nije antisimetricna. Na primer, za svaki ceo broj n # 0 vazi:

—n | nin | —n, pri emu je n # —n.

b) Relacija o = {(1,1),(1,2),(2,2)} je refleksivna na skupu {1,2},

ali nije na skupu {1, 2, 3}, jer ne sadrzi dijagonalu ovog poslednjeg.
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Primeri

c) Relacija o = {(x,y) | |* — y| < 1} na skupu realnih brojeva R je

refleksivna i simetri€na, ali nije tranzitivna.

d) Relacija paralelnosti za prave u ravni:

def . . .
pllg < p i q se ne seku ili se poklapaju

je refleksivna, simetri€¢na i tranzitivna.

Relacija ortogonalnosti

plqg & p i q se seku pod pravim uglom

je samo simetri¢na.
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Primeri

Zadatak 1.2. Neka je na skupu celih brojeva zadata sledeca relacija

roy & (Ju €7Z) x = yu.

Koja od sledecih svojstava ima ova relacija:

(a) refleksivna

(b) simetri¢na

(c) anti-simetri¢na

(d) tranzitivna

ReSenje: Dokazac¢emo da ova relacija ima svojstva (a) i (d), a nema
ostala svojstva.

(a) Relacija p je refleksivna jer za svaki x € Z vazida je x = x - 1, §to

znaci da je x o x.
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Primeri

(b) Relacija o nije simetritna jer je, na primer, 6 02, a nije 2 6.

Naime, postoji u € Z tako da je 6 = 2-u (u = 3), ali ne postoji v € Z
tako da je 2 = 6 - v.

(c) Relacija g nije anti-simetri¢na, jer su, na primer, 2 i —2 razli¢iti
elementi iz Z za koje vazida je 2 o —2 i —2 p 2. Naime, 2 = (—2)-(—1)
i —2=2.(—1).

(d) Relacija o je tranzitivna jer ako su x, y, z € Z elementi takvi da je
x oy i yoz, odnosno postoje u,v € Z takoda je x = yu i y = zv,
tada je

r = yu = (zv)u = z(vu),

I kako je jasno da je vu € Z, to dobijamo da je x p z.
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Primeri

Zadatak 1.3. Neka je S = {1,2,3} i neka je relacija R na S zadata

sa
R ={(2,1),(1,2),(3,3),(2,2),(1,1)}.
Koja od sledecih svojstava ima ova relacija:

(a) refleksivna
(b) simetri¢na
(c) anti-simetri¢na

(d) tranzitivna

ReSenje: Dokazaéemo da R ima svojstva (a), (b) i (d), a nema (c).
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Primeri

(a) Relacija

R ={(2,1),(1,2),(3,3),(2,2),(1,1)}

je refleksivna jer sadrzi sve parove (1,1), (2,2) i (3,3) sa dijagonale

Dekartovog kvadrata skupa S.

(b) Relacija R je i simetri¢na, jer van dijagonale sadrzi samo parove
(1,2) i (2,1), koji su medusobno simetri¢ni.

(c) Relacija R nije anti-simetri¢na, jer sadrzi parove (1,2) i (2,1), pri

cemu je 1 £ 2.
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Primeri

(d) Kako su za R = {(2,1),(1,2),(3,3),(2,2),(1,1)} tatne sledece

implikacije

to zaklju€ujemo da je R tranzitivna relacija.

(1,1) € R
(1,1) € R
(1,2) € R
(1,2) € R
(2,1) € R
(2,1) € R
(2,2) € R
(2,2) € R
(3,3) €R

> > > > > > > >

>

(1,1) € R
(1,2) € R
(2,1) € R
(2,2) € R
(1,1) € R
(1,2) € R
(2,1) € R
(2,2) € R
(3,3) € R

A T B R

|

(1,1) € R
(1,2) € R
(1,1) €R
(1,2) € R
(2,1) € R
(2,2) € R
(2,1) € R
(2,2) € R
(3,3) € R
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Primeri

Primetimo da je zadatak bilo moguce uraditi i na drugi nacin.

Naime, mozemo uoditi da su svi elementi iz skupa {1,2} medusobno
u relaciji R, dok je 3 u relaciji samo sa samim sobom.

Prema tome, kolekcija koja se sastoji od skupova {1, 2} i {3} je particija
skupa S, i dva elementa iz S su u relaciji R ako i samo ako su u istom
bloku te particije, odakle zaklju¢ujemo da je R relacija ekvivalencije
koja odgovara toj particiji.

Iz toga potom dalje sledi da R ima svojstva (a), (b) i (d), a nema
svojstvo (c).
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Relacije ekvivalencije

Relacija p na skupu A je relacija ekvivalencije na A ako je

[1 refleksivna

[] simetri¢na

[] tranzitivna
Umesto "relacija ekvivalencije” ponekad kazemo samo " ekvivalencija”.
Glavni primer relacija ekvivalencije je jednakost, tj. dijagonalna relacija.

To je najmanja relacija ekvivalencije na A, u smislu da svaka relacija
ekvivalencije na A mora da je sadrzi, dok nijedan pravi podskup od A
nema svojstvo refleksivnosti, pa nije relacija ekvivalencije na A.

| univerzalna relacija je relacija ekvivalencije.
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Primeri relacija ekvivalencije

Primer 1.1. Neka je n proizvoljan prirodan broj, i neka je relacija =,

na skupu Z svih celih brojeva definisana sa

def
nY ~ nlm_ya

xIr

ili, ekvivalentno, sa

def . .. . .. T
r =,y < xiy imaju isti ostatak pri deljenju sa n.

Dokazati da je =,, relacija ekvivalencije.

Napomena 1.1. Relacija =,, poznata je pod nazivom kongruencija po
modulu n.

Dokaz: (1) Za svaki * € Z imamo da n | 0 = « — x, odakle je
xr =,, x, Sto znaci da je relacija =,, refleksivna.
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Primeri relacija ekvivalencije

(2) Za proizvoljne =,y € Z imamo da je

r=,yYy S nlr—y s n|l—(r—y) ©nly—zr & y =, =,
I dakle, relacija =,, je simetri¢na.

(3) Neka su xz,y,z € Z elementi takvida je x =, yiy =, z, tj.
n|lx—yin|y—z. Tada

n|l(z—y)+@y—2 =z—z

pa je x =,, z, $to znaci da je =,, tranzitivna relacija.

Prema tome, =,, je relacija ekvivalencije.

Primer 1.2. Relacija paralelnosti za prave u ravni, paralelnost za ravni
u prostoru, sve su to primeri relacija ekvivalencije.
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Klase ekvivalencije

Neka je o relacija ekvivalencije na A i a € A.

Klasa ekvivalencije elementa a u odnosu na relaciju ekvivalencije p

definiSe se kao skup svih elemenata iz A koji su u relaciji o sa a, tj.
def
lalo = {r € A|aox}.

Takode govorimo i p-klasa elementa a, ili krace samo klasa elementa
a, u slu¢ajevima kada je jasno o kojoj se relaciji ekvivalencije radi.
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Osnovna svojstva klasa

Tvrdenje 1.

1) Svaka klasa je neprazna - klasa elementa x sadrzi makar taj element.
Dokaz: Za svaki x € A, zbog refleksivnosti imamo da je x o x, pa
je x € [x],.

2) Ukoliko su dva elementa x i y u relaciji o, tada su njihove klase
jednake, tj. oni odreduju jednu istu klasu: [xz]|, = [y],.

Dokaz: Neka je a € [z],, tj. a o x. Prema pretpostavci, = oy, pa
na osnovu tranzitivnosti dobijamo da je a oy, tj. a € [y],.

Odavde zaklju¢ujemo da je [x]|, C |y],. Na isti nac¢in dokazujemo i
obratnu inkluziju, ¢ime dobijamo da je [z], = [y],-
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Osnovna svojstva klasa

3) Ukoliko = i y nisu u relaciji o, tada su njihove klase disjunktne.

[x]p

Dokaz: Pretpostavimo da postoji a € [z], N [y],.- Tada je ap=x
| a py, pa na osnovu simetri€nosti i tranzitivnosti dobijamo da je
x 0y, S5to je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom.

Odavde zaklju¢ujemo da klase [x], i [y|, moraju biti disjunktne.

1z 2) i 3) sledi da ako dve klase [z], i [y]|, nisu disjunktne, tj. imaju
neprazan presek, onda moraju da budu jednake.
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Osnovna svojstva klasa

4) Unija svih p-klasa je jednaka celom skupu A.

Dokaz: Kako su sve p-klase sadrzane u A, to je i njihova unija
sadrzana u A.

Obratno, kako je svaki element x € A sadrzan u nekoj p-klasi, tj.
x € [x],, to je jasno da je A sadrZzan u uniji svih p-klasa.

Prema tome, dokazali smo da je A jednak uniji svih p-klasa.

Kada neku p-klasu zapiSemo u obliku [x],, tada kaZzemo da je = pred-
stavniik te klase.

Kako je [z], = [y],, za svaki y € [x], (prema 2) ), to ravnopravno sa x
I y moze predstavljati tu klasu, tj., klasu ekvivalencije moze oznacavati
(predstavljati) svaki njen ¢€lan.
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Primeri klasa

a) Neka je p relacija na skupu A = {1,2,3,4,5,6} zadata sa

6 1 1.0 1 0 O
5 ¢ 1101 0 0
10—6 ® 0 01 0 0 1
ili matricom M, =

3 O 1 1.0 1 0 O
2 0—@ o 0 00 010
1 6—@ ® O 01 0 0 1

1 2 3 4 5 6 - B

Tada je o relacija ekvivalencije sa klasama

1o = [2]o = [4]0 = {1, 2,4},
3o = [6], = {3, 6},
5], = {5}
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Primeri klasa

b) Klase ekvivalencije za relaciju =3 na N° su skupovi brojeva sa istim

ostatkom pri deljenju sa 3:

{1,4,7,...}; {2,5,8,...}; {0,3,6,9,...}.

c) Dijagonala na proizvoljnom skupu A ima jednoc¢lane klase: svaki
element je samo sa sobom u relaciji pa je i sam u klasi.

d) Relacija paralelnosti razbija skup svih pravih u ravni na pravce: u
istoj klasi su sve medusobno paralelne prave.
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Razbijanje skupa na klase

Kao Sto smo videli, relacija ekvivalencije razbija skup na medusobno
disjunktne klase ekvivalencije.

Relacija ekvivalencije grupiSe, udruzuje u jednu klasu sve one elemente
koje objedinjuje zajednic¢ko svojstvo - ono koje opisuje ta relacija.

Na primer, kod relacije =3, to je svojstvo da imaju isti ostatak pri

deljenju sa 3.
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Razbijanje skupa na klase

Zadatak 1.4. Neka je A = {1,2,3}.

Odrediti koje od sledecih relacija definisanih na A su relacije ekvivalencije, i za one
koje su relacije ekvivalencije odrediti njihove klase:

(a) R1 ={(2,2),(1,1)}

(b) Rz = {(1,1),(2,2),(3,3)}

(c) Rz ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(3,1), (1,3) }

(d) Ry = {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(3,2), (2, 1)}

(e) Rs = {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(2,3),(3,2),(1,3),(3,1) }

Resenje: Dokaza¢emo da relacije (b) i (e) jesu relacije ekvivalencije, a ostale nisu.

(a) Relacija R, = {(2,2),(1,1)} otito nije refleksivna, jer ne sadrzi par (3,3), zbog
¢ega nije ni relacija ekvivalencije.
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Razbijanje skupa na klase

(b) Relacija R, = {(1,1),(2,2),(3,3)} je otigledno relacija ekvivalencije &ije su
klase jednoelementne: {1}, {2}, {3}.

(c) Relacija R3 = {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(3,1),(1,3)} je otito reflek-
sivna i simetri¢na, ali nije tranzitivna, pa nije relacija ekvivalencije.

Naime, imamo da je (2,1) € R3i (1,3) € R3, ali (2,3) ¢ Rs.

(d) Relacija R4 = {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(3,2),(2,1)} nije relacija ekvivalen-
cije, jer nije simetri¢na. Zaista, (3,2) € Ry, ali (2,3) € R4.

(e) U slucaju relacije

Rs; ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(2,3),(3,2),(1,3),(3,1)}

imamo da su svi elementi iz skupa A medusobno u toj relaciji, $to znaci da je to
univerzalna relacija na A, odnosno, R5 je relacija ekvivalencije sa samo jednom
klasom: {1,2,3}. [
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Dakle, relacija ekvivalencije odreduje jednu particiju (razbijanje) skupa

A na medusobno disjunktne skupove Cija je unija ceo skup A.
To nas dovodi do sledece formalne definicije:

Familiju {A;};c; podskupova skupa A zovemo particija ili razbijanje
skupa A ako za tu familiju vazi sledece: sledece uslove:

1) Zasvakii € I je A; # 0;
2) Zasvei,j€Ijeili A;,NA; =0 ili A; = Aj;
3) U{A:|7 € I} = A.

Skupove A; nazivamo blokovima particije I1.
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Ako je o relacija ekvivalencije na skupu A, tada prema Tvrdenju 2,

familija svih p-klasa jeste jedna particija skupa A.
Tu particiju oznacavamo sa II,, tj.
def
I, = {[zl,|z € A}.

Obratno, ako je data particija Il = {A; |t € I} skupa A, tada mozemo
definisati relaciju o, na A na sledeéi nacin:

def .
(z,y) €Eoy = (i€ 1) z,y € A,

tj. ako x i y pripadaju istom bloku particije 11.
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Relacije ekvivalencije | particije

Tvrdenje 2:
a) Za svaku relaciju ekvivalencije g na skupu A, II, je particija od A.

b) Za svaku particiju II skupa A, g, je relacija ekvivalencije na A.

c) Stavise, vazi i sledece:

Q(Hg) — 0 i H(Qn) = I1.
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Relacije ekvivalencije | particije

Jednakosti iz Tvrdenja 3, pod c), mogu se pojasniti na sledeéi nacin:

cl) Ako za relaciju ekvivalencije g formiramo odgovarajucu particiju I1,,
a potom za tu particiju formiramo odgovarajucu relaciju ekvivalencije
O, onda dobijamo relaciju ekvivalencije od koje smo krenuli.

e——llp——90,, =0

c2) Ako za particiju IT formiramo odgovarajucu relaciju ekvivalencije
Oor1, @ potom za tu relaciju ekvivalencije formiramo odgovarajucu par-
ticiju 11, ), onda dobijamo particiju od koje smo krenuli.

Il —— on —— ll(g,) =11

Matemati Cka logika Relacije - | deo



Relacije ekvivalencije | particije

Zadatak 1.5. Neka je A = {1,2,3,4,5,6,7}.

Odrediti koje od sledecih kolekcija skupova predstavljaju particije skupa A. Za one
koje nisu particije navesti razlog zbog ¢ega to nisu.

(a) {{1,2},0,{3,4,5},{6,7}}
(b) {{1,4},{2,3,7},{5,6}}
(c) {{1,7},13,4,6}}

(d) {{1,5},13,4,5},12,6,7}}
(e) {{1,2,3,4,5,6,7}}

Resenje: Dokazac¢emo da kolekcije (b) i (e) jesu particije skupa A, dok ostale nisu.

Potseticemo se da kolekcija podskupova od A jeste particija tog skupa ako se sastoji
od nepraznih skupova, koji su po parovima disjunktni i unija im je ceo skup A.
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Relacije ekvivalencije | particije

(a) Kolekcija {{1,2},0,{3,4,5},{6,7}} nije particija skupa A jer se ne sastoji od
nepraznih skupova.

(b) Kolekcija {{1,4},{2,3,7},{5,6}} je particija jer se sastoji od nepraznih, medu-
sobno disjunktnih skupova ¢ija je unija jednaka celom skupu A.

(c) Kolekcija {{1,7},{3,4,6}} se sastoji od nepraznih, disjunktnih podskupova od
A, ali unija tih podskupova nije ceo skup A (2 i 5 nisu u toj uniji), pa ni to nije
particija skupa A.

(d) Kolekcija {{1,5},{3,4,5},{2,6,7}} nije particija od A jer skupovi {1,5} i
{3,4,5} iz te kolekcije nisu medusobno disjunktni.

(e) Kolekcija {{1,2,3,4,5,6,7}} je particija skupa A sa samo jednim blokom - celim
tim skupom A. [
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Faktor skup

Particiju koja odgovara relaciji ekvivalencije o na skupu A nazivamo
takode i faktor skupom skupa A u odnosu na p.

Drugim rec¢ima, faktor skup skupa A u odnosu na relaciju ekvivalencije
o je skup svih klasa ekvivalencije skupa A u odnosu na p.

Taj faktor skup oznatavamo sa A/p.

Kao sto se vidi sa slike desno, faktor

skup se zapravo dobija tako Sto se svaka
o-klasa sazme u jedan element.

Matemati Cka logika Relacije - | deo



	Relacije - I deo
	Šta je to relacija?
	Binarne relacije
	Primeri binarnih relacija
	n-arne relacije
	Primeri n-arnih relacija
	Graficko predstavljanje relacija
	Bulove matrice
	Primer Bulove matrice
	Relacije i grafovi
	Primer grafa
	Još jedan primer grafa
	Malo o terminologiji
	Predstavljanje relacija - primeri
	Neke vazne relacije
	Operacije sa relacijama
	Jednakost i inkluzija relacija
	Inverzna relacija
	Primeri operacija sa relacijama
	Kompozicija relacija
	Primer kompozicije relacija
	Isti primer -- drugi nacin
	Asocijativnost kompozicije
	Druga svojstva kompozicije
	Refleksivne relacije
	Simetricne relacije
	Antisimetricne relacije
	Tranzitivne relacije
	Tranzitivno zatvorenje relacije
	Putevi u grafu
	Primeri
	Relacije ekvivalencije
	Primeri relacija ekvivalencije
	Klase ekvivalencije
	Osnovna svojstva klasa
	Primeri klasa
	Razbijanje skupa na klase
	Particije
	Relacije ekvivalencije i particije
	Faktor skup


