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Svojstva tautologija

Tvrdenje 3: Ako su formule A i A = B tautologije, onda je tau-

tologija i formula B.

Dokaz: Neka su A i A = B tautologije.

Pretpostavimo da B nije tautologija. Tada postoji valuacija v takva da
je v(B) = 0, odakle, zbog cinjenice da je A tautologija, dobijamo da
je

v(A= B) =v(A) =>v(B)=1=0=0,

Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je A = B tautologija.

Dakle, zaklju€ujemo da B mora biti tautologija.
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Svojstva tautologija

Tvrdenje 4: Ako je A(pi1,p2,...,Prn) tautologija a B je formula do-

bijena iz A zamenom tih iskaznih slova redom formulama A;, A,

., A,, onda je i B tautologija.
Dokaz: Neka je A tautologija i neka je v proizvoljna valuacija.

Za svaki 7, 1 <t < n, neka je v(A;) = a;. Prema definiciji formule B
imamo da je
v(B) = A(ai, gy ... 0p) = 1,

jer je A tautologija.

Prema tome, dokazali smo da je i B tautologija.
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Svojstva tautologija

Primer: Formula

—A = (A= (BA-B))

je tautologija jer se moze dobiti iz tautologije =p = (p = q) zamenom

promenljivih p i g formulama A i B A =B, tim redom.
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Svojstva tautologija

Tvrdenje 5: Neka su A;, A i B formule takve da je A podformula neke
formule A, i neka je B; formula dobijena iz A; zamenom podformule
A formulom B. Tada je tautologija i formula

(A& B) = (AL & B,y).
Dokaz: Neka je v proizvoljna valuacija.
Ako je v(A) # v(B), tada je v(A < B) = 0, pa je
v((A< B) = (A1 & By)) = 1.

Ukoliko je v(A) = v(B), onda je i v(A;) = v(B1), jer se formule A,
i By razlikuju samo u podformulama A i B. Prema tome,

V(A& B)= (A1 By)=1=1=1.

Ovim smo dokazali da je (A < B) = (A; & B;) tautologija.
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Svojstva tautologija

Prethodno tvrdenje se moze formulisati i kao: Ako su formule A i B

tautoloski ekvivalentne, onda su toi A, i B;.

Da je formula A tautologija, zapisuje se krace sa

— A.

U dokazu da je neka formula tautologija, Cesto se koristi sledece

Tvrdenje 6: Akoje = A< Bi= A,ondajei = B.
Dokaz: Jednostavan je i ostavlja se za vezbu.
Tvrdenje 7: = A A B ako i samo ako je istovremeno — A i = B.
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Svojstva tautologija

Tvrdenje 8:

a) FAsS A;

b) ako je = A < B, onda je = B & A;

c) akoje =mF A< BiEEB<< C,ondaje =A< C.

Napomena. lzrazi koji se ovde i nadalje javljaju i sadrze znak nisu
formule u teoriji iskaza.

Oni pripadaju jeziku kojim govorimo o iskaznim formulama i sluze za

sazeto zapisivanje nekih tvrdenja o njima.
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Kontradikcije. Zadovoljive formule

Iskazna formula je kontradikcija ako nije ta¢na ni u jednoj interpretaciji.

Takva je na pr. formula p A —p.

Ocigledno, ako je A kontradikcija, onda je — A tautologija i obratno.

Za iskaznu formulu se kaze da je zadovoljiva ako postoji interpretacija

u kojoj je tacna.

Zapravo, iskaz " A je zadovoljiva formula” je negacija iskaza " A je

kontradikcija” .
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Hipoteze | posledice

Na osnovu pravila logickog zakljucivanja se obi¢no iz poznatih iskaza -

premisa, izvode zakljudci.

U iskaznoj logici se taj pojam precizno definiSe, na sledeci nacin.

Neka su A;, A5,..., A, 1 B iskazne formule.

Za formulu B kazemo da je semanticka posledica skupa formula
A, Ar ..., A,

ukoliko vazi da kad god su u nekoj valuaciji ta¢ne sve formule iz tog

skupa, onda je u toj valuaciji ta¢na i formula B.
To belezimo krace sa

A, A, ..., A, = B,
lisasA=Bkadajen=1i A4, = A.
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Hipoteze | posledice

Formule A,, A5,..., A, nazivamo hipotezama ili pretpostavkama, t;j.

kaZzemo da je B semanticka posledica skupa hipoteza A, A5, ..., A,,.
U tom nazivu treba istaci prefiks "semanticka”.

On treba da oznadi da, kada se B izvodi kao zaklju€ak iz skupa hipoteza

A, As, ..., A, vodimo racuna o istinitosti tih hipoteza.

Osim ovog pojma, postoji i pojam "sintaksicke posledice” skupa hipoteza
A1, A, .. LA,

U tom slucaju, pri izvodenju formule B kao zakljucka iz skupa hipoteza
A1, Ao, ..., A, neCe nas zanimati istinitost tih hipoteza, ve¢ ¢emo
voditi racuna jedino o tome da li smo prilikom izvodenja koristili dozvo-

ljena pravila izvodenja ili ne.
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Hipoteze | posledice

Primer 1.11 pVg,p=r=qVr

Ovo zaklju¢ujemo iz sledece tablice istinitosti, gde su vrste u kojima su

obe formule p V q i p = r ta€ne oznacene zvezdicom

P gq v pVgq p=>r (pVgA@P=>r) qVr
1 1 1 1 1 1 1 |
1 1 0 1 0 0 1
1 0 1 1 1 1 1 | =
1 0 0 1 0 0 0
01 1 1 1 1 1 |
010 1 1 1 1 | *
0 01 O 1 0 1
0 00 O 1 0 0
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Hipoteze | posledice

Primetimo da su obe formule p vV q i p = r ta¢ne ako i samo ako je

taéna njihova konjunkcija (p V q) A (p = r), pa vazi

pvqg,p=Tr

ako 1 samo ako vazi

(Vg A(P=r)

qVvr

— q V.

To Ce, u opstijem obliku, biti dokazano u jednom od narednih tvrdenja.
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Hipoteze | posledice

Tvrdenje 1.9 A = B ako i samo ako je = A = B.

Dokaz: Pretpostavimo da vazi A = B.

Naka je data proizvoljna valuacija v. Ako je v(A = B) = 0, onda
mora biti v(A) =1iv(B) = 0.

Medutim, to nije moguce, jer iz v(A) = 1 sledi v(B) = 1, s obzirom
da vazi A = B.

Dakle, zaklju¢ujemo da mora biti v(A = B) = 1, za proizvoljnu

valuaciju v, $to znac¢i da je = A = B.
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Hipoteze | posledice

Obratno, neka je

— A = B i v je valuacija takva da je v(A) = 1.

Ukoliko bi bilo v(B) = 0, tada bi bilo i v(A = B) = 0, $to protivreci
pretpostavci da je = A = B.

Prema tome, zaklju¢ujemo da je v(B) = 1, ¢ime smo dokazali da je

A = B.
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Hipoteze | posledice

Opstije od ovog tvrdenja je sledece tvrdenje koje se slicno dokazuje.

Tvrdenje 10: Neka jen > 1. Tada je Ay,...,A,,_1,A,, = B ako i
samo ako A,,...,A,,_1 = A, = B.

Ovo tvrdenje predstavlja nesto sto veoma cesto koristimo u svako-

dnevnoj matematickoj praksi.

Naime, kada iz nekih pretpostavki A;,..., A, _; izvodimo neki zaklju-
¢ak koji ima oblik implikacije, A,, = B, to ¢esto radimo tako $to pre-
misu A,, priklju¢ujemo hipotezama, i iz pretpostavki A;,..., A,,_1, A,

dokazujemo B.
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Hipoteze | posledice

Tvrdenje 11: A,,..., A, = B akoi samo ako A; A---NA,

— B.

Dokaz: Kao sto smo ve¢ napomenuli, sve formule A, ..., A,, su tacne

u nekoj valuaciji ako i samo ako je u toj valuaciji ta¢na formula

Ay N N A,

Imajudi u vidu ovu napomenu i definiciju semanticke posledice, tvrdenje

mozemo smatrati dokazanim.

Matemati Cka logika Iskazna logika - Il deo



Neprotivre can skup formula

Za skup formula {A,,..., A,} kazemo da je neprotivrecan ako postoji

neka valuacija u kojoj su sve te formule tacne.

Sa druge strane, za ovaj skup formula kaZzemo da je protivrecan, ili da
je kontradiktoran, ako ni u jednoj valuaciji sve formule iz tog skupa
ne mogu biti istovremeno taéne, odnosno ako je u svakoj valuaciji bar

jedna od njih netacna.

Umesto skup formula, kaze se i da su same formule protivre¢ne, odnosno

neprotivrecne.
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Neprotivre can skup formula

Tvrdenje 1.12 Ako je neka kontradikcija posledica formula A,,..., A,

onda su te formule protivrecne.

Dokaz: Ako je B kontradikcijai A,,..., A, = B, onda prema Tvrde-
njima 1.9 1.10 imamo da vazi = A; A--- AN A, = B.

Odavde zaklju€¢ujemo da konjunkcija A; A --- A A,, mora biti netacna
u svakoj interpretaciji, jer je takva i formula B, ¢ime smo dobili da

bar jedna od formula A,,..., A,, mora biti neta¢na, pa su te formule

protivrecne.

Naravno, vazi i obratno tvrdenje, s obzirom da se iz protivretnog skupa

hipoteza moze izvesti bilo koja formula, pa time i kontradikcija.
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Neprotivre can skup formula

Zakon svodenja na protivrecnost, tj. tautologija

(p = g A ~q) = —p,
moze se prosiriti na izvodenje zaklju¢aka iz hipoteza.

Naime, ako se iskaz p zameni formulom A A =B, i ako se kontradikcija
g N\ —q oznaci sa C, a negacija konjunkcije se predstavi odgovarajucom

implikacijom, dobija se formula
((AN-B) = C)= (A= B).

Tumacdenje ovog pravila daje naredno tvrdenje, na kome se zasniva

poznati metod indirektnog dokaza, o kome ce viSe reci biti kasnije.
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Neprotivre can skup formula

Tvrdenje 13: Ako se neka kontradikcija mozZe izvesti kao posledica

hipoteza A,,..., A,,, B, onda je B posledica hipoteza A,,..., A,,.

Dokaz: Neka je C neka kontradikcija i neka je

Ay,...,A,, B =C.

Prema Tvrdenju 1.11 imamo da vazi

Ay,..., A, =-B = C.

Neka je sada v proizvoljna valuacija u kojoj su tac¢ne sve formule
Ayy...,A,. Tada je v(-B = C), i kako je v(C) = 0, jer je C
kontradikcija, to mora biti v(—B) = 0, odnosno v(B) = 1.

Prema tome, dokazali smo da vazi A,,..., A, = B.
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Primeri logi Cke argumentacije

Zadatak 1. Neka je data slede¢a argumentacija:

e Ako je znanje stanje uma (poput osecaja bola), onda bih na osnovu

samopromatranja uvek mogao da kazem Sta znam.

e Ako bih na na osnovu samopromatranja uvek mogao da kazem sta

znam, onda nikad ne bih bio u zabludi da znam.
e Ja sam ponekad u zabludi da znam.
e Dakle, znanje nije stanje uma.

Prevesti ove rec€enice u iskazne formule i ustanoviti da li je argumen-

tacija ispravna.
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Primeri logi Cke argumentacije

Resenje: Uvedimo sledece oznake:

P — " Znanje je stanje uma’ .
g — "’'Na osnovu samopromatranja mogu da kaZem $ta znam’' .
 — " Ponekad sam u zabludi da znam”.

Tada se prva premisa P; moze predstaviti formulom p = ¢q, druga

premisa P, formulom g = —7r, tre¢a premisa P; formulom r, a za-
kljucak C formulom —p.

Dokaz ispravnosti ove argumentacije je zapravo dokaz da formula
P1 A\ P2 A\ P3 = C.

jeste tautologija, Sto dokazujemo koristeci njenu istinitosnu tablicu.
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Primeri logi Cke argumentacije

p=>q q=>—r 1r ~p PiNPyN\P;

P q T P, P, P; C P P=C
1 1 1 1 0 1 0 0 1
1 1 0 1 1 0 0 0 1
1 0 1 0 1 1 0 0 1
1 0 O 0 1 0 0 0 1
0O 1 1 1 0 1 1 0 1
0O 1 0 1 1 0 1 0 1
0O 0 1 1 1 1 1 1 1
0O 0 O 1 1 0 1 0 1

Prema trome, P; A P, A P3; = C je tautologija, pa je argumentacija

ispravna.
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Primeri logi Cke argumentacije

Zadatak 2. Prevesti sledec¢a tvrdenja u iskazne formule i odrediti is-

pravnost argumentacije:
Premisa 1: Ako su jedine osobe prisutne u kuéi u vreme ubistva bili
batler i sobarica, tada je batler ubica ili je sobarica ubica.

Premisa 2: Jedine osobe prisutne u kuci u vreme ubistva su bili batler
I sobarica.

Premisa 3: Ako je sobarica ubica, onda je sobarica imala motiv za
ubistvo.

Premisa 4: Saobarica nije imala motiv za ubistvo.

Zakljuc¢ak: Batler je ubica.
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Primeri logi Cke argumentacije

ReSenje: Uvedimo sledece oznake za iskaze:

P: " Jedine osobe prisutne u kuci u vreme ubistva su bili batler i sobarica”,
B: " Batler je ubica”,

S: " Sobarica je ubica”,

M: "Sobarica je imala motiv za ubistvo”.

Tada se gornja argumentacija moze izraziti na sledeci nacin:

Premisal: P= BV S
Premisa 2: P
Premisa3: S= M
Premisa 4: M

Zakljucak: B
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Primeri logi Cke argumentacije

Svodenjem na protivre¢nost dokazacemo da je argumentacija ispravna.

Pretpostavimo da argumentacija nije ispravna, tj. da postoji valuacija

v u kojoj su sve premise tacne, a zaklju€ak nije tacan, t;j.
v(P=BVS) =1, wv(P)=1, v(S = M) =1,
v(—-M) =1, v(B) = 0.

Odavde dobijamo da je

v(P)=1, wv(M) =0, v(B) = 0,
iizv(S= M)=1iv(M) = 0 zaklju¢ujemo da je

v(S) = 0.
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Primeri logi Cke argumentacije

Ako sada iskoristimo sve te vrednosti, dobijamo

v(P=BVS)=1=0Vv0=1=0=0,

Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom
v(P= BVS)=1.

Dakle, zaklju€ujemo da nam je pretpostavka b

argumentacija ispravna.

Matemati Cka logika
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Primeri logi Cke argumentacije

Zadatak 3. Cetiri prijatelja - Arthur, Betty, Charles i Dorothy - su
osumnji¢eni za ubistvo. Pred istraznim sudijom oni su izjavili sledece:
Arthur: Ako je Betty kriva, kriva je i Dorothy.
Betty: Arthur je kriv, a Dorothy nije kriva.
Charles: Ja nisam kriv, ali su Arthur ili Dorothy krivi.
Dorothy: Ako Arthur nije kriv, tada je kriv Charles.
Za X € {A,B,C, D} neka je sa X predstavljen iskaz ” X je nevin”.

(a) Da li su ove cetiri izjave neprotivrecne, odnosno da li je skup formula
dobijen prevodenjem u iskaznu logiku neprotivrecan?

(b) Ako svako govori istinu, ko je kriv?

Opravdati odgovore.
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Primeri logi Cke argumentacije

ReSenje: Gornje izjave prevodimo u formule na sledeci nacin:
Arthur: - B = —D;

Betty: - A N D;

Charles: C A (—AV —D);

Dorothy: A = —=C.

Kada bi gornje formule imale manji broj iskaznih slova, onda bi se ne-
protivrec¢nost tog skupa formula mogla dokazati formiranjem zajednicke
tablice istinitosti za te formule, odakle bi se jasno videlo da li postoji

interpretacija u kojoj su sve cetiri formule tacne.
Medutim, ovde imamo 4 iskazna slova, pa bi ta tablica bila suvise velika.

Zbog toga koristimo drugaciju metodologiju.
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Primeri logi Cke argumentacije

Pretpostavimo da postoji interpretacija v tih formula u kojoj su sve
Cetiri formule tacne, i odredimo vrednosti iskaznih slova A, B, C i D

u toj interpretaciji.
Iz v(—-A A D) =1 dobijamo da je v(A) =0iv(D) = 1.
Dalje, iz v(C A (mA V —D)) = 1 sledi da je v(C) = 1.

Konaéno, iz v(—-B = —D) = 1i v(—D) = 0 sledi da je v(—-B) = 0,
tj. v(B) = 1.

Prema tome, dobili smo da je interpretacija v zadata sa

A B C D
vV =
O 1 1 1
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Primeri logi Cke argumentacije

Ako se sada vratimo unazad, dobicemo da su sve cCetiri formule tacne
u interpretaciji v, $to znaci da je gornji skup formula neprotivrecan, t;j.

da izjave nisu protivrecne.

Takode, ako su sve cCetiri izjave tacne, onda iz napred pokazanog sledi

da se to moze desiti samo u slu€¢aju gornje interpretacije v, $to znaci

da je Arthur kriv, a da su ostali nevini.
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Primeri logi Cke argumentacije

Zadatak 4. Postoji ostrvo na kome Zive dve vrste stanovnika:

vitezovi, koji uvek govore istinu, i

nitkovi, koji uvek lazu.

Svaki stanovnik ostrva pripada tac¢no jednoj od ovih grupa.

Neka su A i B dva stanovnika ostrva.

(a) Ako stanovnik A kaze: " Ja sam nitkov ili je B vitez”, $ta su onda

stanovnici A 1 B?

(b) Ako stanovnik A kaze: " lli sam ja nitkov ili je B vitez”, $ta su onda

stanovnici A 1 B?
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Primeri logi Cke argumentacije

ReSenje: 0Oznacimo iskaz " A je nitkov” sa p, a " B je vitez” sa q.

Tada je iskaz ” A je nitkov ili je B vitez” predstavljen sa p V q, a iskaz

"lli je A nitkov, ili je B vitez” sa p @ q.

(a) Ako je v(p) = 1, to znadi da je A nitkov, t;j.

. : e s , P g pVq
da laze, pa je v(p V q) = 0, 5to nije moguce. T3 ,
Dakle, v(p) = 0, Sto znadi da je A vitez, odnosno 1 e "
da govori istinu, pa je v(p V q) = 1, odakle sledi
da je v(q) = 1. 01 1
0O O 0

Dakle, A i B su vitezovi.
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Primeri logi Cke argumentacije

(b) Ako je v(p) = 1, to znati da je A nitkov, t;j.

da laze, pa je v(p @ q) = 0, odakle sledi da je Pl|a|PBY
v(q) = 1. 11 0
v o . . 1 O 1
Dakle, u ovom sluc¢aju je A nitkov, a B vitez.
0O 1 1
Neka je sada v(p) = 0. Tada je A vitez, odnos- oG 7

no da govori istinu, pa je v(p @ q) = 1, odakle
ponovo sledi da je v(qg) = 1.

Dakle, u ovom sluc¢aju su i A i B su vitezovi.
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