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Predgovor

Ova knjiga je namenjena studentima Odseka za matematiku Prirodno-matema-
tickog fakulteta u Nisu koji slusaju predmet “Diskretna matematika’.

Pod diskretnom matematikom se podrazumevaju oblasti matematike, kao
§to su logika, algebra, kombinatorika, teorija grafova ili odredjeni delovi verovat-
noce; u opstem slucaju, to su sve oblasti matematike ¢iji se predmet proucavanja
ne moze opisati pomocu neprekidnosti funkcija, odnosno pojmova izvoda i inte-
grala. U ovom udzbeniku se koncentrisemo na kombinatoriku i teoriju grafova, s
obzirom da na Prirodno-matematickom fakultetu u NiSu postoje posebni pred-
meti u kojima se izuc¢avaju preostale oblasti.

Kombinatorika razmatra tri vrste problema: probleme egzistencije, probleme
prebrojavanja i probleme konstrukcija raznih objekata. U ovoj knjizi najvise se
koncentriSemo na problem prebrojavanja.

Knjiga od ¢itaoca trazi minimalno prethodno znanje iz logike i algebre, a na
nekoliko mesta i iz linearne algebre. Za svaki slucaj, u uvodnom poglavlju su
date neke osnovne matematicke definicije i tehnike.

U prvom delu knjige bavimo se kombinatorikom, odnosno, na¢inima prebro-
javanja kona¢nih skupova.

U poglavlju “Teorija grafova” iznosimo neke od znacajnih teorema iz teorije
grafova, a pored toga prikazujemo i nacin za povezivanje teorije grafova sa lin-
earnom algebrom, tzv. spektralnu teoriju grafova.

A kako se pomocu grafova mogu matematicki modelirati brojni prakti¢ni
problemi, u poglavlju “Algoritmi” predstavljamo osnovne algoritme koji reSavaju
neke od tih prakti¢nih problema.

Dragan Stevanovic¢ Nis, oktobar 2002.
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Glava 1

Uvod

U ovoj glavi opisujemo osnovne matematicke pojmove koji ¢e nam trebati u
daljem radu. Polazimo od samih osnova, tako da ova glava sadrzi cetiri sekcije
posvecene skupovima, funkcijama, relacijama i matematickoj indukciji.

1.1 Skupovi

Osnovni matematicki objekat je skup. Skup se zapisuje navodjenjem njegovih
elemenata izmedju viticastih zagrada { i }. Skup koji sadrzi brojeve 1, 315 (i ni-
jedan vise) zapisuje se kao {1,3,5}. Ovaj skup se moze zapisati i kao {3,1,5},
ali i kao {1,3,5,3,1}, jer se viSestruko ponavljanje istog elementa ne uzima u
obzir. Tri tacke (...) u{2,4,6,8,...} znace “i tako dalje, po istom obrascu”, tj.
ovaj zapis oznacava skup svih parnih prirodnih brojeva. Odgovarajuéi obrazac
treba da bude o¢igledan. Na primer, {2%,22 23 ...} je lako razumljivo kao skup
svih stepena broja 2, dok je zapis {2,4,8, ...} manje ocigledan.

Skupovi se obi¢no oznacavaju velikim slovom, s tim $to je za najvazniji skup
matematike i covecanstva uopste, skup prirodnih brojeva {1,2,3,...}, rezervi-
sano slovo N. Jos§ jedan vazan skup je skup bez elemenata. Postoji samo jedan
takav skup, oznacava se sa ) i naziva prazan skup. Primetimo da prazan skup
moze da bude element drugog skupa. Na primer, {{)} je skup koji sadrzi prazan
skup kao svoj element, pa nije isto $to i 0!

Cinjenica da skup X sadrzi element z zapisuje se pomoéu simbola € . Zapis
z € X se cita kao “z je element X7, “x pripada X7, “X sadrzi z”, itd. U
sluéaju da element z ne pripada skupu X pisemo z ¢ X.

Slozeniji i interesantniji skupovi obi¢no se dobijaju od poznatih skupova
pomocu nekih pravila ili osobina. Takvi skupovi se zapisuju u sledeéem obliku

A = {z: z ima osobinu P}.
Na primer, skup svih kvadrata prirodnih brojeva moze da se zapise kao

{n € N: postoji k € N tako da je n = k?}.

7
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ili krace kao
{k*:k € N}.

Napomena Pogresno je misliti da svaka osobina P definige skup. Do ovakvog za-
kljucka je dosao Bertrand Russell 1911. godine. Posmatrajmo slede¢u situaciju: vojni
frizer treba da §isa sve vojnike koji se ne §iSaju sami—treba li on, kao jedan od vojnika,
da §isa samog sebe? Do istog “paradoksa” se dolazi i ako definisemo sledeéi skup:

A = {X: X je skup koji ne sadrzi samog sebe}.

Da li skup A sadrzi samog sebe? Ako pretpostavimo da A sadrzi samog sebe, tada
po osobini elemenata skupa A vazi da A ne sadrzi samog sebe. S druge strane, ako
pretpostavimo da A ne sadrzi samog sebe, tada on zadovoljava osobinu elemenata
skupa A, pa mora da pripada samom sebi. U svakom sluc¢aju dolazimo do kontradikcije.
Jedini izlaz je reé¢i da A nije skup! Objekte kao sto je skup A, matematicari obi¢no
zovu familije skupova.

Koristeéi pojam pripadanja skupu, €, mozemo da definiSemo mnoge relacije
izmedju skupova i operacije na skupovima. Na primer, dva skupa X i Y su
jednaka ako imaju iste elemente. U tom sluc¢aju pisemo X =Y. Ako su X,Y
skupovi, zapis X C Y (re¢ima: “X je podskup Y”) znaci da svaki element X
pripada skupu Y. Primetimo da je X =Y akoisamo akoje X CY iY C X.

Ako je X C Y, ali je X # Y, tada Y sadrzi bar jedan element koji ne
pripada X. U tom sluc¢aju se kaze da je X pravi podskup Y ipise X C Y.

Ako X Y iY ¢ X, tada se kaze da su skupovi X i Y neuporedivi. Za
skupove X i Y se kaze da su disjunktni ako nemaju zajednickih elemenata.
Skupovi {1,3,5} i {2,4,6} su disjunktni, dok skupovi {1,3,5} i {2,3,4} nisu
disjunktni. Za niz skupova X, Xo, X3,... se kaze da su uzajamno disjunktni,
ako su svaka dva od njih disjunktna. Prema tome,

{1,2},{3,4},{5,6} su uzajamno disjunktni
{1,2},{3,4},{1,6} nisu uzajamno disjunktni

Skup koji se sastoji od svih moguéih podskupova skupa X naziva se partitivni
skupa skupa X i oznacava sa P(X). Na primer, za X = {a,b, ¢} imamo da je

P(X) = {0,{a},{b},{c} {a,b},{a,c},{b, ¢}, {a, b, c}}.
Primetimo da vazi ) € P(X) i X € P(X). (ali da nije X C P(X)!)

Operacije sa skupovima

Najvaznije i najcesée operacije sa skupovima su unija, presek, razlika, simetriéna

razlikai komplement. Za skupove X 1Y ove operacije se definiSu na sledeé¢i nacin:

Unjja: XUY = {zzeXilizeVY}
Presek: XNY = {zzeXizeY}
Razlika: X\Y = {zizeXiz¢Y}
Simetri¢na razlika: XAY = (X\Y)U (Y \ X)
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Komplement X skupa X sadrzi sve elemente koji ne pripadaju skupu X. Da
bi ova definicija imala smisla (i da X ne bi sadrzao i suvisne elemente kao §to
su ljudi, zivotinje, biljke, ...) svi skupovi sa kojima radimo moraju da budu
podskupovi nekog veéeg skupa, tzv. univerzuma U. Tada je

Komplement: X = {ze€U:z¢ X}.

Zgodno slikovno predstavljanje operacija sa skupovima je pomoéu Venouvih
dijagrama. Pogledajte sliku 1.1. Ako zamislimo skupove X i Y kao unutra-
Snjosti odgovaraju¢ih krugova, tada osencene povrsine na slikama 1.1a,b,c,d,e
redom predstavljaju skupove X UY, X NY, X \Y, XAY i X.

Ovde idu Venovi dijagrami.
Slika 1.1: Operacije sa skupovima
Za ove operacije sa skupovima vaze odredjeni zakoni. Najvazniji od njih su

navedeni u sledeéoj teoremi.

Teorema 1.1.1 Neka su X,Y i Z skupovi. Tada vaZi:

(a) Asocijativnost:

XU(YUZ) = (XUuY)uZ
Xn(¥Ynz = (XnY)nZ
(b) Komutativnost:
XUY = YUX
XNY = YnX
(c) Apsorptivnost:
XN(XUY) = X
Xu(Xny) = X
(d) Distributivnost:
XN(YuZ) = (XNnY)u(XN2Z)
Xulnz (XUY)Nn(XU2)

(e) De Morganovi zakoni:

X\Yuz)=(X\Y)Nn(X\2)
X\ (YNZ)=(X\Y)U(X\2)
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Dokaz Dokazaéemo samo prvi de Morganov zakon. Dokazivanje ostalih za-
kona moze posluziti ¢itaocu za vezbu.

Neka jex € X\ (YUZ). Toznacidaz € X, alidaz ¢ YUZ Iza ¢ YUZ
sledidaax ¢ Y iz ¢ Z Dalje,izaz e Xixz ¢V sledidaze X\Y islicno iz
xe€Xiaxé¢ Zsledidaxe X\ Z, pavazidaz e (X\Y)N(X\ Z). Kako ovo
vazi za svaki element skupa X \ (Y U Z), zakljuéujemo da je

(1.1) X\ (YUZ)C(X\Y)N(X\2).

Neka je sada z € (X \Y)N(X\ Z). Ovoznacidaz € X\Yize X\ Z.
Odavde dobjjamo da jex € X, e ¢ Yia ¢ Z. Izax ¢ Y iz ¢ Z sledi da
x ¢ Y UZ, padobijamo da z € X\ (Y UZ). Ovo takodje vazi za svaki element
skupa (X \Y) N (X \ Z), pa zakljutujemo da je

(1.2) (X\Y)N(X\Z)CX\(YUZ).
Iz (1.1) i (1.2) sledi da je
X\Yu2Z2)=(X\Y)Nn(X\Z). m

Ako su X1, X, ..., X, skupovi, njihova unija X; UX,U...UX,, moze krace
da se zapiSe kao
n
U x..
i=1

Sliéno se presek X; N Xs N...N X, kraée zapisuje kao

Zakoni iz teoreme 1.1.1 vaze i u slucaju kada imamo vise skupova, i koristeci
skraceni zapis, oni glase:

Distributivnost:
Xn (Un) = U&ny)
i=1 i=1
XU(ﬂY,;) = [(Xuy)
i=1 i=1
De Morganovi zakoni:
X\(UE) = N&E\Y)
i=1 i=1
X\ (ﬂﬂ) - Ux\w
=1 =1
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Proizvod skupova

Kao $to veé znamo, {z,y} oznacava skup koji sadrzi elemente x i y. Skup
{z,y} se ponekad naziva i neuredjeni par x i y. Primetimo da je {z,y} isto sto
i{y,z}, kao i da {z,y} ima samo jedan element ako je z = y.

U primenama se ¢esto namece potreba za razlikovanjem elemenata u paru.
Stoga uvedimo notaciju (z,y) za uredjeni par x i y. Pritom vazi:

(z,y) = (2,t) ako i samo ako x = z i y = t.

Napomena Zanimljivo je da uredjeni par moze da se definiS§e pomo¢u neuredjenog
para na sledeé¢i nacin:

(z,y) = {{z}, {z, y}}

Sliéno se definise i uredjena n-torka (x1,x2, ..., x,) koja se sastoji od eleme-
nata xi,2s,...,T,. Pritom vazi:
(1,22, ,Zn) = (Y1,Y2,. -, Yn) ako i samo ako je z; = y; zai =1,2,...,n.

Poslednja operacija koju spominjemo je proizvod X x Y skupova X i Y.
Proizvod skupova X 1Y je skup svih uredjenih parova (z,y), gde x € X i
y € Y, ili preciznije,

X XY ={(z,y)zxeX,yecY}
Na primer, za X = {1,2,3} 1 Y = {a,b} imamo da je

XxY = {(1,&), (1’ b)v (2,a),(2,b),(3,a), (3, b)}a
YxX = {(a’71)’(0172)7(0173)?(b71)7(b72)7(b73)}‘
Primetimo da u opstem slucaju X x Y nije isto sto i Y x X, tj. proizvod
skupova nije komutativan.

Sliéno proizvodu dva skupa, proizvod X; x X5 x ... x X,, skupova Xi,
Xo,...,X,, ili kracée

definise se kao skup svih uredjenih n-torki (z1,s,...,2,) tako da za i =
1,2,...,n vazi x; € X;.
Proizvod skupa X sa samim sobom krace se oznacava stepenom uz X, tj.

XxX=X? XxXxX=X? XxXxXxX=X*

Zadaci
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1.2 Funkcije

Sa funkcijama ili preslikavanjima, kako se drugacije zovu, sreli smo se ve¢ u
srednjoskolskoj matematici. Tada smo naucili da se funkcija definiSe pravilom
preslikavanja koje elementima jednog skupa dodeljuje elemente drugog skupa.
Na primer, jedna moguéa funkcija je fi(n) = 2n — 1, gde je n € N. Isto tako
se moze zadati i funkcija fa(z) = 2z — 1, gde je x € R. Ovakvo predstavljanje
funkcija naglasava samo pravilo preslikavanja. Pri tome se obi¢no kaze kom
skupu pripadaju argumenti funkcije (s tim $to se ponekad koristimo logikom da
n oznacava prirodan broj, dok z oznacava realan broj), medjutim skoro nikad
se ne kaze kom skupu pripadaju vrednosti funkcija. Zbog toga je ovo intuitivno
predstavljanje funkcija.

Matematicka definicija funkcija

Definicija 1.2.1 Pod funkcijom se podrazumeva uredjena trojka (A, B, f), gde
je f C Ax B, pri cemu za svako x € A postoji tacéno jedno y € B tako da
(z,y) € f. Skup A se naziva domen, skup B se naziva kodomen, a f je pravilo
preslikavanja. Cinjenica da funkcija preslikava elemente domena A u elemente
kodomena B pomocu pravila preslikavanja [ se zapisuje pomocu

f:A— B,

a za (xz,y) € f ravnopravno (i cesée) piSemo f(x) = y. Samo pravilo pres-
likavanja f se zadaje formulom ili navodjenjem parova elemenata (xz,y) koji
pripadaju f.

Definicija 1.2.2 Skup f(A) = {f(x) |z € A} se naziva slika funkcije f.

Primer Funkcija f1(n) = 2n — 1 se pravilno zapisuje na sledeéi nag¢in:
leN’_}Nv fl(n)ZQn_la

dok se funkcija fo(x) = 2z — 1 zapisuje pomocéu
fQZRHR, fQ(I)ZQI—l.

Primer Akoje A={1,2,3}, a B={1,3,5}, tada moZemo definisati funkciju

f3 pomocu
f3:A'_}Ba f3(a):2a_17

ili drugacije
f3 ZA'—>B, fgi{(l,l),(2,3),<3,5)}
U poslednjem slu¢aju smo funkciju definisali pomoc¢u navodjenja svih parova
elemenata koji joj pripadaju.
Vrste funkcija

Vazni i najc¢esce koriS¢eni tipovi funkcija u matematici su dati u sledecoj
definiciji.
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Definicija 1.2.3 Funkcija f : A — B naziva se 1-1 ukoliko vaZi
(V1,22 € A) 1 # 22 = f(21) # f(22).

Funkcija f : A— B naziva se na ukoliko vaZi
(VyeB)@red) f@)=y.

Funkcija f : A — B naziva se bijekcija ili obostrano jednoznacno preslikavanje
ako je funkcija istovremeno i 1-1 i na.

Primer Funkcija a : {1,2} — {1,3,5} data pravilom preslikavanja a(z) =
2x — 1 je 1-1, ali nije na, jer se nijedan element domena ne preslikava u ele-
ment 5 iz kodomena. Funkcija b : {1,2,3} — {1,3} data pravilom preslikavanja
b=1{(1,1),(2,3),(3,1)} jeste na, ali nije 1-1, jer se elementi 1 i 3 domena pres-
likavaju u isti element kodomena. Na kraju, funkcija ¢ : {1,2,3} — {1,3,5}
data pravilom preslikavanja c(z) = 2z — 1 jeste i 1-1 i na, pa zaklju¢ujemo da
je to bijekcija.

Funkcija f : A — B se moze slikovno predstaviti tako Sto najpre predstave
domen A i kodomen B funkcije, a onda se usmerenim linijama svaki element
x € A poveze sa vrednoséu f(z) € B. Na sl. 1.2 su predstavljene funkcije a, b i
c iz gornjeg primera.

Slikovno predstavljanje funkcija a, b1 c.

Slika 1.2: Slikovno predstavljanje funkcija

Operacije sa funkcijama

S obzirom da su funkcije u stvari skupovi parova elemenata, sa njima mozemo
da vrsimo sve operacije kao i sa skupovima. Medjutim, pored njih, postoje i
operacije koje su namenjene samo funkcijama.

Definicija 1.2.4 Ako su date funkcije f : A— B ig: B+ C, tada se pod
slaganjem funkcija f i g podrazumeva funkcija go f : A — C data pravilom
preslikavanja

gof(x) =g(f(z)), =eA

Definicija 1.2.5 Ako su dati funkcija f : A — B i podskup A’ C A, tada se
pod redukcijom funkcije f na poddomen A’, u oznaci f|as, podrazumeva funkcija
f'+ A" — B data pravilom preslikavanja

fla(z) = f(z), zeA.

Definicija 1.2.6 Za proizvoljan skup A, funkcija is : A — A data pravilom
preslikavanja
ialz) =2, xz€A

naziva se identicka funkcija na skupu A.
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Definicija 1.2.7 Ako je data funkciju f : Aw— B, tada se za funkciju g : B —
A kaZe da je inverzna funkcija za funkciju f ako vaZzi

g(f(x)) ==, r € A,
flay) =y, yeB,

tj. ako vazi
gof=ia i fog=ip.

Inverzna funkcija za funkciju f se obicno obelezava sa f~1.

Inverzna funkcija ne postoji za svaku funkciju. To mozemo videti i iz sledece
teoreme.

Teorema 1.2.8 Za funkciju f : A — B postoji inverzna funkcija ako i samo
ako je f bijekcija.

Dokaz Pretpostavimo da funkcija f : A — B ima inverznu funkciju f~' : B —
A i dokazimo da je f bijekcija. Funkcija f je 1-1, jer ako je f(z1) = f(a2) = y za
Ty # T2, tada iz definicije inverzne funkcije sledi da je f~1(y) = f~1(f(z1)) = =1
i f71(y) = f~1(f(x2)) = 22, $to je kontradiktorno ¢injenici da je f~! funkcija i
da, prema tome, moze da ima samo jednu vrednost za datu vrednostargumenta.
S druge strane, funkcija f je na, jer za svako y € B vazi f(f~1(y)) = y.
Pretpostavimo sada da je f bijekcija i dokazimo da onda postoji funkcija h
koja je njena inverzna funkcija. Funkciju h éemo definisati na sledeéi nacin:

hC Bx A, (y,z)€ h akoisamo ako je f(x)=y.

Primetimo da smo ovim, u stvari, samo definisali jedan podskup h C B x A, pa
stoga moramo tek da pokazemo da je h zaista funkcija, tj. da za svako y € B
postoji tacno jedno x € A tako da je h(y) = x. Najpre, poSto je funkcija f
na, to za y € B postoji z € A tako da je f(z) = y, pa po definiciji h vazi i
(y,x) € h. Dalje, posto je funkcija f i 1-1, ovakvo z je jedinstveno, pa smo se
zaista uverili da je h funkcija i mozemo slobodno da piSemo

h:Bw— A, h(y)=x ako isamo ako je f(x)=1y.

Sada je jasno da vazi h(f(z)) =z i f(h(y)) =y, pa je h inverzna funkcija za f.
|

Permutacije

Pod permutacijom skupa A se podrazumeva svaka bijekcija f : A — A
skupa A na samog sebe. Skup svih permutacija skupa A obi¢no se obelezava
sa Sym (A). Za skup Sym (A) svih permutacija skupa A vazi sledeca teorema,
koju ¢emo dokazati kasnije. Ona ilustruje algebarsku strukturu skupa Sym (A).

Teorema 1.2.9 Ako je dat skup A, tada za skup Sym (A) vaZe sledeée osobine:
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(i) (zatvorenost)
(Vf,9 € Sym(A))  fog e Sym (A);

(ii) (asocijativnost)
(Vf,9,h € Sym (A))  fo(goh)=(fog)oh;
(iii) (postojanje neutralnog elementa)

(Fia € Sym (A)) (Vo € A) ia(z) = x;

(iv) (postojanje inverznog elementa)

(VfeSym(A) (3f ' eSym(A)) fofl=flof=is W

Zadaci

1.3 Relacije

Relacija, u najkra¢em, predstavlja odnos izmedju elemenata nekih skupova.
Stroga matematicka definicija je sledeca.

Definicija 1.3.1 Ako su dati skupovi Ay, As, ..., Ag, k € N, tada se pod
relacijom duZine k izmedju elemenata skupova Ay, As, ..., Ax podrazumeva
podskup p C A; X Ag X ... X Ap. Ako (x1,22,...,2k) € p, tada kaZemo da su
elementi x1, x2, ..., T u relaciji p. S druge strane, ako je Ay = Ay = ... =
A = A, tada kazemo da je p relacija duZine k na skupu A.

Primer Razmotrimo sledece skupove:

A = { Cira, Dragan, Marko },
B = {logika, algebra, diskretna matematika },
C = { ponedeljak, utorak, sreda, ¢etvrtak, petak }.
Tada
p = A Cira, logika, utorak),

(

(Dragan, algebra, utorak),

(Dragan, diskretna matematika, cetvrtak),
(

Marko, diskretna matematika, petak)}

predstavlja relaciju duzine 3, koja moze da predstavlja obaveze profesora i asis-
tenata u pogledu predmeta i datuma.
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Definicija 1.3.2 Relacija p C A x B duZine 2 se naziva binarna relacija.
Uobicajeno je da se za elemente x € A iy € B koji su u relaciji p umesto
(z,y) € p pise xpy. Skup {a € Alapb za nekob € B} se naziva domen
relacije p, a skup {b € Blapb za neko a € A} se naziva kodomen relacije p.

Napomena Primetimo da je svaka funkcija f : A — B, takodje binarna relacija, jer
je f € Ax B.

Primer Na skupu {1,2,3,4,6} mozemo da definiSemo binarnu relaciju p tako
§to ¢emo da je z py ako je z manje od y i x deli y. Relaciju p tada cine sledeci
parovi elemenata

p=1(1,2),(1,3),(1,4),(1,6),(2,4),(2,6),(3,6)}.

Ova relacija je slikovno predstavljena na sl. 1.3a sliéno nacinu na koji se pred-
stavljaju funkcije, tako $to se usmerenim linijama povezu parovi elemenata koji
su u relaciji.

Nacini predstavljanja relacije p.

Slika 1.3: Nagini predstavljanja relacija

Medjutim, binarna relacija p na kona¢nom skupu A moze se predstaviti jos
na dva nacina:

e tabli¢no - tako Sto se nacrta tablica Cije vrste i kolone predstavljaju ele-
mente A, a zatim se u preseku vrste z i kolone y stavlja 1 ukoliko je z py,
a 0 ukoliko nije z py.

e pomocu orijentisanih grafova - tako $to se svaki element skupa A predstavi
¢vorom, a zatim se ¢vorovi x i y povezu usmerenom linijom od x ka y ako

jexpy.
Ova dva nacina predstavljanja su prikazana na sl. 1.3b i sl. 1.3c.

Kao i funkcije, i relacije se mogu slagati.

Definicija 1.3.3 Neka su date relacije p C Ax B 10 C B x C. Tada se pod
slaganjem relacija p ¢ o podrazumeva relacija po o C A x C odredjena sa

poo={(a,c)|postoji b € B tako da je apb iboc}.

Napomena S obzirom da su funkcije poseban slucaj relacija, i slaganje funkcija je
poseban slucaj slaganja relacija. Medjutim, primetimo veoma bitnu razliku: slaganje
funkcija f : A+ B1ig: B+ C oznatava se sa go f, dok se slaganje relacija p C Ax B
io C B x C oznatava sa p o o. Znaci, kod slaganja funkcija prvu funkciju stavljamo
iza o, dok kod slaganja relacija prvu relaciju stavljamo ispred o.
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Nadalje ¢emo posmatrati samo binarne relacije kod kojih se domen i kodomen
poklapaju i pritom posvetiti paznju vaznim vrstama relacija—relacijama ekvi-
valencije i relacijama poretka.

Relacije ekvivalencija

Definicija 1.3.4 Relacija p na skupu A je:

(i) refleksivna, ako
(Ve e A) zpux;

(ii) simetri¢na, ako
(Vz,y € A) zpy = ypux

(iii) tranzitivna, ako

(Ve,y,z€ A) zpy AN ypz = zpz.

Definicija 1.3.5 Relacija p na skupu A je relacija ekvivalencije ako je refiek-
siwna, simetricna i tranzitiona.

Primer Definisimo relaciju na skupu prirodnih brojeva, tako da su dva prirodna
broja u relaciji ako i samo ako su jednaki. Ova relacija je refleksivna, jer je svaki
broj jednak samom sebi, simetri¢na, jer iz x = y sigurno sledi da je y = z, i
tranzitivna, jer iz x = y i y = z sledi da je x = z. Relacija jednakosti je
svakako najjednostavniji primer relacije ekvivalencije i njena svojstva su sluzila
kao inspiracija za definiciju relacije ekvivalencije.

Primer Relacija p na skupu prirodnih brojeva, tako da su dva prirodna broja
u relaciji p ako je njihova razlika deljiva sa 4 (tj. ako daju isti ostatak pri
deljenju sa 4) je takodje relacije ekvivalencije. Naime, ova relacija je refleksivna,
jer 4|z — x = 0, simetri¢na, jer iz 4|z — y sledi da 4|y — x, i tranzitivna, jer iz
e —yidly—zsledidad|(z—y)+(y—2) =z —z.

Primer Nekasudatiskup A =1{1,2,3,4,5,6,7}1injegovi uzajamno disjunktni
podskupovi By = {1,2,3}, By = {4,5} i B3 = {6,7}. Na skupu A mozemo da

definisemo relaciju p na sledeéi nac¢in:
rpy < xiy pripadaju istom podskupu B;.

Ova relacija je ocigledno refleksivna i simetri¢na, a tranzitivnost sledi iz ¢injenice

da ako je zpy i ypz tada x i z pripadaju istom podskupu kome pripada i vy,

a kako y pripada ta¢no jednom podskupu B;, jer su oni uzajamno disjunktni,

to i « i z pripadaju ovom istom podskupu B;, pa zaklju¢ujemo da je xpz.

Predstavljanje ove relacije pomocu orijentisanih grafova dato je na sl. 1.4.
Poslednji primer ujedno ilustruje i slede¢u definiciju.
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Predstavljanje relacije ekvivalencije pomoc¢u orijentisanih grafova

Slika 1.4: Primer relacije ekvivalencije

Definicija 1.3.6 Neka je p relacija ekvivalencije na skupu A i neka je x € A.
Skup
C.={yeAlzpy}

naziva se klasa ekvivalencije elementa x.

Teorema 1.3.7 Neka je p relacija ekvivalencije na skupu A. Tada vazi:
(i) Vz,ye A) C,=C, VvV C,NC,=0.
(ii) A= caCo-

Dokaz (i) Pretpostavimo da je C; NCy # 0 i neka z € C, NC,. Tada je zpz
iypz, pa kako je relacija p simetri¢na i tranzitivna, dobijamo da je x py. Sada
iz w € Oy sledi da je wpx i zpy, pa iz tranzitivnosti imamo w py, tj. w € C.
Takodje vazi i obrnuto, tj. iz w € Cy, sledi da je wpy i ypz, pa imamo i wpz,
tj. w € Cy. Ovo pokazuje da je sada C, = C,,.

(ii) Kako za svako x € A vazi da je C, C A, to sledi i da je |J, ., Cr C A.
S druge strane, za svako y € A vazi da je y € Cy C |J,c 4 Cs, pa zakljucujemo
daje A=J,cqCo- ]

Iz prethodne teoreme vidimo da su razlicite klase ekvivalencije uzajamno
disjunktne, a da unija svih klasa ekvivalencije daje ceo skup. Podela skupa na
podskupove sa ovakvim svojstvima drugacije se naziva particija skupa, tacnije

Definicija 1.3.8 Neka je A proizvoljan skup i C C P(A). Ukoliko vazi
(VX,YeC) X=Y Vv XNnY=0

A= x,

Xec

tada se C naziva particija skupa A.

Iz teoreme 1.3.7 vidimo da klase ekvivalencije obrazuju particiju skupa.
Medjutim, vazi i obratno: svakoj particiji skupa odgovara relacija ekvivalen-
cije na tom skupu ¢ije su klase ekvivalencije upravo elementi particije.

Teorema 1.3.9 Neka je C particija skupa A. Definigimo relaciju p na skupu A
pomocu,

rpy <& x iy pripadaju istom elementu particije C.

Tada je p relacija ekvivalencije ¢ije su klase ekvivalencije upravo elementi par-
ticije C.



1.3. RELACIJE 19

Dokaz Relacija p je refleksivna i simetri¢na po svojoj definiciji. Neka je sada
xpy iypz. Posto je C particija skupa A, postoji tacno jedan podskup C' € C
tako da y € C (u suprotnom, ako bi postojala dva razli¢ita podskupa koji
sadrze y onda bi oni imali neprazan presek, $to je nemoguée). Sada iz x py sledi
dax e Ciizypzslediidaz e C, tako da zakljutujemo da vazi z pz, jer
pripadaju istom elementu C particije C. Prema tome, p je relacija ekvivalencije.

S druge strane, kao §to smo veé videli, za svako z € A postoji ta¢no jedan
podskup C € C tako da z € C. Klasu ekvivalencije C, elementa = po definiciji
¢ine svi oni elementi y € A koji takodje pripadaju C, odakle vidimo da je
C, = C, tj. klase ekvivalencije su upravo elementi particije C. |

Relacije poretka

Definicija 1.3.10 Relacija p na skupu A je antisimetricna ako vazi
Vz,ye A) xpy AN ypx = x=uy.

Definicija 1.3.11 Relacija p na skupu A je relacija poretka ako je refleksivna,
antisimetricna 1 tranzitivna.

Relacija poretka se takodje naziva i parcijalno uredjenje.

Definicija 1.3.12 Uredjeni par (4, p), gde je p relacija poretka na skupu A,
naziva se parcijalno uredjen skup.

Primer Relacija “manje ili jednako” < na skupu N je relacija poretka, jer je
(VzeN) z<u,
(Ve,yeN) z<y Ay<z = z=y,
(Ve,y,z€ N) z<y ANy<z = z<z
Kao i kod jednakosti, i u ovom sluc¢aju su svojstva relacije < vodila ka definiciji
relacije poretka.
Primer Relacija “deliti” | na skupu N je relacija poretka, jer je
(Ve e N) z|uz,
(Vz,y e N) zly Aylz = z=y,
(Vz,y,z€ N) z|y AN ylz = x|z

Primer Za proizvoljan skup A relacija C na skupu P(A) je relacija poretka,
jer je
(VX e P(4)) X CX,
VX, YeP(4) XCYANYCX = X=Y,
VX, Y, ZeP(A) XCY ANYCZ = XCZ
S obzirom na gornje primere relacija < i C u matematici je postalo uobicajeno

da se relacija poretka oznacava simbolom <. Sada ¢emo definisati nekoliko cesto
sretanih pojmova kod parcijalnih uredjenja.
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Definicija 1.3.13 Neka je (A, =) parcijalno uredjenje i neka je B C A. Za
element a € A se kaZe da je donja granica za B ako je

(Vx e B) a=<u.

Element a € A je najmanji element v B ako je a € B i a je donja granica za B.
Za element a € A se kaZe da je gornja granica za B ako je

(Vze B) z=<a.
Element a € A je najveéi element u B ako je a € B i a je gornja granica za B.

Primetimo da kod parcijalnog uredjenja mogu da postoje elementi koji nisu
uporedivi, pa stoga mogu da postoje i podskupovi koji nemaju najmanji ele-
ment, odnosno najveéi element. Na primer, ako posmatramo relaciju poretka C
na skupu P({1,2,3}), tada skup {{1}, {2}, {3}} nema niti najmanji, niti najveéi
element.

Svojstva relacije poretka < na skupu NN su posluzila kao inspiracija za jos
dve vazne vrste uredjenja.

Definicija 1.3.14 Relacija poretka < na skupu A je linearno uredjenje ako za
svaka dva elementa z,y € A vazix =X yiliy X x.

Definicija 1.3.15 Linearno uredjenje = na skupu A je dobro uredjenje ako
svaki konacan podskup od A ima najmanji element u odnosu na uredjenje <.

Za slikovno predstavljanje relacija poretka na konac¢nom skupu mogu se
iskoristiti tzv. Haseovi dijagrami. Da bismo mogli da opisemo konstrukciju
Haseovog dijagrama potrebna nam je sledeca pomocna definicija.

Definicija 1.3.16 Neka je p relacija poretka na konacnom skupu A i neka je
x € A proizvoljni element skupa A. Za element y € A se kaZe da je neposredni
prethodnik elementa x ako je ypx, y # x i vazi

(Vz€A) ypz A zpx = z=y V z=uza.

Drugim re¢ima, y je neposredni prethodnik od = ako nijedan drugi element
skupa A ne moze da se “smesti” izmedju y i .

Kada je data relacija poretka p na konaénom skupu A, tada za svaki element
skupa A mozemo da odredimo nivo u odnosu na relaciju p. Naime, element x €
A je na nivou 0 ako nema neposrednog prethodnika. U suprotnom, element x je
na nivou k, k > 0, ako ima bar jednog neposrednog prethodnika na nivou k£ — 1,
dok se svi ostali neposredni prethodnici nalaze na nivoima najvise k — 1.

Sada se Haseov dijagram relacije p dobija na sledeéi nac¢in: elementi skupa A
se poredjaju po nivoima pocev od nivoa 0 na dnu, do najvecéeg nivoa na vrhu i
svaki element se spaja linijom sa svim svojim neposrednim prethodnicima. Na
sl. 1.5 su prikazani Haseovi dijagrami za relacije C na skupu P({1,2,3}) i | na
skupu {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
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Haseov dijagram za dve relacije poretka

Slika 1.5: Haseov dijagram relacije poretka

Iz nac¢ina konstrukcije Haseovog dijagrama mozemo da vidimo da su elementi
na istom nivou neuporedivi. Iz ovoga zaklju¢ujemo da kod linearnog uredjenja,
kod koga su svaka dva elementa uporediva, na svakom nivou postoji ta¢no jedan
element. Stoga je Haseov dijagram linearnog uredjenja veoma jednostavan: on
predstavlja niz elemenata skupa poredjanih jedan iznad drugog.

1.4 Matematicka indukcija

Matematicka indukcija je jedan od najéeséih nacina dokazivanja matematickih
tvrdjenja u diskretnoj matematici, ali se ¢esto srece i u drugim granama matem-
atike. S obzirom na njenu toliku rasprostranjenost, vazno je da se sa njom $to
bolje upoznamo.

Neka je S(n) neko tvrdjenje koje zavisi od prirodnog broja n; na primer,
S(n) moze da bude tvrdjenje “zbir prvih n neparnih brojeva jednak je n?”.
Rac¢unajuéi ove zbirove mozemo da proverimo da tvrdjenje vazi za neke male
vrednosti n. Na primer,

1=1%2, 14+3=2% 1434+5=232% 14+3+5+7=42
1+3+5+7+9=5%

Cak i ako tvrdjenje proverimo pomoéu racunara za prvih milion vrednosti n, to
jos uvek nije dokaz. Ko zna, milion i prvi broj i dalje moze da bude kontraprimer.
Ispravnost ovog tvrdjenja dokazujemo pomocu principa matematicke indukcije,
koji se sastoji u sledeéem:

(i) Dokazati da je S(1) tacno;
(ii) Dokazati da vazi “ako je S(n) tacno, tada je i S(n + 1) tacno”; pritom,

dokaz mora da vazi za proizvoljan prirodan broj n.

Dokaz pod (i) se zove baza indukcije, dok se dokaz pod (ii) zove induktivni korak.
U naSem primeru, tvrdjenje S(n) je

1+3+...+2n—1)=n2%
Dokaz ovog tvrdjenja matematickom indukcijom odvija se na sledeéi nacin:
(i) S(1) je tagno, jer je 1 = 12;
(ii) Ako je za neki broj n tvrdjenje S(n) tacno, tada vazi

1+3+...+(2n—1)=n%
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Dodajudi sa obe strane 2n + 1 dobijamo da vazi
1+3+...+2n—1)+2n+1) =n>+2n+1=(n+1)%
sto pokazuje da je i S(n + 1) tacno.

Ovim je dokaz zavrSen. Deluje jednostavno, zar ne? Da vidimo sada zbog
Cega je ovo zaista dokaz da tvrdjenje S(n) vazi za svaki prirodan broj n. U
bazi indukcije najpre dokazujemo da je S(1) taéno. Ako zatim stavimo vrednost
n = 1 uinduktivni korak tada dobijamo da je S(2) takodje tatno. Ako sada novu
vrednost n = 2 stavimo u induktivni korak, tada dobijamo da je S(3) takodje
tacno. Ponavljajuéi ovaj postupak, redom dobijamo da su tacna tvrdjenja S(4),
S(5), S(6), ...i vidimo da na ovaj na¢in mozemo da dokazemo da je tvrdjenje
S(n) tacno za svaki prirodan broj n. Tacnije, induktivni korak nam daje sledeéi
beskonacan niz implikacija:

S(1)=52)=5B)=54)=5056)=S56)=...=Sn)=...

dok baza indukcije sluzi da zapo¢nemo kretanje po ovom nizu tako sto dokazuje
ta¢nost prvog tvrdjenja u njemu.

Primer Dokazati da za svaki prirodan brojn vazi 1 +2+...+n = w

Dokaz Najpre dokazujemo bazu indukcije. Za n = 1 tvrdjenje se svodi na

1= w, §to je tac¢no. Zatim prelazimo na dokaz induktivnog koraka. Stoga

pretpostavimo da je tvrdjenje

n(n+1)
2

ta¢no za neki prirodan broj n. Dodajuéi n + 1 na obe strane dobijamo da vazi

142+...+n=

nn+1 n n+1)(n+2
1+2+.. . +n+(n+1) = %—i—(n—kl) = (n+1) (5 + 1) = %
Sto dokazuje da je tvrdjenje ta¢no i za broj n + 1. Po principu matematicke
indukcije, dokaz je zavrsen. |

Primer Dokazati da je za svaki prirodan broj n vrednost izraza 5" —4n — 1
deljiva sa 16.

Dokaz Zan =1 imamo da je 5' —4-1—1 = 0, pa je svakako deljivo sa 16.
Ako sada pretpostavimo da je tvrdjenje tacno za neki prirodan broj n, tada je
5" —4n — 1 deljivo sa 16. Sta se desava sa ovim izrazom za n + 1?7 Imamo da je

5" —4(n+1) —1=5(5") —4n -5 =
= 506" —4n—-1)+20n+5—4n —5=5(5" —4n — 1) + 16n.
Sada vidimo da je broj 5"t — 4(n + 1) — 1 zbir dva broja, od kojih je svaki

deljiv sa 16, pa je i on sam deljiv sa 16. Znaci, tvrdjenje je tacno i za broj n+1,
pa je po principu matematicke indukcije dokaz zavrsen. [ ]
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Pri radu sa matematickom indukcijom treba paziti da baza indukcije obezbedi
vaznost prvog tvrdjenja u beskona¢nom nizu implikacija koji se dobija ponav-
ljanjem induktivnog koraka. Mozete li naéi gresku u slede¢em primeru?

Primer Neka suly, lo, ..., l,, n > 2, razli¢ite prave u ravni, tako da nikoje
dve nisu paralelne. Dokazati da se sve prave seku u istoj tacki.

Lazni dokaz Za n = 2 tvrdjenje je tacno, jer se svake dve neparalelne prave
seku. Pretpostavimo zato da tvrdjenje vazi za neki prirodan broj n i posmatra-
jmo tvrdjenje za n+1. Ako su date prave ly, la,. .., I, 41, tada po indukcijskoj
pretpostavci sve prave osim poslednje (tj. prave Iy, la, ..., l,—1, l;) imaju za-
jednicku tacku; oznacimo je sa A. Takodje, sve prave osim pretposlednje (tj.
prave Iy, la, ..., lp—1, lp4+1) imaju zajednicku tacku; oznacimo je sa B. Prava
l1 se nalazi u obe grupe, pa sadrzi obe tacke A i B. Sli¢no se i prava [,,_1 nalazi
u obe grupe pa i ona sadrzi obe tactke A i B. Kako se 1 i l,,_1 seku samo u
jednoj tacki, to mora da bude A = B. Prema tome, sve prave ly, ls, ..., I,
lp+1 imaju zajednicku tacku A. |

Resenje Iako uprethodnom “dokazu” sve izgleda u redu, tvrdjenje je ocigledno
netacno. U ¢emu je onda problem? Oznacimo tvrdjenje sa S(n). Ocigledno je
da je S(2) ta¢no, pa je baza indukcije u redu. Induktivni korak na prvi pogled
deluje ta¢no. Ali kada ga malo bolje pogledamo, vidimo da je moguce zakljuciti
da se tacke A i B poklapaju samo ako su prave l; i l,,_1 razli¢ite, tj. ako je
n # 2. To znadi da induktivni korak generiSe niz implikacija

SB)=54)=505B)=506)=...=S5n)=...

ali baza indukcije ne dokazuje prvo tvrdjenje iz ovog niza, tako da dokaz induk-
cijom nije korektan.

Kada bi mogli da dokazemo da je S(3) tacno, tada bi tvrdjenje vazilo za sve
prirodne brojeve. Medjutim, jasno je da tri razli¢ite prave u ravni ne moraju
da se seku u jednoj tacki, pa ni S(3) ne moze da bude tacno. [ |

U nekim slu¢ajevima za dokaz tacnosti tvrdjenja S(n—+1) u induktivnom ko-
raku jednostavnije je zameniti pretpostavku da je S(n) tacno tvrdjenje pomocéu
jace pretpostavke da su sva prethodna tvrdjenja S(1), S(2), ..., S(n) taéna.
Ovakav modifikovani princip se naziva jaka indukcija, a koristi se na sledeéi
nacin:

(i) Dokazati da je S(1) tacno tvrdjenje;
(ii) Dokazati da vazi “ako su sva tvrdjenja S(1), S(2), ..., S(n) tacna, tada

jeiS(n+1) tacno tvrdjenje”.

Lako je videti da i ovaj princip garantuje tacnost tvrdjenja S(n) za svaki
prirodan broj n. StaviSe, postoji jos mnogo drugih varijanti indukcije koje se
sve sastoje iz baze indukcije i induktivnog koraka. Njihova glavna odlika je da
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induktivni korak generise beskonacan niz implikacija koje sluze da se “dodje” do
tvrdjenja S(n) za proizvoljan prirodni broj n, a baza indukecije sluzi da pokaze
tac¢nost uslova u prvoj implikaciji takvog beskonacnog niza.

Primer Definisimo Fibonacijeve brojeve Fy, Fy, F3, ...tako da je F; = 11
Fy =1, dok je svaki sledeéi ¢lan niza jednak zbiru dva prethodna ¢lana, tj.

Fo,=F, 1+ F, 2, n2>3

Prema tome, prvih nekoliko Fibonacijevih brojeva je 1,1,2,3,5,8,13,21,34,...
Dokazati da vazi nejednakost

P < (1”5) -

2

Dokaz Oznacimo broj (1 + v/5)/2 sa ¢, a tvrdjenje “F,, < ¢"~'” pomocu
S(n). U ovom slucaju, baza indukcije ée se sastojati od dokaza dva posebna
tvrdjenja S(1) i S(2), dok ¢e induktivni korak imati oblik “ako su tvrdjenja
S(n —1) 1 S(n) tatna, tada je tacno i tvrdjenje S(n + 1)”. Razlog za ovakvu
varijantu matematicke indukcije je nacin definisanja Fibonacijevih brojeva i
jedno interesantno svojstvo broja ¢.

Akojen =1, tadaje F; =1 = ¢° = ¢"~1, pa je tvrdjenje S(1) tacno. Ako
jen =2 tadaje Fs =1 < 1,6 < ¢' = phi"~!, pa je i tvrdjenje S(2) tacno.

Pretpostavimo sada da su za neki prirodan broj n taéna tvrdjenja S(n — 1)
i S(n). Tada je F,_1 < ¢" 21 F, <¢" 1 paje

Fopr=Fy+Fo1 <" '+ ¢p0=0""2(¢+1).

Vazno svojstvo broja ¢, zbog koga smo i izabrali ovakvu varijantu indukcije, je
da vazi

¢*=0+1.

Sada je Fi,41 < ¢" (¢ + 1) = ¢™, pa je i tvrdjenje S(n + 1) taéno. Ovim smo
zavrsili dokaz induktivnog koraka i samim tim dokazali da tvrdjenje S(n) vazi
za sve prirodne brojeve n. |

Napomena Princip matematicke indukcije je ekvivalentan ¢injenici da je skup prirod-
nih brojeva dobro uredjen. Ova ekvivalencija se stoga moze iskoristiti za nesto drugacije
dokazivanje tvrdjenja koja vaze za prirodne brojeve.

Pretpostavimo da imamo tvrdjenje S(n) za koje vazi da su tacna tvrdjenja S(1) i
tvrdjenje “ako je S(n) taéno, tada je i S(n + 1) tatno”. Drugaciji na¢in da se dokaze
da u tom slucaju S(n) vazi za sve prirodne brojeve n je sledeéi:

Pretpostavimo da postoji n tako da tvrdjenje S(n) nije ta¢no i neka X
oznacava skup svih prirodnih brojeva n za koje tvrdjenje S(n) nije tacno.
Kako je skup prirodnih brojeva dobro uredjen, to znaci da ako je skup
X neprazan, tada on ima najmanji element no. Kako je S(1) tacno,
imamo da je ng > 1. Posto je no najmanji element skupa X, to je ng —
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1 ¢ X i tvrdjenje S(no — 1) je taéno. Sada iz induktivnog koraka za
n =no — 1 dobijamo da je tvrdjenje S(no) tacno, tj. da je no ¢ X, Sto je
kontradikcija. Ova kontradikcija pokazuje da je skup X prazan, tj. da je
tvrdjenje S(n) tacno za sve prirodne brojeve n.

Nagin dokazivanja gde pocinjemo re¢enicom “Neka je mo najmanji broj koji ne
zadovoljava tvrdjenje koje zelimo da dokazemo” i zavrsavamo kontradikcijom ponekad
zamenjuje matematicku indukciju. Oba nacina u sustini rade isto, a stvar je okolnosti
ili licnog ukusa koji ¢e se nacin koristiti.

Zadaci
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Glava 2

Kombinatorika

Glavna tema u ovom poglavlju je razvijanje efikasnih metoda za prebrojavanje
konaé¢nog skupa X. Kada se X pojavi u slozenom problemu, njegovi elementi
obi¢no imaju strukturu koju je lako opisati matematickim jezikom, ali su za
njihovo prebrojavanje potrebni mnogo delotvorniji metodi od pukog nabrajanja
svih elemenata.

U ovom poglavlju po¢injemo da razvijamo takve metode. Prvi odeljak se
bavi definicijom i osnovnim principima prebrojavanja, na koje smo se svi toliko
navikli da retko obrac¢amo paznju na njih. Zbog toga ¢e prvih par teorema
iz ovog odeljka mozda biti “dosadne”, ali su neophodne za strogo zasnivanje
kombinatorike. Posle prvog odeljka stvari postaju mnogo “zanimljivije”. U
drugom i treéem odeljku posmatramo uredjene i neuredjene izbore elemanata
skupa. U ¢etvrtom odeljku izu¢avamo identitete sa binomnim koeficijentima, a u
poslednjem odeljku se bavimo jo$ jednim principom prebrojavanja—principom
ukljucenja i iskljucenja.

Prica o prebrojavanju se nastavlja u slede¢em poglavlju, gde ¢emo proucavati
metod funkcije generatrise, koji ¢e predstavljati naSe najjace orudje medju
metodima prebrojavanja.

2.1 Principi prebrojavanja
Matematicka definicija prebrojavanja

Sta mislimo kada kazemo da skup ima n elemenata? Podsetimo se, najpre,
kako prebrojavamo jednostavne skupove. To radimo tako $to redom pokazujemo
na elemente skupa i izgovaramo re¢i “jedan, dva, tri, ...”. Kada svaki element
dobije svoj broj, stajemo i poslednji izgovoreni broj predstavlja broj elemenata
u skupu.

27
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Da bismo ovu kaZi-i-pokazi tehniku preveli na jezik matematike, moramo da,
za svaki prirodan broj n, definiSemo skup

N, ={1,2,3,...,n}.

Kazi-i-pokazi tehnika svakom elementu skupa N,, pridruzuje element skupa X
koga prebrojavamo; drugim re¢ima, ona odredjuje funkciju f iz N, u X (sl. 2.1).
Jasno je da je funkcija f bijekcija, jer ukoliko nismo pogresili pri brojanju, svaki
element X dobija ta¢no jedan broj. Znaci, ako je X skup i n prirodan broj i
postoji bijekcija iz V,, u X, tada kazemo da X ima n elemenata.

Slika 2.1: Prebrojavanje studenata

Primetimo odmah da nasa definicija prebrojavanja ne isklju¢uje moguénost
da skup moze istovremeno imati i m elemenata i n elemenata za m # n. U
sustini, svi smo ve¢ iskusili situaciju kada smo brojali neki dosta veliki skup,
recimo broj automobila na parkingu, i stalno dobijali razli¢ite odgovore. Sledec¢a
teorema je glavni korak u dokazu da je ovo moguce samo zbog greske u brojanju,
i da je broj elemenata skupa jedinstven.

Teorema 2.1.1 Ako sum in prirodni brojevi tako da je m < n, tada ne postoji
injekcija iz Ny u Ny .

Dokaz Neka S oznacava skup prirodnih brojeva n za koje postoji injekcija iz
N, u N, za neko m < n. Ako S nije prazan skup, onda postoji njegov najmanji
element k, a posto je k u S, tada postoji injekcija i iz Ni u N; za neko [ < k.
Ne moze da bude I = 1, posto svaka funkcija iz N u N1 moze da uzme jedino
vrednost 1 i stoga ne moze da bude injekcija definisana na Ny za k > 1. Prema
tome [ — 1 je prirodan broj i situacija moze da se prikaze kao na sl. 2.2.

Slika 2.2: Pretpostavljena injekcija i: Ny, — ;.

Ako nijedna od vrednostii(1), i(2), ..., i(k—1) nije jednaka [, tada restrikcija
i na skup Ng_; daje injekciju iz Ny—1 u Nyj_1. S druge strane, ako je i(b) = [ za
neko b za koje je 1 < b < k — 1, tada mora biti i(k) = ¢ < I, posto je i injekcija.
U ovom slucaju mozemo da konstruisemo injekciju ¢* iz Np_1 u N;_1 kao Sto je
prikazano na sl. 2.3, tj.

i*(b)=¢, i*(r)=1i(r) (r#Dd).

U svakom slucaju, postojanje injekcije iz Nx_1 u N;—;1 je u kontradikciji
sa izborom k kao najmanjeg elementa u S. Prema tome, S je prazan skup i
tvrdjenje je dokazano. [ |
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Slika 2.3: Konstrukcija injekcije i* kada je ¢(b) = 1.

Pretpostavimo da postoji skup X koji ima n elemenata, a takodje i m ele-
menata za neko m < n. Zaklju¢ujemo da postoje bijekcije

B:Np— X, 7:Np— X,
pasui~y~!iy~!3 takodje bijekcije. Posebno, y~!4 je injekcija iz N,, u N,,, $to
je suprotno teoremi 2.1.1. Prema tome, tvrdjenje “X ima n elemenata” moze
da vazi za najvise jedan prirodan broj n.

Princip jednakosti

Kada X ima n elemenata piSemo |X| = n i kazemo da je kardinalnost (ili
velic¢ina) skupa X jednaka n. Za prazan skup posebno usvajamo da je

0] = 0.
Kada je | X| = n, Cesto je pogodno pisati
X = {x17x27 cee 7xn}7

§to je samo drugi nacin da se kaze da postoji bijekcija G iz N,, u X tako da je
0()=z; (1 <i<n).

Skup X je konacan ako je prazan ili je | X| = n za neki prirodan broj n. Skup
je beskonacan ako nije konacan. Takav je, na primer, skup svih prirodnih bro-
jeva N. Sada dolazimo do prvog principa prebrojavanja—principa jednakosti.

Teorema 2.1.2 (Princip jednakosti) Ako izmedju dva konacna skupa A i B
postoji bijekcija, tada je |A| = |B].

Dokaz Zbog postojanja bijekcije izmedju A i B, iz A = () sledi da je B = (), a
takodje iz B = ) sledi da je A = (), pa u svakom slucaju vazi |A| = |B| = 0.

U suprotnom, neka je |A| = n, |B| = m za neke prirodne brojeve n i m i
neka su o N,, — A, 3: N,, — B i v: A — B bijekcije. Tada je S~ va bijekcija
iz N,, u N,,,. Ako je m < n, tada je S~ ya ujedno i injekcija iz N,, u N,,, §to
je u kontradikciji sa teoremom 2.1.1. Ako je m > n, tada je o~ !y~ ! injekcija
iz N, u N, §to je opet u kontradikciji sa teoremom 2.1.1. Prema tome, mora
da vazi m = n. |

Princip zbira

Sledeéi princip je takodje veoma jednostavan i koriséen je pri prebrojavanju
jos od pradavnih vremena.
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Teorema 2.1.3 (Princip zbira) Ako su A i B neprazni i disjunkini konacni
skupovi (tj. AN B =0), tada je

|AU B| = |A| +|B].

Dokaz Posto su A i B neprazni i kona¢ni skupovi, mozemo da ih zapisemo u
standardnom obliku:

A:{al,ag,...,ar}, B:{bl,bg,...,bs}.

Posto su A i B disjunktni, unija A U B moze da se zapiSe u slicnom obliku:

AUB = {613623-'-7c’l‘7c’r‘+lvc’r+2;"'acr+s}7
gde je
ci=a; (1<i<r) i c¢pi=b (1<i<s).
Prema tome, |[AUB| =1+ s =|A| +|B]. [ ]

Jasno je da princip zbira i dalje vazi ako je jedan od skupova A i B prazan
(ili ¢ak i oba). Ovaj princip se na ocigledan na¢in moze proSiriti na uniju
proizvoljnog broja disjunktnih kona¢nih skupova Ai, Ao, ..., A,:

[AyUAs U UA,| = |A1| + |A2| + ... + |4,

Dokaz ove ¢injenice je laka vezba za koriS¢enje matematicke indukcije.

Princip proizvoda

Cesto smo u situaciji da brojimo stvari koje se lakse predstavljaju kao parovi
objekata, nego kao pojedinac¢ni objekti. Pretpostavimo, na primer, da je stu-
dentska sluzba na Odseku za matematiku sredjivala prijave studenata za okto-
barski ispitni rok. Pritom su dosli do situacije kao u tabeli 2.1.

Algebra Diskretna mat. --- Mat. analiza
Ana v v
Branko v v
Ceca v v
Zlatko v v v

Tabela 2.1: Ispiti prijavljeni u oktobarskom roku.

U tabeli, svaka vrsta odgovara jednom studentu, svaka kolona jednom pred-
metu, a ako je student x prijavio ispit y tada je na odgovarajucoj poziciji (x,y)
u tabeli postavljen znak v'. Ukupan broj ovih znakova je ujedno i broj ispitnih
prijava. Drugim re¢ima, problem je prebrojati skup S parova (x,y) tako da je
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student z prijavio ispit y. U opsStem obliku, ako su X i Y dati skupovi, problem
je prebrojati podskup S skupa X x Y.

Jasno je da postoje dva nacina prebrojavanja ispitnih prijava iz tabele 2.1. S
jedne strane, mozemo da prebrojavamo predmete koje je prijavio svaki student
ponaosob i saberemo rezultate, dok s druge strane, mozemo da prebrojavamo
studente koji su prijavili svaki predmet ponaosob i saberemo rezultate. Naravno,
za ocekivati je da ¢e oba nacina dati isti broj.

Ova razmatranja mozemo da preciziramo na sledeé¢i nacin. Pretpostavimo
da je podskup S skupa X x Y (gde su X i Y konacni skupovi) dat pomocéu
znakova v'u opstem obliku tabele 2.2 iz studentske sluzbe.

. Y Zbir u vrsti
v v
v v .
x v v v r2(S)
v v .
Zbir u koloni - - ¢, (5) --- |S]

Tabela 2.2: Ispiti prijavljeni u oktobarskom roku.

Prvi nac¢in prebrojavanja je da izbrojimo koliko se puta znak v'pojavljuje u
vrsti 2 1 dobijemo vrednost 7,(5), za svako x u X (tj. r4(S) = [SN{(z,y):y €
Y'}|). Ukupan zbir se dobija sabiranjem svih zbirova po vrstama:

S| =" ra(S).
reX

Drugi nagin je da izbrojimo koliko se puta znak v'pojavljuje u koloni y i dobijemo
vrednost ¢, (S), za svako y u Y (tj. ¢,(S) = [SN{(z,y):z € X}|). U ovom
slucaju ukupan zbir se dobija sabiranjem svih zbirova po kolonama:

1SI=")" ¢y (9).

yeY

Cinjenica da imamo dva razlicita izraza za |S| esto se koristi u praksi za
proveru rezultata rac¢unanja. Ona takodje ima veliku vaznost i u teoriji, zato
§to ponekad mozemo da dobijemo veoma neocekivane rezultate izjednacavanjem
dva izraza od kojih svaki prebrojava isti skup samo na drugaciji na¢in. Ovim
dolazimo i do sledeceg principa prebrojavanja.

Teorema 2.1.4 Neka su X i Y konacni neprazni skupovi, i neka je S podskup
X xY. Tada vazi:

(i) Broj elemenata skupa S je dat sa

5] =D ra(S) =D e(S),

zeX yey



32 GLAVA 2. KOMBINATORIKA

gde sury(S) icy(S) zbirovi po vrstama i kolonama kako su ranije navedeni.
(i1) Ako je r,(S) =r za svako x i c,(S) = ¢ za svako y, tada je

r| X| = |Y].

(iii) (Princip proizvoda) Broj elemenata skupa X x Y jednak je

X x Y| = |X] Y.

Dokaz (i) “Skup znakova v'u vrsti ” moze se formalno definisati kao skup
parova iz S ¢ija je prva koordinata jednaka x, tako da je r,(S) kardinalnost
ovog skupa. Posto su ovi skupovi disjunktni, iz principa sabiranja sledi da je
|S] jednako zbiru brojeva r,(S). Sliéno se dokazuje i rezultat za c,(.5).
(ii) Ako je r4(S) = r za sve x € S, tada u prvom izrazu za |S| ima |X|
sabiraka jednakih r, pa je
|S| = r|X].

Slicno je |S| = c|Y] i rezultat sledi.
(iii) U ovom slu¢aju je S = X X Y, pa je r(S) = |Y| za svako z iz X. Iz
dela (ii) sada sledi da je | X x Y| =|X]|-|Y]. ]

Primer Pretpostavimo da je Odsek za matematiku odluc¢io da svaki student
mora da prijavi tri ispita u oktobarskom roku. Posto su ispiti odrzani, asistenti
su prijavili da su brojevi studenata koji su izasli na ispite jednaki 32, 28, 14, 10,
9, 5. Sta zakljuéujemo iz ovoga?

Resenje Neka je n ukupan broj studenata. Posto se pretpostavlja da je svaki
student izasao na tri ispita, po metodu “zbira po vrstama” ukupan broj stude-
nata koji su izasli na ispite je 3n. S druge strane, asistenti su prijavili “zbirove
po kolonama”, pa treba da vazi

3n=32+284+14+104+9+5=98.

Medjutim, ovo je nemoguce, jer 98 nije deljivo sa 3. Kako odbacujemo mogué-
nost da su asistenti dali pogresne brojeve, jedini zakljucak je da neki studenti
nisu iza8li na prijavljene ispite. Ali to ionako vise nikoga ne zac¢udjuje! |

Dirihleov princip

Teorema 2.1.1, koju smo dokazali da bi opravdali definiciju kardinalnosti,
moze da se upotrebi na jos nekoliko na¢ina. Pretpostavimo da imamo skup X,
¢ije ¢emo elemente zvati “loptice”, i skup Y, ¢ije ¢emo elemente zvati “kutije”.
Distribucija loptica u kutije je jednostavno funkcija f iz X u Y: ako loptica z
ide u kutiju y, tada je f(z) = y. Za primer, distribucija na sl. 2.4 odgovara
funkciji prikazanoj na desnoj strani.

U ovom modelu, funkcija je surjekcija ako se u svakoj kutiji nalazi bar jedna
loptica, a injekcija je ako se u svakoj kutiji nalazi najvise jedna loptica. Sada
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Slika 2.4: Distribucija i odgovarajuéa funkcija.

je jasno da ako ima viSe loptica nego kutija tada se u nekoj kutiji moraju naci
bar dve loptice; drugim rec¢ima funkcija ne moze da bude injekcija. Formalno,
ovo je posledica teoreme 2.1.1. Pretpostavimo da je | X| =m i |Y| = n, gde je
m > n; tada injekcija iz X u Y daje injekciju iz N, u N, §to je u suprotnosti
sa teoremom. Ovo zapazanje je poznato kao Dirihleov princip:

ako je m loptica smesSteno u n kutija i m > n,
tada se bar u jednoj kutiji nalaze bar dve loptice.

Ima mnogo oc¢iglednih primena Dirihleovog principa, kao $to su:

(i) U svakom skupu od 13 ili vise osoba, postoje bar dve koje su rodjene istog
meseca.

(ii) U svakom skupu od 367 ili viSe osoba, postoje bar dve koje su rodjene
istog dana.

(iii) U svakom skupu od milion osoba, postoje bar dve koje imaju isti broj
dlaka na glavi.

Naravno, postoje i neSto umesnije primene.

Primer Dokazati da ako je X skup osoba, tada postoje dve osobe u X koje
imaju isti broj prijatelja u X. (Pretpostavlja se da ako je z prijatelj y, tada je
i y prijatelj x.)

Resenje Posmatrajmo funkciju f definisanu na X tako da je za svaku osobu x
iz X,
f(x) = broj prijatelja z u X.

Ako je |X| = m, moguée vrednosti f(z) su 0,1,...,m — 1, poSto prijatelj x
moze da bude svaka osoba iz X izuzev z. Prema tome, f je funkcija iz X u
Y ={0,1,...,m—1}.

U ovom trenutku ne mozemo odmah da primenimo Dirihleov princip, posto
skupovi X i Y imaju isti broj elemenata. Medjutim, ako postoji osoba z*
koja ima m — 1 prijatelja, onda je svaka osoba prijatelj x*, pa prema tome
ne postoji osoba koja nema prijatelja. Drugim re¢ima, brojevi m — 1 i 0 ne
mogu istovremeno biti vrednosti funkcije f. To znaéi da je f funkcija iz skupa
veli¢ine m na skup veli¢ine m — 1 (ili manje), pa nam Dirihleov princip kaze da
postoje dve osobe z1 i 2, za koje je f(z1) = f(z2), kao sto se i tvrdilo. |

Primenom principa zbira dobija se nesto opstiji oblik Dirihleovog principa.

Pretpostavimo da je odredjeni broj loptica smesten u n kutija i neka A; oznacava
skup loptica u kutiji 7 (1 < ¢ < n). Posto su skupovi A; disjunktni, ukupan
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broj loptica je |Ai| + |Az2| + ... + |A4,]|, 1 ako se u svakoj kutiji nalazi najvise
r loptica, ukupan broj loptica je najvise

r+r4+...+r=mnr
Drugim re¢ima:

ako je m loptica smesteno u n kutija i m > nr,
tada se bar u jednoj kutiji nalazi bar r + 1 loptica.

Primer Dokazati da u svakom skupu od Sest osoba postoje tri osobe tako da
se one uzajamno poznaju ili se uzajamno ne poznaju.

Resenje Neka je a proizvoljna osoba iz ovog skupa i smestimo preostalih pet
osoba u dve kutije: kutija 1 sadrzi osobe koje poznaju a, a kutija 2 sadrzi osobe
koje ne poznaju a. Posto je 5 > 2 -2, jedna od ovih kutija sadrzi bar tri osobe.

Pretpostavimo da kutija 1 sadrzi osobe b, ¢ i d (a mozda i joS neke). Ako
se bilo koje dve od osoba b, ¢ i d poznaju, recimo b i ¢, tada je {a,b,c} skup
od tri osobe koje se uzajamno poznaju. U suprotnom, nikoje dve osobe iz
skupa {b, ¢, d} se ne poznaju, pa taj skup takodje zadovoljava uslove tvrdjenja.

U slu¢aju da kutija 2 sadrzi tri ili viSe osoba, slicnim razmatranjem se dolazi
do istog zakljucka. |

Primer Ovde treba staviti neki zes¢i primer upotrebe Dirihleovog principa.
Tako nesto bi trebalo da se nadje u knjizi “Proofs from THE BOOK”. |

Zadaci

1. Predavanju iz Diskretne matematike prisustvuje 26 studenata. Svaki mladié poz-
naje ta¢no 8 devojaka na predavanju, a svaka devojka poznaje tacno 5 mladica.
Koliko devojaka ima na predavanju?

2. Dato je nekoliko razli¢itih podskupova skupa {1,2,...,8}, tako da svaki od
njih ima Cetiri elementa i da se svaki element skupa {1,2,...,8} nalazi u tacno
tri od datih podskupova. Koliko ima podskupova? Nadjite bar jednu familiju
podskupova sa takvim osobinama.

3. Da li je mogucée naéi familiju podskupova skupa {1,2,...,8} tako da svaki od
njih ima ta¢no tri elementa i da se svaki element skupa {1,2,...,8} nalazi u
tacno pet podskupova?

4. Slepi ¢ovek ima hrpu od 10 sivih i 10 crnih ¢arapa. Koliko ¢arapa treba da
izabere da bi bio siguran da ima par iste boje? Koliko njih treba da izabere da
bi bio siguran da ima par sive boje?

5. U kvadratu stranice 2 dato je 5 tacaka.
a) Dokazati da postoje dve tacke tako da je njihovo rastojanje najvise v/2.

b) Koliko tacaka mora da bude izabrano tako da postoji bar jedan par tacaka

na rastojanju najvise % zan € N7
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6. U kvadratu stranice 1 data je 101 tacka, pri ¢emu nikoje tri nisu kolinearne.
Dokazati da postoji trougao sa temenima u datim tackama, ¢ija povrSina nije
veca od 0,01.

7. Dokazati da postoji n € N, tako da se decimalni zapis broja 3" zavrsava sa
0001.

8. Dat je skup X = {1,2,...,2n}.

a) dokazati da ako iz skupa X izaberemo n+1 broj tada medju njima postoje
brojevi a i b tako da alb;

b) dokazati da postoji podskup sa n elemenata tako da nijedan od njegovih
elemenata ne deli neki drugi od njegovih elemenata.

Uputstvo Pod a) neka je X’ podskup koji &ini n + 1 izabrani broj, a Y skup
svih neparnih brojeva {1, 3, ...,2n—1}. Definisimo funkciju f’ : X — Y pomoéu

f(x) = najveéi neparan prirodan broj koji deli z.

Sada jos treba pokazati da f nije injektivno preslikavanje . ..

9. Dokazati da u proizvoljnom skupu od n+ 1 prirodnih brojeva postoje dva ¢ija je
razlika deljiva sa n. Da li tvrdjenje ostaje u vaznosti ako se re¢ “razlika” zameni
sa “zbir”?

10. Dokazati da u nizu brojeva ai, a2, ..., an postoji podniz brojeva ¢iji je zbir
elemenata deljiv sa n.

11. Dokazati da se medju n + 1 razli¢itih prirodnih brojeva manjih od 2n mogu naci
tri broja tako da jedan od njih bude jednak zbiru ostala dva.

12. Neka je z1, x2, ..., &, niz razli¢itih celih brojeva. Za svako i (1 < ¢ < r) neka m;
oznacava duzinu najduzeg rastuceg podniza koji pocinje sa x; i neka n; oznacava
duzinu najduzeg opadajuéeg podniza koji pocinje sa x;. Dokazati da je funkcija
f, koja broju i (1 <1 < r) dodeljuje par (ms,n;), injektivna funkcija.

Na osnovu ovoga pokazati da niz od mn + 1 razli¢itih celih brojeva mora da
sadrzi ili rastuéi podniz sa m elemenata ili opadajuéi podniz sa n elemenata.

13. Pokazati da u skupu od 10 osoba postoje ili ¢etiri osobe koje se sve medjusobno
poznaju ili tri osobe od kojih se nikoje dve ne poznaju.

2.2 Uredjeni izbori elemenata

Ponekad je poredak u kojem se elementi nalaze bitan, dok ponekad nije. Na
primer, re¢ STOP je razlicita od reci POTS, bez obzira $to su obe rec¢i formi-
rane od slova iz skupa {O, P, S,T}. S druge strane, zbir brojeva 1 + 2 + 3 je
isti kao zbir 2 + 3 4+ 1, bez obzira $to je redosled ovih brojeva promenjen. U
ovom odeljku éemo nauciti kako da prebrojimo odredjene izbore elemenata kod
kojih je poredak bitan, a kasnije éemo proucavati izbore elemenata kod kojih
poredak nije bitan. Takodje ¢emo nauciti da je vazno da li je ili nije dozvoljeno
ponavljanje elemenata.

Primer Posmatrajmo skup {4, B,C, D}. Na koliko na¢ina mozemo da izabe-
remo dva slova?
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ResSenje Postoje cetiri mogucéa odgovora na ovo pitanje, u zavisnosti od toga
da li je bitan poredak slova, kao i da li je dozvoljeno ponavljanje slova.

(a) Ako je poredak bitan i dozvoljeno je ponavljanje slova, tada postoji 16

mogucih izbora:

AA
AB
AC
AD

BA
BB
BC
BD

CA
CB
cc
CD

DA
DB
DC
DD

(b) Ako je poredak bitan, a ponavljanje nije dozvoljeno, tada postoji 12

moguéih izbora:

AB BA CA DA
AC BC CB DB
AD BD CD DC

(c) Ako poredak nije bitan, a dozvoljeno je ponavljanje, tada postoji 10

moguénosti:

AA
AB
AC
AD

BB CC DD

BC
BD

CD

(d) Ako poredak nije bitan, a nije dozvoljeno ni ponavljanje, tada postoji

samo 6 moguénosti:

AB BC CD
AC BD
AD

Ovaj primer pokazuje Cetiri najvaznija tipa kombinatornih problema. U
ovom i slede¢em odeljku nauci¢emo da reSavamo sve ove tipove problema u
opstem slucaju, tj. kada je problem izabrati n elemenata iz skupa sa m eleme-
nata. U ovom odeljku uopsti¢emo sluéajeve (a) i (b), dok ¢emo kasnije prouciti

slucajeve (c) i (d).

Uredjeni izbori sa ponavljanjem

U prethodnom primeru smo videli da je u slu¢éaju (a) broj izbora jednak
16 = 42. Evo jos jednog slicnog primera:

Primer Koliko postoji razli¢itih reci sa 5 slova (koristeéi nase pismo sa 30 slova

i ukljuéujuéi i besmislene reci kao kéndv)?
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Resenje Posto se svako od 5 slova moze nezavisno izabrati na 30 nacina, nije
tesko videti da je odgovor 30°. I, zaista, re¢ sa 5 slova se moze posmatrati kao
preslikavanje skupa {1,2,...,5} uskup slova {a,b,c,...,z}: za svako od 5 mesta
u reci, sa rednim brojevima 1, 2, ..., 5, mi odredjujemo slovo na tom mestu. M

Nalazenje ovakvih jednostavnih prevodjenja svakodnevnih problema na jezik
matematike je jedna od osnovnih vestina matematickog zanata. Sada nije tesko
videti da uredjeni izbor n elemenata sa ponavljanjem iz skupa M sa m elemenata
u stvari odgovara preslikavanju skupa {1,2,...,n} u skup M.

Teorema 2.2.1 Neka je N skup sa n elemenata (koji moZe da bude i prazan,
tj. n=0,1,2,...) i neka je M skup sa m elemenata, m > 1. Broj svih mogucih
preslikavanja f: N — M jednak je m™.

Dokaz Do rezultata se moze doé¢i imitiranjem ideje iz prethodnog primera, ali
¢emo iskoristiti priliku da se naviknemo na stroge matematicke dokaze.

Zato za dokaz koristimo metod matematicke indukcije po n. Sta teorema
tvrdi za n = 0?7 U ovom slu¢aju, posmatramo sva preslikavanja f skupa N = ()
u neki skup M. Definicija preslikavanja nam kaze da takvo f mora da bude
skup uredjenih parova (z,y) tako da z € N = 0 iy € M. Posto prazan
skup nema elemenata, f ne moze da sadrzi nijedan takav uredjeni par, pa je
jedina moguénost da je f = () (nema uredjenih parova). S druge strane, f = ()
zadovoljava definiciju preslikavanja: definicija kaze da za svako z € N nesto
mora da vazi, ali nema nijednog x € N. Prema tome, postoji ta¢no jedno
preslikavanje f: 0 — M. Ovo se slaze sa formulom, jer je m® =1 za m > 1, pa
zaklju¢ujemo da smo proverili slu¢aj n = 0 kao bazu indukcije.

Dalje, pretpostavimo da je teorema dokazana za sve n < ng i sve m >
1. Neka je n = ng + 1 i posmatrajmo skup N sa n elemenata i skup M sa
m elemenata. Izaberimo proizvoljan element a € N. Za opis preslikavanja
f: N — M potrebno je znati vrednost f(a) € M i preslikavanje f': N\{a} — M.
Vrednost f(a) moze da se izabere na m nacina, a za izbor f’ imamo m"~!
moguénosti po induktivnoj hipotezi. Svaki izbor f(a) moze da se poveze sa
svakim izborom f’, tako da je ukupan broj moguénosti za f jednak m-m"~! =

m’ﬂ

Ovde ide slika sa strane 49 iz Nesetrilove knjige!!!

Napomena Uredjeni izbori elemenata se u mnogim knjigama nazivaju wvarijacije,
tako da prethodna teorema tvrdi da je broj varijacija n elemenata od m elemenata sa
ponavljanjem jednak m".

Teorema 2.2.2 Svaki skup X san elemenata ima tacéno 2™ podskupova (n > 0).
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Dokaz Posmatrajmo proizvoljan podskup A skupa X i definisimo preslika-
vanje fa: X — {0,1}. Za z € X odredjujemo

1 akoxe A
fA(m)_{ 0 akouz ¢ A.

Ovo preslikavanje se ¢esto sre¢e u matematici i naziva se karakteristicna funkcija
skupa A. Vizuelno,

Ovde ide slika sa strane 50 iz Nesetrilove knjige!!!

Razli¢iti skupovi A imaju razli¢ite funkcije f4, i obrnuto, svako preslikavanje
f: X — {0,1} odredjuje skup A = {z € X|f(x) = 1} tako da je f = f4. Prema
tome, broj podskupova X je isti kao broj svih preslikavanja X — {0,1}, a to je
2™ po teoremi 2.2.1. |

Uredjeni izbori bez ponavljanja

Neka je f funkcija iz {1,2,...,n} uskup M koja odgovara uredjenom izboru
elemenata. Kada je ponavljanje elemenata dozvoljeno, moguce je izabrati isti
element dva puta, tako da vazi f(r) = f(s) za razlicite r i s iz {1,2,...,n}. Ako
ponavljanje nije dozvoljeno, tada je f(r) # f(s) za svako r # s, pa vidimo da
uredjenim izborima elemenata bez ponavljanja odgovaraju injektivne funkcije.

Teorema 2.2.3 Neka je N skup san elemenata i neka je M skup sa m eleme-
nata, n,m > 0. Broj svih injektivnih preslikavangja f: N — M jednak je
n—1

m(m—1)---(m—n+1)= [[(m—i).

=0

Dokaz Dokaz izvodimo indukcijom po n. Kada je n = 0, prazno preslikavanje
je injektivno, pa postoji tacno jedno injektivno preslikavanje, i ovo se slaze sa
dogovorom da se vrednost praznog proizvoda definiSe kao 1. Znaci, formula vazi
zan = 0.

Primetimo (teorema 2.1.1) da ne postoji injektivno preslikavanje za n > m
i da se ovo takodje slaze sa formulom (jer se tada u njoj pojavljuje ¢inilac 0).

Posmatrajmo skup N sa n elemenata, n > 1, i skup M sa m elemenata, m >
n. Uzmimo element a € N i izaberimo vrednost f(a) € M proizvoljno, na jedan
od m mogué¢ih na¢ina. Preostaje nam da izaberemo injektivno preslikavanje iz
N\{a} u M\{f(a)}. Poinduktivnoj hipotezi, postoji (m—1)(m—2)--- (m—n+
1) mogucnosti za ovaj izbor. Sve u svemu, dobijamo m(m — 1)(m —2)--- (m —
n + 1) injektivnih preslikavanja f: N — M. |

Napomena Ovaj rezultat bi u drugim knjigama glasio: broj varijacija sa n eleme-
nata od m elemenata bez ponavljanja jednak je m(m —1)---(m —n+1).

Zadaci
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2.3 Permutacije

Napomena Smanjiti uvodnu pricu koliko se moze, ostaviti primer sa mesanjem
karata, za primene reéi samo ukratko da je algoritmu za sortiranje koji koristi
samo medjusobno poredjenje dva elementa niza u opstem sluc¢aju potrebno bar
cnlogn koraka za neku konstantu ¢ (ili ©(nlogn) koraka).

Generisanje permutacija treba da bude glavna stvar! Definicija leksiko-
grafskog poretka, rednog broja permutacije, nerekurzivni algoritmi iz Dragosa,
odnosno Ruskey-a, kao i slucajne permutacije.

Bijektivno preslikavanje konacnog skupa X na samog sebe naziva se per-
mutacija skupa X. Najcesée se za skup X uzima skup {1,2,...,n}. Primer
permutacije skupa {1,2,...,5} je funkcija « definisana pomocéu

a(l)y=2, a2)=4, aB)=5, «o4)=1, «b)=3.

Bijektivno preslikavanje kona¢nog skupa na samog sebe je ujedno i injekcija, i
obrnuto svako injektivno preslikavanje kona¢nog skupa na samog sebe je bijek-
cija. Ovo znac¢i da permutacije predstavljaju poseban sluc¢aj uredjenog izbora
elemenata kod koga se bira svih n od n elemenata. Prema teoremi 2.2.3, broj
permutacija skupa sa n elemenata jednak je n(n — 1) -...-2-1. Ovaj broj se,
posmatran kao funkcija od n, oznacava sa n! i ¢ita n faktorijel. Znaci,

n—1 n

nl=nmn-1)-...-2-1=[[n—35) =[]

j=0 i=1
Posebno za n = 0 vazi 0! =1 (jer se 0! definiSe kao prazan proizvod).

Napomena Funkcija n! jako brzo raste, brze od svake eksponencijalne funkcije. Za
procenu njene vrednosti koristi se Stirling-ova formula koja tvrdi da za veliko n vazi

n n
n! ~V2mn (7) .
e

Ova procena je dosta dobra: ¢ak i za n = 8 greska je samo 1, 04%.

Ako se elementi skupa X nalaze u nekom poretku, permutaciju mozemo da
zamislimo i kao preuredjivanje elemenata u novi poredak. Gornja permutacija «,
definisana na skupu X = {1,2,...,5}, moze da se zapiSe i na sledeéi nacin:

o ( 1 2 3 45 )
2 4 5 1 3 )°
U prvoj vrsti smo naveli elemente X iispod svakog x € X u prvoj vrsti, napisali
smo element a(x) u drugoj vrsti.
Tako se permutacije mogu posmatrati kao preuredjivanje elemenata uredje-
nog skupa, njihova definicija kao bijektivnih preslikavanja ima tu prednost $to

se permutacije, kao vrsta funkcija, mogu slagati na uobicajeni nacin. Neka je
permutacija skupa {1,2,...,5} data sa

1 2 3 4 5
5‘(35142)'
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Kako je slaganje dve bijekcije ponovo bijekcija, preslikavanje S, definisano sa
Ba(i) = B(a(i)), predstavlja novu permutacija skupa {1,2,...,5} datu sa

1 2 3 4 5

a | L 1 1 |

Ba = ( ; i g ;1 i) ), sto se vidi iz dijagrama 2 4 5 1 3
gL L 1 1 |

5 4 2 3 1

Drugi i pogodniji na¢in zapisa permutacija je pomoc¢u ciklusa. Primetimo
da za permutaciju o vazi

Prema tome, a prevodi 1 u 2, 2 u 4 i 4 nazad u 1, i iz ovog razloga kazemo
da elementi 1, 2 i 4 ¢ne ciklus (duzine 3). Sli¢no, elementi 3 i 5 ¢ine ciklus
duzine 2, pa piSemo

a=(124)(35).

Ovo je tzv. ciklusna notacija za «. Svaka permutacija o moze da se zapise u
ciklusnoj notaciji na sledeéi nacin:

1. pocinjemo sa proizvoljnim elementom (npr. a) i zapisujemo elemente a(a),
a(ala)), al(a(a(a))), .. .dok ponovo ne dodjemo do a, tako da dobijemo
ciklus;

2. biramo element koji se ne pojavljuje u nekom od prethodnih ciklusa i
zapisujemo ciklus koji on proizvodi;

3. prethodni postupak ponavljamo dok god svi elementi ne budu rasporedjeni
u cikluse.

Permutacije 8 1 Sa se u ciklusnoj notaciji zapisuju kao
B=(13)(25)4), Ba=(15)(243).

Tako je predstavljanje permutacije u ciklusnoj notaciji u sustini jedinstveno,
postoje dva oc¢igledna nac¢ina da promenimo zapisivanje bez uticaja na samu per-
mutaciju. Najpre, svaki ciklus moze da po¢ne bilo kojim od svojih elemenata—
na primer, ciklusi (7 8 2 1 3) 1 (1 3 7 8 2) predstavljaju isti ciklus. Drugo,
poredak ciklusa nije vazan—na primer, (1 2 4)(3 5) i (3 5)(1 2 4) predstavljaju
istu permutaciju. Vazne stvari su broj i duzina ciklusa, kao i poredak elemenata
unutar ciklusa, i oni su jedinstveno odredjeni. Prema tome, ciklusna notacija
nam daje mnogo korisnih informacija o permutaciji.

Gde se primenjuju permutacije? One se koriste kod projektovanja i prouca-
vanja razlicitih algoritama za sortiranje. U teoriji grupa, grupe permutacija (sa
slaganjem funkcija kao operacijom u grupi) predstavljaju jedan od osnovnih
predmeta proucavanja. Osnovni razlog za nemogucénost opsteg algebarskog
reSenja jednacine petog stepena lezi u osobinama grupe svih permutacija skupa
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sa pet elemenata. Rubikova kocka, koja je bila izuzetno popularna pocetkom
1980-ih, predstavlja lep primer slozene grupe permutacija. Veoma zamrSena
svojstva permutacija se primenjuju kod matematickog proucavanja meSanja
karata. Ovo je samo mali uzorak oblasti gde permutacije igraju vaznu ulogu.

Primer Karte oznacene brojevima 1 do 12 poredjane su kao $to je prikazano
dole levo. Karte se skupljaju po vrstama i zatim se ponovo dele, ali po kolonama
umesto po vrstama, tako da se dobija raspored kao dole desno.

1 2 3 1 5 9
4 5 6 2 6 10
7T 8 9 3 7 11
10 11 12 4 8 12

Koliko puta mora da se izvrsi ovaj postupak pre nego sto se karte ponovo nadju
u pocetnom rasporedu?

Resenje Neka je m permutacija koja predstavlja postupak premestanja karata,
tako da je w(i) = j ako se karta j pojavljuje na mestu koje je pre premestanja
zauzimala karta i. Ako 7 predstavimo pomocu ciklusa dobijamo

7 =(1)(256 10 4)(3 9 11 8 7)(12).

Ciklusi (1) i (12) znace da karte 1 i 12 sve vreme ostaju na svojim mestima.
Preostala dva ciklusa imaju duzinu 5, tako da ée se posle pet ponavljanja pos-
tupka sve karte naéi na svojim poc¢etnim mestima. (Probajte.) Drugim re¢ima
7° = id, gde m° predstavlja petostruko ponavljanje permutacije , a id oznacava
identi¢nu permutaciju, definisanu sa id(j) = j. |

Primer Napisi pricu o koriséenju poretka permutacija za tkanje razlic¢itim
koncima i tu prikazi sliku Steinhaus-Johnson-Trotter tkanja, koja se nalazi u
fajlu StJoTrWe.gif. Takodje napravi i odgovarajucu sliku za leksikografsko ure-
djenje permutacija. |

Generisanje permutacija

Ovde ¢e biti prikazano nekoliko nacina za generisanje svih permutacija, za
generisanje sluc¢ajne permutacije, i naravno, za generisanje permutacije sa datim
rednim brojem (3to je takodje prosto k’o pasulj—delis broj sa najveéim moguéim
faktorijelom i uzimas onaj broj koji nije ve¢ potrosen blablabla. .. ).

Slu¢ajne permutacije mogu najjednostavnije na sledeéi nacin:

for k:=n,n—1,...,2,1 do swap(w(k), w(rand(k)))

gde je rand(k) slu¢ajan broj izmedju 11 k — 1 (a mozda moze i izmedju 1 i
k). Reference za ovo su sledece:

R. Durstenfeld, Algorithm 235: Random permutations, CACM (1964), 420.

G. de Balbine, Note on random permutations, Mathematics of Computation
21 (1967), 710-712.
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Obavezno stavi link na Frank Rusky-jev ” Combinatorial Object Server”, koji
se nalazi na adresi http://www.theory.cs.uvic.ca/ cos/cos.html . Tamo stvarno
ima puno vrednog da se nadje i za studente i za ostale, kao i za ovu knjigu, jer se
tu nalaze i generisanje particija brojeva, a mozda nekog od njih to i zainteresuje,
pa se odluci na prava istrazivanja!

Na kraju krajeva, ne zaboravi da u susednom direktorijumu “Resursi” imas
za ovo vaznu cetvrtu glavu iz knjige Frank-a Ruskey-a o generisanju kombina-
tornih objekata.

Varijacije ne¢emo generisati—samo ¢u reé¢i da se odgovarajudéi algoritam za
generisanje permutacija moze lako prepraviti tako da radi za varijacije.

Zadaci

1. Komitet od devet osoba treba da izabere predsednika, sekretara i blagajnika.
Na koliko nacina je moguce obaviti ovaj izbor?

2. Na koliko na¢ina se mogu izabrati jedno crno i jedno belo polje na Sahovskoj
tabli tako da se oni ne nalaze u istoj vrsti ili istoj koloni?

3. Na koliko na¢ina mozemo da rasporedimo osam topova na Sahovskoj tabli tako
da se nikoja dva ne nalaze u istoj vrsti ili istoj koloni?

4. Neka se u odeljenju nalazi m devojcica i n decaka. Na koliko nac¢ina se oni mogu
rasporediti u vrstu tako da su sve devojcice u vrsti jedna za drugom?

5. Koliko ima ukupno permutacija o skupa {1,2,...,6} tako da je 0% = id, o # id?

6. Napisite ciklusnu notaciju za permutaciju

1 2 3 45 6 7 8 9
Ll
3 5 7 8 4 6 1 2 9.

7. Neka su o i 7 permutacije skupa {1,2,...,8} date u ciklusnoj reprezentaciji

pomodéu
c=(123)456)(78), 7=(1357)(26)(4)(8).
Zapisite u ciklusnoj notaciji permutacije or, 7o, 02, o1, 7%

8. Neka su a i 8 permutacije skupa {1,2,...,9} &ije su ciklusne reprezentacije
a=(1237)(49)(58)(6), B8=(135)(246)(789).

Predstaviti u ciklusnoj reprezentaciji permutacije a3, Ba, o2, 32, =%, g7 1.

9. Dokazati da je najveéi stepen prostog broja p koji deli n! jednak

m . H - M i

10. Dato je 10 studenata Si, Sa, ..., Sio.

(a) Na koliko nacina se ovi studenti mogu poredjati u vrstu?

(b) Koliko ima poredaka ako studenti Sz, Se i So zele da stoje jedno pored
drugog (u bilo kom poretku)?
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(¢) Koliko ima poredaka tako da Sa2, Sg 1 Sg ne stoje svi jedno pored drugog?

Da li medju brojevima 1,2,...,10'° ima vise onih koji sadrze cifru 9 u decimal-
nom zapisu ili onih koji je ne sadrze?

Koliko ima prirodnih brojeva sa najvise n cifara u kojima se pojavljuje cifra 97

Koliko se binarnih relacija moze definisati na skupu X sa n elemenata? Koliko
postoji:

a) refleksivnih relacija,
b) simetri¢nih relacija;
c¢) refleksivnih i simetri¢nih relacija?

(a) Koliko ima n x n matrica sa elementima iz skupa {0,1,...,q — 1}7

(b) Neka je g prost broj. Koliko ima matrica kao u (a) ¢ija determinanta nije
deljiva sa ¢? (Drugim re¢ima, koliko ima nesingularnih matrica nad poljem sa
q elemenata?)

Uputstvo Izaberi prvu kolonu kao proizvoljan nenula vektor nad poljem sa
g elemenata (takvih vektora ima ¢" — 1 = ¢" — qo). Druga kolona ne sme da
bude linearna kombinacija prve kolone, §to isklju¢uje g vektora. Treéa kolona
ne sme da bude linearna kombinacija prve dve kolone, §to iskljucuje ¢> vektora
(ovde treba pokazati da je svih ¢* linearnih kombinacija prve dve kolone zaista
razlicito!). Uopéte, za i-tu kolonu imamo ¢" — ¢*~! moguénosti, pa je ukupan
broj trazenih matrica jednak

n—1
(@ = D" =)@ =)@ —a") =[]a" - d)
i=0
U koliko se permutacija skupa {1,2,...,n} izmedju brojeva 1 i n nalazi ta¢no r

drugih brojeva?

Na koliko nacina Sest osoba moze da sedne za okrugli sto oko kojeg se nalazi
Sest stolica (pri ¢emu se rasporedi koji se dobijaju rotiranjem oko centra stola
smatraju istim)?

Koliko postoji permutacija 3pila od 32 karte (od 7 do A) pri kojima se sva Cetiri
asa nalaze medju prvih 10 karata?

Tri bele kuglice oznacene sa a, b i ¢ i Cetiri crne kuglice oznacene sa 1, 2, 31i 4
treba poredjati tako da istobojne kuglice nisu susedne. Na koliko nagina se to
moze uciniti?

Kljucevi se dobijaju pravljenjem useka razli¢itih dubina na unapred odredjenim
mestima. Ako postoji osam moguéih dubina, koliko mesta treba da postoji da
bi napravili milion razli¢itih kljuceva?

Koliko reci sa Cetiri slova postoji u azbuci od 30 slova ako sva slova u re¢i moraju

da budu razlic¢ita?

Svaku sobu u kudi, ¢iji je plan dat na sl. 2.5, treba okreciti u jednu od n boja
tako da sobe spojene vratima imaju razlicite boje. Na koliko nacina se moze
izvr§iti ovakvo krecenje?
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Slika 2.5: Krecenje soba

Neka je u, broj re¢i duzine n u azbuci {0,1} kod kojih nikoje dve nule nisu
uzastopne. Dokazati da je

UL =2, u2=3, Up=1Un—1+Un—2 (n>3).

Spil od 52 karte je podeljen na dva jednaka dela i “promesan” tako da ako
je pocetni poredak karata bio 1,2,3,4,... tada je novi poredak 1,27,2,28,...
. Koliko puta mora da se ponovi ovakvo meSanje pre nego $to se $pil ponovo
nadje u pocetnom poretku?

Dokazati da u svakom skupu od 20 osoba ili postoje Cetiri osobe koje se sve
medjusobno poznaju ili postoje ¢etiri osobe tako da se nikoje dve ne poznaju.
Ako su s it celi brojevi tako da je s > 2, t > 2, tada postoji najmanji ceo broj
r(s,t) tako da za svako n > r(s,t) vazi da u svakom skupu od n osoba ili postoji
s osoba koje se sve medjusobno poznaju ili postoji ¢ osoba tako da se nikoje dve
ne poznaju. Dokazati da je

r(s,2)=s, r(2,t)=t, r(s,t) <r(s—1,t)+r(s,t—1).

2.4 Neuredjeni izbori elemenata

Neuredjeni izbori elemenata bez ponavljanja

U prethodnom odeljku smo za matematicko definisanje pojma uredjenog
izbora k elemenata konac¢nog skupa X koristili preslikavanje f iz uredjenog
skupa {1,2,...,k} uskup X. Na ovaj nacin, bili smo u moguénosti da kazemo
da je element f(1) izabran prvi, element f(2) drugi, a element f(k) poslednji.

S druge strane, kod neuredjenog izbora elemenata skupa X nije vazno koji
je element izabran prvi, a koji poslednji, tako da nema potrebe uvoditi pres-
likavanja. S obzirom da sada razmatramo neuredjene izbore elemenata bez
ponavljanja vidimo da oni predstavljaju k-toclane podskupove skupa X.

Definicija 2.4.1 Neka je X skup, a k nenegativan ceo broj. Simbol

(&)

oznacava skup svih k-toélanih podskupova skupa X.

Na primer, ({“’g’c}) = {{a,b},{a,c}, {b,c}}.

Definicija 2.4.2 Neka su n > k nenegativni celi brojevi. Binomni koeficijent
(Z) je funkcija promenljivih n i k data pomocu

(n> nn—1mn-2)--n-k+1) [ (n—i)
k(k—1)---2-1 k! '

L) =
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Primetimo da simbol (i) sada ima dva znacenja, u zavisnosti od toga da li
je x skup ili broj. Opravdanje za ovo preklapanje simbola nalazi se u sledecoj
teoremi.

Teorema 2.4.3 Broj k-toc¢lanih podskupova konacnog skupa X jednak je (\)kfl)7

)- ()

Proof Neka je n = |X|. Prebrojaéemo uredjene izbore k elemenata skupa X
bez ponavljanja na dva nacina. S jedne strane, iz teoreme 2.2.3 znamo da je
ovaj broj jednak n(n —1)---(n —k + 1). S druge strane, od svakog k-to¢lanog
podskupa M € () uredjivanjem njegovih elemenata mozemo da dobijemo k! ra-
zlicitih uredjenih izbora k elemenata i svaki uredjeni izbor k£ elemenata moze da
se dobije samo iz jednog k-toc¢lanog podskupa M na ovaj nacin. Prema tome,

()] =

Napomena Posebne vrednosti binomnih koeficijenata su (3) =1, (711) =ni (Z) =1.
Primetimo inace da se definicija 2.4.2 moze prosiriti na sve realne vrednosti n, tako

da mozemo da piSemo

2,5\  —2,5-(=3,5)-(—4,5) _
( 5 )_ T = —6,5625.

nn—1)--(n—k+1) =k

Ovu definiciju moZemo da pro§irimo i na negativne vrednosti k& dogovorom da je
n
=0 zak<0.

Generisanje kombinacija

Ovde ¢e biti dati odgovarajuéi algoritmi za generisanje kombinacija, Sto
je moguce viSe analogno slucaju permutacija. Za generisanje kombinacija sa
ponavljanjem nema potrebe, jer je iz dokaza teoreme u slede¢em pododeljku
jasno da se one mogu svesti na kombinacije bez ponavljanja.

Za ovo generisanje treba konsultovati web sajt Frank-a Ruskey-a sa uni-
verziteta u Viktoriji, Kanada, koji pise knjigu o generisanju kombinatornih ob-
jekata. Tamo bi cela ova prica ve¢ trebalo da se nalazi.

S druge strane, najbolji algoritam za generisanje svih kombinacija se nalazi
u slede¢em radu:

P. Eades, B. McKay, An algorithm for generating subsets of fixed size with
a strong minimal change property, Inf. Process. Lett. 19 (1984), 131-133.

Na kraju krajeva, ne zaboravi da u susednom direktorijumu “Resursi” imas
za ovo vaznu cetvrtu glavu iz knjige Frank-a Ruskey-a o generisanju kombina-
tornih objekata.
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Neuredjeni izbori elemenata sa ponavljanjem

Ako dozvolimo ponavljanje u neuredjenom izboru elemenata, onda on vise ne
predstavlja obi¢an podskup. Pretpostavimo da smo napravili jedan neuredjeni
izbor k elemenata sa ponavljanjem iz konacnog skupa X = {a1,as,...,an}.
Za i =1,2,...,n neka s; oznacava koliko je puta element a; izabran. Kako je
ukupno izabrano k elemenata, to vazi

(2.1) $S1+s2+...+s,=k >0 i=12,... k.

S druge strane, ukoliko imamo uredjenu n-torku nenegativnih celih brojeva
(s1,82,...,8n) koja zadovoljava prethodnu jednacinu, tada ona jednoznacno
opisuje jedan neuredjeni izbor elemenata sa ponavljanjem, jer s; predstavlja
broj pojavljivanja elementa a; u izboru.

Prema tome, broj neuredjenih izbora k elemenata sa ponavljanjem skupa X
jednak je broju uredjenih n-torki nenegativnih celih brojeva (s1, s, ..., s, ) koje
zadovoljavaju (2.1).

Da bismo nasli broj ovakvih uredjenih n-torki, pretpostavimo da svaka od
n promenljivih s1, s, ..., s, odgovara jednoj od n kutija u nizu. Neka je dato
k jednakih lopti koje treba rasporediti u kutije na neki nac¢in (uz pretpostavku
da svaka kutija moze da primi svih k lopti ako je potrebno). Tada svaki moguéi
raspored lopti odgovara jednom resenju jednacine (2.1). Na primer, za k = 7 i
n = 6 reSenje 0+ 1+ 0+ 3+ 1+ 2 = 7 odgovara rasporedu lopti

[ [o] [eoe]e]e]

Sada smo dakle zainteresovani da nadjemo broj rasporeda lopti u kutijama. Ako
obriSemo dna kutija, kao i krajnji levi i desni zid kutija, tada ostaje samo k lopti
i n — 1 unutradnji zid koji ih razdvaja:

‘ [ ] ‘ ‘ L 3 N ] ‘ [} ‘ [ ]
Vidimo da raspored lopti u kutijama odgovara nizu od n + k — 1 objekata, od
Gega je k lopti i n — 1 unutrasnjih zidova. Svaki raspored lopti je odredjen k-
toc¢lanim podskupom skupa {1,2,...,n 4+ k — 1} koji predstavlja pozicije lopti
u ovom nizu, pa je ukupan broj takvih rasporeda jednak ("‘Lk*l). Ovim smo

k—1
dokazali

Teorema 2.4.4 Broj neuredjenih izbora k elemenata sa ponavljanjem skupa X

jednak je
I X|+k—-1
. n
(%

Zadaci
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2.5 Binomni koeficijenti

Binomni koeficijenti (Z) imaju neobi¢no veliki broj primena i sasvim sigurno
su najvazniji kombinatorni pojam. Izmedju ostalog, oni se mnogo koriste i u
analizi algoritama.

Faktorijelna reprezentacija

Binomni koeficijenti se najjednostavnije predstavljaju pomocéu faktorijela.

Lema 2.5.1 Za cele brojeve n i k za koje je n >k > 0 vazi

Dokaz Ova jednakost se dobija prosirenjem razlomka u definiciji 2.4.2 bi-
nomnog koeficijenta sa (n — k)!. Naime,

(n) _ nn-—1)mn—-2)---(n—k+1)
k k(k—1)---2-1
_ n(nf1)(n72)'~~(n7k+1)'(n7k)!: n! -
k(k—1)---2-1-(n—k)! ki — k)l

Osim §to se pomoc¢u prethodne leme binomni koeficijenti mogu predstaviti
pomocu faktorijela, ona takodje dopusta i obratnu moguénost da kombinacije
faktorijela predstavimo pomoc¢u binomnih koeficijenata.

Uslov simetriénosti

Pomocu (2.2) lako se dokazuje i sledeca

Lema 2.5.2 Za svaki ceo brojn > 0 ¢ svaki ceo broj k vazi

-0

Dokaz Iz jednakosti (2.2) dobijamo

(Z) - k!(nni i (n —nli;)!k! B (n—k)!(nni (n—k) <nﬁk) "

Kombinatorno, jednakost (2.3) znaci da je broj k-toclanih podskupova skupa
X sa n elemenata jednak broju podskupova sa n — k elemenata. Ovo se moze
proveriti i direktno—dovoljno je svakom k-to¢lanom podskupu dodeliti njegov
komplement u X.

Adiciona formula

Pomocu (2.2) je takodje moguée dokazati i
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Lema 2.5.3 Za cele brojeve n i k vaZi
n n—1 n—1
2.4 = .

Dokaz U ovom slucaju elegantniji dokaz se dobija kombinatornim tumacenjem
obe strane jednakosti (2.4). Leva strana (2.4) predstavlja broj k-toclanih pod-
skupova nekog n-toclanog skupa X. Izaberimo proizvoljni element a € X. Sada
k-toclane podskupove skupa X mozemo da podelimo u dve grupe u zavisnosti
od toga da li sadrze a ili ne. Podskupovi koji ne sadrze a su upravo svi k-toclani
podskupovi skupa X \ {a}, pa je njihov broj (";1) Ako je A neki k-toclani
podskup skupa X koji sadrzi a, tada podskupu A mozemo da mu pridruzimo
podskup A" = A\ {a} koji sadrzi k — 1 elemenata. Lako je proveriti da je
ovo pridruzivanje bijekcija izmedju svih k-to¢lanih podskupova skupa X koji
sadrze a i svih podskupova sa k — 1 elemenata skupa X \ {a}. Broj takvih
podskupova je stoga jednak (Zj) Sve u svemu, broj k-toc¢lanih podskupova

skupa X je jednak (";1) + (Zj) [ |

Prethodna lema vazi i u slu¢ajevima kada je k < 0 ili £ > n, jer su tada svi
binomni koeficijenti jednaki 0. Ona takodje vazi i kada n nije ceo broj ili kada
je n < 0, s tim Sto u ovim slu¢ajevima ona vise nema kombinatorno tumacenje.

Jednakost (2.4) je blisko povezana sa tzv. Paskalovim trouglom:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Paskalov trougao se dobija tako $to se po¢ne sa redom koji sadrzi samo broj 1, a
zatim se svaki sledeéi red dobija tako Sto se ispod svakog para uzastopnih brojeva
u prethodnom redu napiSe njihov zbir, i na kraju se na oba kraja novog reda stavi
broj 1. Indukcijom uz pomoé jednakosti (2.4) moze da se dokaze da (n + 1)-vi
red sadrzi binomne koeficijente (7)), (7). ..., (7). Paskalov trougao omogucava i
da se proizvoljan binomni koeficijent izracuna koriste¢i samo sabiranje: dovoljno
je nac¢i samo one brojeve koji se u Paskalovom trouglu nalaze gore levo i gore
desno od trazenog binomnog koeficijenta.

Binomna teorema

Najvaznije svojstvo binomnih koeficijenata iskazano je u sledecoj
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Teorema 2.5.4 Za svaki nenegativni ceo broj n vazi

25) e =3 ()

k=0

(ovo je jednakost dva polinoma sa promenljivama x iy, pa vazi za proizvoljne
vrednosti x i y).

Dokaz Binomnu teoremu dokazujemo indukcijom po n. Za n = 0 obe strane
jednakosti (2.5) su jednake 1. Pretpostavimo stoga da (2.5) vazi za neko n =
ng > 0 i dokazimo da tada (2.5) vazi i za n = ng + 1. Dakle,

(x+ )"t = (z+y)(z+y)™
(induktivna pretpostavka za (x 4 y)™°)

S (Z)y x

k=0

- BB G
Z(”()) ket no— k+Z( ) Jey o —ke+1

=0
(promena granica promenljive k u prvoj sumi)
no+1

B (1) ()

k=1
(1Zdvajanje dva posebna slucaja)

o n0+1 04 o kyno k+1

no k—1

(o S
k=1

(koristimo (1) = 1= (*1) i () = 1= ("))

_ no+1,0 no +1 0, no+1
o) e (7)o
o o
() ()
k=1

(koristimo (,"°,) + (%) = (%))

no+1\ o410 no+1 ZOyno+l o~ (no+1 phqrot1—k
(n0+1>x o +Z ko)t

(vrac¢anje dva posebna slucaja)

+

xkyno—Fl k

_l_
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Ako u binomnoj teoremi stavimo y = 1 tada dobijamo vazan specijalni slucaj

(2.6) (1+42)" = zn: (Z) ",

k=0

Iz binomne teoreme mozemo da dobijemo razne identitete koji ukljucuju bi-
nomne koeficijente. Par najjednostavnijih se dobijaju ako u (2.6) redom stavimo
r=1liz=-1L

= (8)+(0)+ (5)++ ()
e (o) () (E) e ()

Sabiranjem, odnosno oduzimanjem, identiteta (2.7) i (2.8) dobijamo takodje

(0)+ ()= () + =
(G @)rmr

2n

)

|
e

Zadaci

2.6 Binomni identiteti

Binomni koeficijenti zadovoljavaju na hiljade identiteta, i ve¢ vekovima se is-
trazuju njihova neverovatna svojstva. Cele knjige su posveéene samo njima,
pa cak postoje i automatizovani metodi za dokazivanje identiteta sa binomnim
koeficijentima. Jedan od jednostavnijih takvih metoda ¢emo naéi u sledecoj
glavi.

U klasi¢noj kombinatorici postoje dva opste prihva¢ena nacina za dokazi-
vanje binomnih identiteta—analiticki i kombinatorni. Pod analitickim dokazi-
vanjem se podrazumeva koriséenje poznatih binomnih identiteta za transforma-
ciju izraza sa binomnim koeficijentima, dok se pod kombinatornim dokazivanjem
podrazumeva tumacenje obe strane identiteta kao izraza koji prebrojavaju neki
skup objekata na dva razli¢ita nac¢ina.

Analiticko dokazivanje binomnih identiteta

Pored najjednostavnijih svojstava (2.2), (2.3), (2.4), kao i veoma vazne binomne
teoreme, za rad sa binomnim koeficijentima se Cesto koriste i sledeée leme.

Izvlacenje iz zagrada
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Lema 2.6.1 Za ceo broj k # 0 i proizvoljan broj n vazi

o))

Dokaz Ove jednakosti se lako dokazuju faktorijelnom reprezentacijom (2.2)
binomnih koeficijenata:

(Z> N k!(nm DI k(kn(?)!_(i)! e Z(Z_D
(Z) - k!(nni DI _",i?(;f),i = ek (n; 1). n

Sumaciona formula

Lema 2.6.2 Za cele brojeve n i m, n,m > 0 vazi

20 (1) =) (7)o (2 -(7)
I O O S N )

Dokaz Obe formule dokazujemo matematickom indukcijom po n uz pomoé
adicione formule (2.4).

Za n = 0 obe strane jednakosti (2.10) su jednake 1. Pretpostavimo sada da
jednakost (2.10) vazi za neko n = ng. Sada za n = ng + 1 imamo

no+1 no
k k 1
Z (TJ]; > = Z <TJ]2 > + (7“ ;Onj_ Jlr ) (induktivna pretpostavka)
k=0 k=0
1 1
= (T o > + <T trot ) (adiciona formula)
L] nog+ 1
_ (r+(o+1)+1
- no + 1 :

Sto se tice jednakosti (2.11) za n = 0 njena leva strana je jednaka (fn), dok
je desna strana jednaka (mil). Tada su za m = 0 obe strane jednake 1, dok
su za m # 0 obe strane jednake 0. U svakom slucaju, jednakost (2.11) vazi za
n = 0.

Pretpostavimo sada da ona vazi za neko n = ng. Tada za n = ng+ 1 imamo

no+1 no
k k 1

E ( ) = E ( ) + (no + ) (induktivna pretpostavka)
m m m

k=0 k=0

1 1
(no + ) + <n0 + ) (adiciona formula)
m-+1 m

_ ((n0+1)+1). i

m—+1
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Jednakost (2.11) se ¢esto pojavljuje u primenama. Na primer, za m = 1
imamo zbir aritmeticke progresije

<(1)>+G>+”'+(711>:0+1+...+n:<”;1):(n+21)n'

Pretpostavimo da Zelimo da nadjemo zbir 12 +22 4 ... 4+n2. Ako primetimo
da je k% = 2(5) + (’f), tada se lako dobija da je

- - k k n+1 n+1
k2 2 =2 ‘
2= ()« (1) () (")
k=0 k=0
Resenje, koje smo dobili u binomnim koeficijentima, mozemo da vratimo u
uobicajenu notaciju:

(n+1)nn—1)  (n+1)n
6 + 2
1 1

124224 ... 402 = 2

Zbir 1% + 2% + ... + n® moze da se dobije na slican naéin; u sustini, svaki
polinom ag + a1k +agk®+ ...+ ank™ moze da se izrazi u obliku by (g) + by (’1“) +
coit b (:@) za pogodno izabrane koeficijente by, by, ..., by,.

Negacija gornjeg indeksa

Lema 2.6.3 Za svaki ceo broj k i proizvoljan broj n vazi

(2.12) (;”) - (—1)’“(”“1:_ 1).

Dokaz Ova se jednakost dobija jednostavno iz same definicije binomnog ko-
eficijenta:

(—n) —n(—n—-1)(-n—2)(—n—k+1)

k k(k—1)---2-1
=D+ 1)(n+2)---(n+k—1) n+k—1
- k(k—1)---2-1 —(—1)’“( k > "

Negacija gornjeg indeksa je Cesto korisna transformacija gornjeg indeksa u
binomnom koeficijentu.

Primer Dokazati sumacionu formulu

s £ ()= ()- () r () -or(2)
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Dokaz Koristeéi redom negaciju gornjeg indeksa (2.12) i prvu sumacionu for-
mulu (2.10) dobijamo

i(_l)k(D _ Z”: (—r —|—kk:— 1) _ (—r: n) _ (_1)n(r;1)_ .

k=0 k=0

Pojednostavljivanje proizvoda

Lema 2.6.4 Za sve cele brojeve m i k 1 proizvoljan broj n vazi

e10 ()G = ()G

Dokaz Ovu jednakost je dovoljno dokazati u slu¢aju kada je n ceo broj > m.
Pritom mozemo da pretpostavimo da je 0 < k < m, jer su u suprotnom obe
strane jednakosti jednake 0. Sada imamo

(::L) @) ~ mln— ﬁ;’/ﬁ:(m — k)
k!(n—k)rlbé(rz::))!!(n—m)! - (Z) (Z_—IZ) "

Prethodnu jednakost smo dokazali samo za cele vrednosti n koje su > m.
Medjutim ona vazi za sve realne vrednosti n. Naime, ve¢ smo dokazali da

()= ()6

vazi za beskonacéno mnogo vrednosti n. Obe strane ove jednakosti su polinomi
po promenljivoj n. Nenula polinom stepena r moze da ima najvise r razlic¢itih
korena, tako da ako (oduzimanjem) dva polinoma stepena < r imaju istu vred-
nost u r+1 ili vise razli¢itih tacaka, onda su ti polinomi identicki jednaki. Ovaj
princip se moze koristiti za prosirenje vaznosti mnogih identiteta sa celih brojeva
na realne brojeve.

Sume proizvoda

Jednakosti u sledec¢oj lemi se koriste kada treba sumirati proizvod dva bi-
nomna koeficijenta u kojima se sumacioni indeks k£ nalazi na donjem mestu.

Lema 2.6.5 Za svaki ceo broj n i svaki ceo broj r > 0 vazi

(2.15) 2 ()G = ()
(2.16) g (2) (n j_ k) B (:j:;i)
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Ovu lemu ¢emo dokazati malo kasnije. Najpre éemo da vidimo par primera
kako se prethodne jednakosti mogu koristiti za rad sa binomnim identitetima.

Primer Ako je r nenegativni ceo broj, koja je vrednost izraza Z (;) (;) k?
k

Dokaz Izvlacenjem iz zagrada (2.9) mozemo da se oslobodimo spoljasnjeg k:

Z (0= 0)6)2 (60

Sada moze da se primeni jednakost (2.16) sa n = —1. Krajnje reSenje je
T\ (s r+s—1
k= . n
() (=720

Kombinatorno dokazivanje binomnih identiteta

Kao $to smo veé rekli, pod kombinatornim dokazivanjem se podrazumeva tumacenje
obe strane identiteta kao izraza koji prebrojavaju neki skup objekata na dva ra-
zli¢ita nacina. Ovaj nacin dokazivanja primenjujemo u dokazu leme 2.6.5.

Dokaz leme 2.6.5 Najpre ¢emo dokazati jednakost (2.15)

()65 (0)
E)\n—-k) \Un )
2

Neka je dat skup X sa 7 + s elemenata. Desna strana gornje jednakosti
predstavlja broj n-to¢lanih podskupova skupa X.

Obojimo sada r elemenata skupa X u crvenu, a preostalih s elemenata u
plavu boju. Drugi nacin da se izabere n-toc¢lani podskup skupa X jeste da
se izabere k crvenih elemenata i n — k plavih elemenata. Za svako k postoji
(;) nacina da se izaberu crveni elementi, i nezavisno od toga, (nf k) nacina da
se izaberu plavi elementi. Sveukupno, n-to¢lani podskup skupa X moze da se
izabere na Y, (7)(,,°,) nacina, §to je upravo leva strana gornje jednakosti.

Jednakost (2.16) se dokazuje pomoc¢u prethodne jednakosti i dvostruke pri-
mene uslova simetri¢nosti. Naime, vazi

Z r S _Z r S . r+s . r+s
- E)\n+k) - E)\s—n—-k) \s—=n) \r+n/)’
Primer Dokazati da vazi

> () - ()
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Dokaz Za dokaz koristimo uslov simetri¢nosti i jednakost (2.15) sa r = n,
s=n:
() 2 ()65 - ()
> => = .
= k — k)\n—k n
Primer Dokazati da vazi
z”: 2n\ (2K yon-ar _ (40
2k )\ k 2n)"
k=0

Dokaz Nalazenje odgovaraju¢eg kombinatornog tumacenja ovog binomnog
identiteta je malo teze.

Neka je dat skup X = {x1,23,...,24,}. Desna strana gornje jednakosti
predstavlja broj podskupova skupa X sa 2n elemenata.

Sada treba ove podskupove prebrojati na drugaciji na¢in. Neka je A; =
{zoi_1,22;} zai=1,2,...,2n. Skupovi A;, i =1,2,...,2n predstavljaju parti-
ciju skupa X. Neka je M C X proizvoljan podskup sa 2n elemenata. Za svako

1=1,2,...,2n presek M N A; ima 0, 1 ili 2 elementa, medjutim vazi da je
2n
2n = M| =Y |Mn A
i=1

Neka je k broj skupova A; tako da je |M N A;| = 2. Iz prethodne jednakosti
tada sledi da je broj skupova A; tako da je |M N A;| =1 jednak 2n — 2k, dok je
broj skupova A; tako da je M N A; = () jednak takodje k.

Posle ovog razmatranja kona¢no vidimo kako se drugacije mogu prebrojati
podskupovi skupa X sa 2n elemenata. Naime, od ukupno 2n skupova A;, As,
..., Ao, izabraéemo 2n — 2k skupova iz kojih ¢emo izabrati po jedan element u
podskup. Izbor ovih skupova mozemo da napravimo na (znzf%) = @Z) nacina.
Kako svaki skup A; ima po dva elementa, to za svaki od izabranih skupova
postoje dva nacina da izaberemo jedan element u podskup, pa je ukupan broj
nacina za to jednak 227~2*. Konaéno, od preostalih 2k skupova A; treba izabrati
jos k skupova ¢ija ¢emo oba elementa izabrati u podskup, Sto se moze uraditi

na (Qkk) nacina, tako da je ukupan broj nacina da se izabere podskup skupa X

sa 2n elemenata jednak
n
20\ (2K 520k
> () (3) - =
k=0

Zadaci
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2.7 Multinomijalni koeficijenti

Postoji nekoliko uopstenja pojma binomnog koeficijenta, od kojih su najvazniji
multinomijalni koeficijenti. Razmotrimo sledeéi problem: koliko razli¢itih reéi,
ukljuc¢ujuéi besmislene, moze da se sastavi od slova re¢ci ABRAKADABRA?
Drugim rec¢ima, na koliko razli¢itih na¢ina se mogu preurediti ova slova? Za-
mislimo najpre da se sva slova u reci razlikuju, tako da imamo 5 razli¢itih
slova A itd. Na primer, mozemo da ih ucinimo razli¢itim dodajuéi im indekse:
A1B1R1ASK1A3D1AyBsRoAs. Sada imamo 11 razlicitih slova koja mogu da
se preurede na 11! razli¢itih nacina. Posmatrajmo proizvoljnu re¢ sacinjenu
od “neindeksirane” re¢i ABRAKADABRA, na primer BAKARADABAR. Od
koliko razlicitih “indeksiranih” re¢i mozemo da dobijemo ovu re¢ brisanjem in-
deksa? Indeksi 5 slova A mogu da se rasporede na 5! nacina, indeksi 2 slova
B mogu da se rasporede (nezavisno) na 2! nacina, za 2 slova R takodje imamo
2! moguénosti i konaéno za po jedno slovo K i D imamo po 1! moguénost.
Prema tome, re¢ BAKARADABAR, kao i bilo koju drugu re¢ dobijenu od reci
ABRAKADABRA, mozemo da indeksiramo na 5!2!2!1!1! na¢ina. Broj neindek-
siranih reci, $to je i reSenje problema, jednak je 11!/(5!21211111).

Isti argument vodi i do sledeéeg opsSteg rezultata: ako imamo ki+ko+. .. +kp,
objekata od m razlicitih vrsta, od ¢ega k; jednakih objekata i-te vrste, tada je
broj razli¢itih rasporeda ovih objekata u nizu dat izrazom

(kl—‘y-kg—‘y-—‘y-/{?m)'
kilko!- - k! ’

Ovaj izraz se obi¢no zapisuje kao

ky 4 kot otk
k17k27”'7km

i naziva multinomijalni koeficijent. U sustini, za m = 2 dobijamo binomni
koeficijent, tj. (, " ,) oznacava isto §to i (}). Stavise, svaki multinomijalni
koeficijent se moze predstaviti pomoc¢u binomnih koeficijenata:

(k1+k2+...+km (k14 ke (k1+k2+k3 ki+ko+...+kn
ki,ko,... . km k1 k1 + ko ki+ ...+ kn-1 ’

Najvaznije svojstvo multinomijalnih koeficijenata predstavlja sledeée uop-
Stenje binomne teoreme.

Teorema 2.7.1 (Multinomijalna teorema) Za proizvoljne realne brojeve x1,
T2, ..., Tm & 2a svaki prirodan brojn > 1 vaZi

n .
(T1+z24... o) = Z <k1 ko k >x’f1xl2‘2...xﬁr.
) 7 m

kl)"'ak7rLZO
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Desna strana multinomijalne formule obi¢no ima prilitno mnogo sabiraka,
posto se sabira po svim kompozicijama broja n u m sabiraka, ali se ova teorema
ionako najcesée koristi kako bismo odredili koeficijent uz neki odredjeni ¢lan.
Na primer, multinomijalna teorema nam kaze da je koeficijent uz ¢lan z2y32° u
razvoju izraza (z + y + 2)'0 jednak (2713075) = 2520.

Multinomijalna teorema se moze dokazati indukcijom po n, ali se elegantniji

dokaz moze dobiti tehnikama koje ¢emo obraditi u sledecoj glavi.

Zadaci

2.8 Princip ukljucenja-iskljucenja

Jedan od osnovnih principa prebrojavanja—princip zbira (teorema 2.1.3) tvrdi
da je |[AU B| zbir |A| i |B| kada su A i B disjunktni skupovi. Ako A i B
nisu disjunktni, sabiranjem |A| i | B| elemente preseka | AN B| brojimo dva puta
(sl. 2.6a). Stoga, da bi dobili pravu vrednost |A U B| moramo oduzeti |A N B|:
(2.17) |AUB| = |A| +|B| - |AN B.

Slicno rasudjivanje primenjujemo i u slu¢aju tri skupa (sl. 2.6b). Kada
saberemo |A|, |B| i |C| elemente preseka |[A N B, |[BN C| i |C N A| brojimo
dva puta (ukoliko nisu u preseku sva tri skupa). Da ovo ispravimo, oduzimamo
|[ANB|, |IBNC|i|CnA|l Alisada smo elemente A N B N C, koje smo u
|A| + |B| + |C| brojali tri puta, oduzeli takodje tri puta. Stoga, da bi dobili
pravu vrednost |[A U B U C|, moramo da dodamo |[ANBNC|:

(2.18) |[AUBUC|=(JA|+|B|+|C|))— (JANB|+|BNC|+|CNA|
+lAnBNC.

Slika 2.6: Preseci dva i tri skupa

Primer Na drugoj godini Odseka za matematiku ima 50 studenata. Od njih ¢e
u oktobarskom ispitnom roku 24 iza¢i na matematicku analizu, 20 na algebru
i 13 na diskretnu matematiku. Matematicku analizu i algebru ¢ée polagati 6
studenata, algebru i diskretnu matematiku 5 studenata, a analizu i diskretnu
matematiku 4 studenta. Ako jedino Zlatko polaze sva tri ispita, koliko studenata
nece izad¢i ni na jedan ispit?
Resenje Neka M, A i D oznacaju skupove studenata koji izlaze na matema-
ticku analizu, algebru i diskretnu matematiku, redom. Iz gornjih uslova imamo
da je
|M| + |A| +|D| =24 420 + 13 = 57,
IMNA+|AND|+|DNM|=6+4+5+4=15,
IMNAND|=1.
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1z jednakosti (2.18) imamo
IMUAUD|=57—-15+1=43,

pa je broj studenata koji nece izaci ni na jedan ispit jednak 50 — 43 = 7. |

Prethodno rasudjivanje mozemo da prosirimo i na slucaj n kona¢nih skupova
Ay, Ao, ..., A,. Broj elemenata |A; U Ay U...U A,| dobija se na sledeéi
nacin: saberemo veli¢ine svih skupova, zatim oduzmemo veli¢ine svih preseka
dva skupa, dodamo velicine svih preseka tri skupa, oduzmemo veli¢ine svih
preseka Cetiri skupa, ... U poslednjem koraku, ili dodajemo (za neparno n) ili
oduzimamo (za parno n) veli¢inu preseka svih n skupova.

Kako ovo zapisujemo u obliku formule? Prvi pokusaj bi mogao da bude

|[Aj UAs U...UA,| = |A1] + |A2| + ... + |4,
—|A1 N A — AN A — ... — A1 N A, — [As N Ag| — ... — |[A_1 N A,
+HAITNAsNAs|+ A1 N AN Ay + ...
+(=1)" A N AN N Ayl

Ovo je nezgrapan i ne preterano c¢itljiv nacin da se izrazi tako jednostavno
pravilo. Nesto je bolji zapis koriste¢i sume:

n

[AlUA, UL UA = D A= ) A, N4y
i=1 1<i1<ia<n
+ 0> AL NAL N A,
1<i1<i2<i3<n

— (DA N AN N A,
Ako se prisetimo oznake (%) za skup svih k-elementnih podskupova skupa X,
i ako upotrebimo oznaku slicnu ) za viSestruke preseke i unije, istu formulu
mozemo zapisati i znatno elegantnije:
Teorema 2.8.1 (Princip ukljucenja—iskljucenja) Za konacne skupove Aq, As,

ey, Ay vazi
U N
i=1

iel

n

=) (U )

k=1 IE({Lz,I;..,n})

(2.19)

Da biste bolje shvatili ovu formulu, mogli biste da je proradite detaljno za
sluéaj n = 3. Obratite paznju pri tome da ne meSate brojeve sa skupovimal!
Ako vam je formula (2.19) i dalje suvise duga, postoji jos jedan nacin zapisivanja
principa ukljuc¢enja—iskljucenja:

- Yy

0£IC{1,2,...,n}

n

U4

i=1

(2.20)

(4

iel




2.8. PRINCIP UKLJUCENJA-ISKLJUCENJA 59

Dokaz indukcijom Indukcija je po broju skupova n, s tim $to za bazu in-
dukcije koristimo n = 2. Kao §to znamo, jednacina (2.19) vazi za dva skupa.
Pretpostavimo da ona vazi za proizvoljnih n — 1 konac¢nih skupova. Tada je

n n—1 n—1
4 (UAz)UAn +|An||<UAi>mAn
=1

i=1 i=1
(ovde smo koristili princip ukljucenja-isklju¢enja za dva skupa, tj. |AU B| =
|[A|+|B|—|ANB|sa A=A UAU...UA,_1, B=A,)

n—1

U inay)

i=1

n—1

Ua

i=1

n—1
U
=1

(distributivnost preseka: (X UY)NZ = (X N Z) U (Y N Z); sada koristimo
induktivnu pretpostavku dva puta, jednom za |A; U Ao U ... U A, _1| i jednom
za |(A1NA)U(A2NA,)U.. U (A1 N AL

+ |An| -

n—1

N S EE IR S (e PR RV
k=1 IG({l,z,,.).c,n—l}) el
n—1

S DICHARED N A
k=1 IE(“’Q’”,;’"_”) i€lU{n}

Dokaz je skoro gotov. U prvoj sumi sabiramo, sa odgovaraju¢im znacima,
veli¢ine svih preseka koji ne uklju¢uju skup A,. U drugoj sumi se pojavljuju
veli¢ine svih preseka koji uklju¢uju skup A,, i presek k+1 skupova (tj. k skupova
od Ay, As,...,A,_11jo§ A,) sa znakom —(—1)¥"! = (=1)*. Druga suma ne
ukljucuje |4,|, ali se taj sabirak pojavljuje izmedju dve sume. Sve u svemu,
veli¢ina preseka bilo kojih k& skupova od Ay, Ao, ..., A, pojavljuje se tac¢no jed-
nom u izrazu sa znakom (—1)*~1, §to se slaze sa jednacinom (2.19), pa je dokaz
indukcijom zavrSen. Sada se vidi vaznost razumljivog zapisa ovog principa, jer
bi se bez toga lako izgubili u dokazu. |

Dokaz prebrojavanjem Posmatrajmo proizvoljni element z € A; U Ay U
...UA,. On doprinosi ta¢no 1 veli¢ini unije na levoj strani jednacine (2.19).
Razmotrimo sada koliko « doprinosi velicinama raznih preseka na desnoj strani
ove jednacine. Neka je j broj skupova A; koji sadrze x. Preimenujmo skupove
tako da se x sadrzi u skupovima A;, Ag, ..., A;.
Sada se element x pojavljuje u preseku svake k-torke skupova od A, Ao,
.., Aj iniu jednom drugom preseku. Posto postoji (i) k-elementnih pod-
skupova skupa sa j elemenata, x se pojavljuje u (i) preseka k-torki skupova.
Veli¢ine preseka k-torki skupova se mnoze sa (—1)*~!, tako da na desnoj strani
jednacine (2.19) z doprinosi vrednoséu

Q@)
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Po jednacini (2.8) za zbir binomnih koeficijenata sa naizmeni¢nim znacima,
gornji izraz je jednak 1. Doprinos z obema stranama jednacine (2.19) je jed-
nak 1, pa jednacina vazi. |

Primer Jednog zimskog dana poslanici, njih n na broju, dolaze na zasedanje
Skupstine i ostavljaju svoje kapute u garderobi. Po zavrsetku zasedanja, starija
gospodja iz garderobe, mozda potpuno rasejana, mozda skoro slepa posle mnogo
godina rada u slabo osvetljenoj garderobi, izdaje jedan kaput svakom poslaniku.
Na koliko nac¢ina ona moze da izda kapute tako da nijedan poslanik ne dobije
svoj kaput?

ResSenje Preformulisimo ovaj problem koristeéi permutacije. Ako oznac¢imo
poslanike brojevima 1,2,...,n, kao i njihove kapute, tada izdavanje kaputa iz
garderobe odgovara permutaciji w skupa {1,2,...,n}, gde je 7(i) broj kaputa
koji je vracen i-tom poslaniku. NasSe pitanje sada glasi: koliko ima permutacija
7 tako da je (i) # i za svako i = 1,2,...,n?

Neka je S, skup svih permutacija skupa {1,2,...,n} iza i = 1,2,...,n
neka je A; = {7 € S,:7(i) = i}. Kazemo da elementi skupa A, (kojeg ¢ine
permutacije!) fiksiraju i. Koristeéi princip ukljuéenja-iskljucenja prebrojac¢emo
“lose” permutacije, tj. one koje fiksiraju bar jedan broj. LoSe permutacije su
upravo one koje se nalaze u uniji A; UAsU...UA,.

Da bi primenili princip ukljucenja-iskljuc¢enja moramo da nadjemo veli¢inu
preseka k-torke skupova A;. Lako se vidi da je |A;| = (n — 1)!, jer je w(i) = ¢
fiksirano, a preostali brojevi se mogu proizvoljno poredjati. Koje permutacije
leze u A; N A;? Upravo one koje fiksiraju brojeve i i j (dok se preostalih n — 2
brojeva moze poredjati proizvoljno), tako da je |4; N A;| = (n—2)!. Opétije, za
proizvoljne i1 < iy < ... < i} imamo da je |A;; N4, N...NA; | =(n—k)!, pa
princip ukljucenja-iskljucenja daje

Ay UA U UA,| = Zn:(—l)’“’1 (Z) (n— k)= i(—l)kfl%!'
k

k=1 =1

Ovim smo izrac¢unali broj losih permutacija (koje fiksiraju bar jedan broj), pa
je broj permutacija koje ne fiksiraju nijedan broj jednak

| | |

D(n):n!—|A1UA2U...UAn|:n!—ﬁ—l—a—-n—l—(—l) ok [ |
Napomena Primetimo da je
1 1 nl
D(n):n!(l—ﬂ—l—a—n-—k(—l) a)

Kao $to smo nauéili u analizi, red u zagradi konvergira ka ™! kada n — oo (gde je e
Ojlerov broj) i to veoma brzo. Prema tome, vazi priblizna ocena D(n) = n!/e.

Primer Neka su X i Y konacni skupovi sa |X| = n i |Y] = m. Ve¢ nam
je poznato da postoji m"™ funkcija koje preslikavaju X u Y. Koliko od ovih
funkcija je na?
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Resenje Kaoiu prethodnom primeru, iskoristi¢emo princip ukljuc¢enja-isklju-
¢enja da mnajpre prebrojimo objekte (funkcije) koje ne zadovoljavaju trazeni
uslov (nisu na). Tada je broj funkcija na jednak razlici izmedju ukupnog broja
funkcija m™ i broja “losih” funkcija.

Bez gubitka opstosti, pretpostavimo da je Y = {1,2,...,m}. Neka A;
oznacava skup funkcija koje preslikavaju X u Y i pritom ne uzimaju vrednost 1.
Ako funkcija f: X +— Y nije na, tada postoji i € Y tako da za svako x € X vazi
f(z) # 4. Samim tim, funkcija f pripada skupu 4;, pa zaklju¢ujemo da funkcija
nije na ako i samo ako pripada skupu A; U A U...U A,,.

Koliko ima funkcija u skupu A;7 Skup A; sadrzi sve funkcije koje preslikavaju
X u Y\ {i}, pa je stoga |4;| = (m — 1)". Skup A; N A; sadrzi funkcije koje
ne uzimaju vrednosti ¢ i j, tj. sve funkcije koje preslikavaju X u Y \ {i,j},
pa je |[A; N A;| = (m —2)". U opstem slucaju, 4;, N A;, N...N A;, sadrzi
sve funkcije koje ne uzimaju nijednu od vrednosti i1, 2, ..., ik, tako da je
A, N A, N...NA; | = (m — k)" Sada po principu ukljucenja-iskljucenja
imamo da je

A1 UAsU. . UAp| = f:(_nk*l (’:) (m — k)"

k=1
Prema tome, ukupan broj funkcija na je jednak

m

= Y () = () m

k=1 k=0

Napomena Ako vrednost >, (—1)*"! (Z’) (m—k)™ podelimo sa m!, dobijamo ceo
broj koji se naziva Stirlingov broj druge vrste i oznacava sa {:L} Ovi brojevi
se pojavljuju prilikom prebrojavanja podela n-elementnog skupa na m medjusobno
disjunktnih podskupova. Nekoliko svojstava ovih brojeva naéi éete u zadacima.

Zadaci
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Glava 3

Funkcije generatrise

3.1 Funkcije generatrise

U prethodnim odeljcima smo se upoznali sa osnovnim tehnikama prebrojavanja
konaé¢nih skupova. Sada ¢emo predstaviti jos jednu vaznu tehniku prebroja-
vanja. Osnovna ideja, sasvim iznenadjujuéa, je da beskonatnom nizu realnih
brojeva dodelimo odredjenu neprekidnu funkciju, tzv. funkciju generatrisu niza.
Problemi nad nizom se tada mogu prevesti na jezik neprekidnih funkcija i poz-
nate analiticke metode.

U ovakvom uvodnom tekstu, mi éemo obraditi samo jednostavnije primere,
koji se u vecini slucajeva, koristecéi raznorazne trikove, mogu resiti i bez primene
funkcija generatrisa. Medjutim, ovo ne znaci da funkcije generatrise ne treba
uciti. One predstavljaju veoma moénu tehniku prebrojavanja: postoji mnogo
slozenih problema za Cije se reSavanje ostale tehnike ne mogu primeniti ili
postaju suvise komplikovane.

Kako mnozimo polinome p(x) = z + 22 + 23 + 2% i q(2) = o + 23 + 21?
Jednostavno pravilo kaze da treba da pomnozimo svaki ¢lan iz p(z) sa svakim
¢lanom iz ¢(x) i da zatim saberemo sve dobijene proizvode. Njihovo sabiranje
je u ovom sluc¢aju jednostavno, jer su svi koeficijenti jednaki 1. Tako odmah
dobijamo da je p(x)q(z) = 2® + 227 + 225 + 325 + 22% + 23 + 2%

Hajde sada da razmotrimo drugacije pitanje. Izaberimo neki stepen x, na
primer z°, i zelimo da saznamo koliki je koeficijent uz 2° u proizvodu p(x)q(z),
ali bez racunanja celog proizvoda. U ovom sluéaju, z° se dobija mnoZenjem
¢lana x iz p(z) sa ¢lanom z* iz g(z), takodje i mnozenjem ¢clana 2? iz p(x) sa
¢lanom 23 iz q(x) i konaéno, mnozenjem ¢lana z# iz p(x) sa ¢lanom z iz ¢(z).
Svaki od ovih proizvoda dodaje 1 na odgovarajuéi koeficijent, pa mozemo da
zakljuéimo da je koeficijent uz x° jednak 3.

63
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Ovo je, u sustini, isto kao kada bismo imali ¢etiri zlatna nov¢ic¢a sa vred-
nostima od 1, 2, 3 i 4 dinara (ovo su stepeni promenljive z u p(x)) i tri sre-
brna novéica sa vrednostima od 1, 3 i 4 dinara (koji odgovaraju stepenima
promenljive z u ¢(z)) i kada bismo pitali na koliko na¢ina se moze platiti 5 dinara
pomocu jednog zlatnog i jednog srebrnog novéi¢a. Matematicki re¢eno, koefici-
jent uz 2° je jednak broju uredjenih parova (i, 5), gde je i +j = 5, i € {1,2,3,4}
ije{l,3,4}.

Sada ¢emo razmatranja koja smo izlozili za dva odredjena polinoma da izraz-
imo nesto uopstenije. Neka su I i J konaé¢ni skupovi prirodnih brojeva. Formi-
rajmo polinome p(x) = 37, " i q(x) =, ;2/ (primetimo da su koeficijenti
u ovim polinomima nule i jedinice). Tada je, za svaki prirodan broj r, broj
reSenja (7, 7) jednacine

t+j=r
gdejei e Iije J,jednak koeficijentu uz z" u proizvodu p(z)q(x).

Sledede, jos interesantnije uopstenje ovog razmatranja bavi se proizvodom 3

i viSe polinoma.

Primer Na koliko nacina se moze platiti iznos od 21 dinara ako imamo Sest
novcic¢a od 1 dinara, pet novéic¢a od 2 dinara i ¢etiri novéic¢a od 5 dinara?

ResSenje Trazeni broj jednak je broju reSenja jednacine
i1 +io +i3 =21
gde je
i1 €{0,1,2,3,4,5,6},i2 € {0,2,4,6,8,10} i 15€ {0,5,10,15,20}.

Ovde 71 oznacava deo iznosa placen nové¢i¢ima od 1 dinara, i3 deo iznosa placen
nové¢i¢ima od 2 dinara, a i3 deo iznosa pla¢en nové¢i¢ima od 5 dinara.

Ovog puta tvrdimo da je broj reSenja ove jednacine jednak koeficijentu uz x
u proizvodu

21

(I+z+a+...+2% (1+22 +2* + 2%+ 2% 4+ 219)
(1 + 2P 4 10 4 p15 Jrmzo)
(naravno, posle sredjivanja ovog izraza). Zaista, ¢lan sa 2! se dobija tako §to
se pomnoze neki ¢lan z' iz prvog para zagrada, neki ¢lan 2% iz drugog para
zagrada i neki ¢lan x%8 iz treéeg para zagrada, ali tako da je i1 + io + i3 = 21.

Svaki takav izbor brojeva i1, is i i3 dodaje 1 na odgovarajuéi koeficijent u
proizvodu. ]

Kombinatorno znacenje binomne teoreme

Jedan od oblika binomne teoreme tvrdi da je

s e =(g) (D (5)e e (D)o
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Na levoj strani imamo proizvod n polinoma—svaki je jednak 1 4+ x. Analogno
prethodnim razmatranjima sa novei¢ima, koeficijent uz =" posle mnozenja i
sredjivanja predstavlja broj resenja jednacine

i1+i2+...+in:T,

gde je i1,i9,...,i, € {0,1}. Svako redenje ove jednaline oznacava izbor r
promenljivih od i1, i3, ..., i, koje su jednake 1—preostalih n — r promenljivih
mora da bude jednako 0. Broj ovakvih izbora je isti kao i broj r-to¢lanih pod-
skupova skupa sa n elemenata, tj. (:f) Ovo znaci da je koeficijent uz 2" u
proizvodu (1+ x)™ jednak (:f) Upravo smo dokazali binomnu teoremu na kom-
binatorni nacin!

Vestim igranjem sa polinomom (1+z)" i njemu sliénim, mozemo da dobijemo
razne binomne identitete. U odeljku 2.5 ve¢ smo videli neke od njih: formule

h—0 (Z) =271 ZZ:O(—l)k(Z) = 0 dobijene su, redom, zamenom x = 1 i
x=-—1u(3.1).

Primer Za svakon > 1 vazi
3 k(Z) — 2,
k=0

Resenje Ova jednakost se dobija diferenciranjem (3.1) po promenljivoj x.
Na obe strane kao rezultat mora da se dobije isti polinom. Diferenciranjem
leve strane dobija se n(1 + z)"~!, a diferenciranjem desne strane dobija se
Sr_ok(})a" !, Zamenom z = 1 dobijamo trazeni identitet. [ ]

Stepeni redovi

Definicija 3.1.1 Stepeni red je beskonacna suma oblika
ao + a1z + asz® + ...+ apz" + ...,
gde su ag, a1, G2, ..., Gy, ...realns brojevi, a = je realna promenljival.
Jednostavan primer stepenog reda je
I+z+a?+...+a"+...

(svi a; su jednaki 1). Ovo je veé poznata geometrijska progresija koja, u sluéaju
da je z € (—1,1), ima vrednost ﬁ U ovom smislu, stepeni red (3.1) odred-

juje funkciju ﬁ S druge strane, ova funkcija ve¢ sadrzi sve podatke o ste-

penom redu (3.1). Zaista, ako diferenciramo funkciju k puta i stavimo x = 0
u rezultat, dobiéemo taéno k! puta koeficijent uz z* u stepenom redu. Drugim

IPonekad je od velike koristi posmatrati « kao kompleksnu promenljivu i primeniti metode
iz kompleksne analize. Ali mi se time ovde neéemo baviti.
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recima, stepeni red (3.1) je Taylorov red funkcije ﬁ u tacki x = 0. Prema

tome, funkciju ﬁ mozemo da zamislimo kao inkarnaciju beskona¢nog niza
(1,1,1,...) i obrnuto. Ovakvo pretvaranje beskona¢nih nizova u funkcije i nazad
je temelj tehnike funkcija generatrisa.
Neka je (ag,a1,as,...,an,...) niz realnih brojeva. Iz matematicke analize
je poznato da ako postoji realni broj K tako da je |a,| < K™ za svako n > 1,
11

tada red a(z) = Y50 a;2° konvergira za svako z € (— 4, +). StaviSe, funkcija

a(x) ima izvode svih redova u tacki 0 i pritom vazi da je

a; = a(z). (O> .
il

Mi se ovde ne¢emo zamarati proverom da li dobijeni stepeni redovi konver-
giraju u nekoj okolini tacke 0. Obic¢no je to lako. Sem toga, u mnogo slucajeva
ta se provera moze izbeé¢i na sledeéi nacin: kada pronadjemo taéno resenje
problema koriste¢i funkcije generatrise, ¢ak i na sumnjiv nacin, to resenje se
moze proveriti nekim drugim metodom, na primer pomoéu indukcije. Stavise,
postoji posebna teorija takozvanih formalnih stepenih redova koja omogucava
nesmetan rad ¢ak i sa stepenim redovima koji nikad ne konvergiraju (sem u 0).
Da zaklju¢imo, konvergencija nikad nije bitno pitanje u primenama funkcija
generatrisa.

Sada kona¢no mozemo i da kazemo sta je funkcija generatrisa:

Definicija 3.1.2 Neka je (ag, a1, a2, ..., an,...) niz realnih brojeva. Pod funkci-
jom generatrise? ovog niza podrazumeva se stepeni red

a(x):ao+a1$+a2$2+...+anx”+....

Ako niz (ag,a1,as,...,an,...) ima samo kona¢no mnogo nenula ¢lanova,
tada je funkcija generatrise obican polinom. Sada mozemo da vidimo da smo
na pocetku ovog odeljka u stvari koristili funkcije generatrise, samo $to ih nismo
tako zvali.

Uopstena binomna teorema

Veé smo videli da se binomna teorema (3.1) moze formulisati kao rezultat o
koeficijentima polinoma (1 + z)". Za geometrijsku progresiju sa koli¢nikom —x
vazi

1
1— o+t = =(1+z)"
T+t 4.+ (=) " T (1+4)

Za svako m € N izraz (14 2)~™ mozemo da posmatramo kao proizvod stepenih
redova jednakih (1 + z)~!. Naravno, ono §to bismo voleli da imamo je formula
za koeficijent uz 2™ u rezultujuéem stepenom redu. Ova formula je veoma
jednostavna i omoguéi¢e nam da uopStimo binomnu teoremu i na negativne
brojeve.

2Strogo govoreéi, ovo je obicna funkcija generatrise, s obzirom da postoje i druge vrste
funkcija generatrise. Ali kako se njima neéemo baviti, jednostavno ¢emo izbaciti re¢ “obi¢na”.
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Teorema 3.1.3 Koeficijent uz ™ u stepenom redu (1 + x)~"™ jednak je

cor (M),

Dokaz Da izbegnemo znak minus, posmatra¢emo (1—z)~" umesto (1+x)~
Krajnji rezultat dobijamo zamenom x sa —x.
Posto je

m

A—z) ' =14z+2®+.. +a2"+...,
vidimo da je (1 —x)~™ proizvod m ¢inilaca, od kojih je svaki jednak stepenom
redu 14+ z+2%4...4+2" +.... Pokaza¢emo da je koeficijent uz z™ u proizvodu
ovih m ¢inilaca jednak broju neuredjenih izbora n elemenata sa ponavljanjem
iz skupa od m elemenata.

Pretpostavimo da svaki ¢inilac ima svoj marker, koji je u pocetku postavl-
jen na broju 1, i da korak-po-korak pravimo neuredjeni izbor n elemenata sa
ponavljanjem iz skupa od ovih m ¢inilaca. Svaki put kada izaberemo odredjeni
C¢inilac, njegov marker pomeramo na sledeéi ¢lan, tako da ako je taj ¢inilac iz-
abran i puta njegov marker ée zavrsiti na ¢lanu 2°. Prema tome, za svaki od
(m+:_l) moguéih izbora mi dobijamo po jedan skup markiranih ¢lanova, po
jedan iz svakog ¢inioca, ¢iji je proizvod jednak x™. Kako svaki od ovih skupova
dodaje 1 na koeficijent uz 2™ kada se ¢inioci izmnoze, zaklju¢ujemo da je koefi-
cijent uz z™ jednak (mt’:_l).

Zamenom x sa —x sada dobijamo rezultat kako je naveden u teoremi. |

Primer Koeficijent uz 2™ u stepenom redu (1 + z)~2 jednak je
24+n—-1 n+1

1) — (~1)" — (=1)"(n +1).

(T = o (M) = o

Sada mozemo da pisemo

(A+2)2=1-20+32>— ...+ (-)"(n+1)z"+.... A

Definicija 3.1.4 Za proizvoljan realni broj o i svaki nenegativni broj k, bi-
nomni koeficijent (Z) se definise pomocu
a\ ala—1)(a—=2)---(a—k+1)
k) k!
Ova definicija je prosirenje uobicajene definicije 2.4.2 binomnog koeficijenta,

jer kada je a jednako nekom nenegativnom celom broju n, dobijamo istu formulu
za (}) kao u definiciji 2.4.2.

Primetimo da kada je o = —m za neki prirodan broj m, tada vazi
-m\ _ (=m)(=m-—-1)(-m—-2)---(-m—n+1)
n N n!

amm+1)(m+2)---(m+n-1)
n!

= (-1

~ (e (m +: - 1)
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Sada uz ovakvu prosirenu definiciju binomnog koeficijenta, iz teorema 2.5.4
i 3.1.3 zaklju¢ujemo da za proizvoljan ceo broj n vazi uopstena binomna teorema:

(3.2) (1+x)”:<g>+<7f>x+(Z>x2+...+<2)xk+....

Inace, uopstena binomna teorema ostaje da vazi i u slu¢aju kada je n proizvoljan
realan broj.
Ovaj opsti oblik je funkcija generatrise, ali kada je n prirodan broj tada vazi

(Z) =0 zasvako k > n,

pa se desna strana jednakosti svodi na polinom.

Zamenom x nekim drugim izrazom u uops$tenoj binomnoj teoremi mozemo
da dobijemo razna njena dalja uopstenja. Mi ¢emo za nasa razmatranja nekoliko
puta da koristimo stepeni red za (1 — Az)~™, koji je jednak

m+n—1
n

(1—)\;5)—m:1+m)\m+~-~+< ))\”x"+....

Zadaci

3.2 Nalazenje funkcija generatrise

U ovom odeljku baviéemo se nekim vaznim operacijama za “sastavljanje” funkcija
generatrisa iz ve¢ poznatih “delova”’. Kroz ceo odeljak, neka su (ag, a1, as, . ..)
i (b, b1,ba,...) nizovi, a a(x) 1 b(z) njihove funkcije generatrise.
Sabiranje nizova
Ako nizove sabiramo ¢lan po ¢lan, odgovaraju¢a operacija sa funkcijama
generatrisa je prosto njihovo sabiranje. Tacnije, niz (ag + bo, a1 + by, as+bs,...)
ima funkciju generatrise a(z) + b(x).
Mnozenje niza realnim brojem
Jos jedna prosta operacija je mnoZenje fiksnim realnim brojem «. Naime,
niz (aag, @ay, aas, . ..) ima funkciju generatrise aa(x).
Pomeranje niza udesno
Ako je n prirodan broj, tada funkcija generatrise 2™a(z) odgovara nizu
(0,0,. .. ,0,(107(117(127. . )
—_——
nx

Ovo je veoma korisno kada niz treba pomeriti udesno za odredjeni broj mesta.
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Pomeranje niza ulevo

Sta da radimo ako niz zelimo da pomerimo ulevo za n mesta kako bismo
dobili funkciju generatrisu za niz (an,a@n41,@ni2,...)? Ocigledno, neophodno
je da a(x) podelimo sa z™, ali ne smemo da zaboravimo da pre toga oduzmemo
njenih prvih n sabiraka. Funkcija generatrise za gornji niz je

a(z) — (ap + a1z + asx? + ...+ ap_12" 1)
mn

Zamena promenljive = sa ax

Neka je « fiksni realni broj i posmatrajmo funkciju ¢(x) = a(ax). Tada je
c(z) funkcija generatrise za niz (ag, aar, a’as, . . .).

Na primer, znamo da je ﬁ funkcija generatrise za niz koji sadrzi samo
jedinice. Prema upravo datom pravilu, tada je ﬁ funkcija generatrise niza
koji se sastoji od stepena broja 2: (1,2,4,8,...).

Ova operacija se takodje koristi u slede¢em triku kojim se svi ¢lanovi niza na
neparnim mestima zamenjuju sa 0: kao sto i sam ¢italac moze lako da proveri,
funkcija 3 (a(z) + a(—z)) je funkcija generatrise za niz (ao,0,az2,0,a4,0,...).

Zamena promenljive = sa z"

Jos jedna mogucénost je zamena promenljive x sa ™. Ovo daje funkciju gen-
eratrisu za niz Ciji je ¢lan sa rednim brojem nk jednak k-tom ¢lanu originalnog
niza, dok su ostali ¢lanovi niza jednaki 0. Na primer, funkcija a(x?®) generise niz
(ao, 0,0,al,(), 0, as, O,O7 . )

Primer Nadi funkciju generatrisu za niz
(1,1,2,2,4,4,8,8,...),
tj. za niz a, = oln/2]

ResSenje Kao §to smo veé videli, niz (1,2,4,8,...) ima funkciju generatrisu

ﬁ. Zamenom z sa x? dobijamo da je ﬁ funkcija generatrisa za niz
(1,0,2,0,4,0,8,0,...). MnozZenjem sa z dalje dobijamo da je 11_712902 funkcija
generatrisa za niz (0, 1,0,2,0,4,0,8,...), a na kraju sabiranjem ove dve funkcije

generatrise dobijamo i da je trazena funkcija generatrisa jednaka 15;; . |

Diferenciranje i integracija

Popularne operacije iz matematicke analize, diferenciranjei integracija funkcija
generatrisa imaju sledeée znacenje na jeziku nizova.
Izvod a'(x) funkcije a(x) odgovara nizu

(a1,2a2,3a3, ey (Tl + 1)an+1, .. )

Tacnije, ¢lan sa rednim brojem k jednak je (k+1)agt1 (stepeni red se diferencira
¢lan po ¢lan isto kao i polinom).
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Funkcija generatrisa fow a(t)dt odgovara nizu

1 1 1 1
(07 ao, iala §a2; Za3a ceey ﬁan—la <. ')a

tj. za sve k > 1, ¢lan sa rednim brojem k jednak je %ak_l.

Primer Nadéi funkciju generatrisu za niz kvadrata (12,22,32,...), tj. za niz
a, = (n+1)=%

ResSenje Pocinjemo sa nizom koji se sastoji samo od jedinica i ¢ija je funkcija

generatrise ﬁ Po prethodnom pravilu, prvi izvod ove funkcije, ﬁ, odgo-
2

vara nizu (1,2,3,4,...). Po istom pravilu, drugi izvod ove funkcije, =l
odgovara nizu (2-1,3-2,4-3,...). Clan sa rednim brojem k ima vrednost
(k+2)(k+1) = (k+1)2 + k + 1. PoSto mi 7elimo niz sa opstim ¢lanom ay =
(k 4+ 1)2, treba jo§ samo da oduzmemo funkciju generatrisu za niz (1,2,3,...).
Dobijamo da je trazena funkcija generatrise jednaka

2 1

- T-oZ ™

Mnozenje funkcija generatrisa

Mnozenje funkcija generatrisa je ujedno i najzanimljivija operacija. Proizvod
a(x)b(z) je funkcija generatrisa za niz (¢, c1, ca, . . .), gde su koeficijenti ¢ dati
pomodu:

Cy = aobo
a1 = apbr +aiby
Cy = a062 + a1b1 + a2b0

i uopste mozemo da piSemo

k
Cr = E aibk,i.
i=0

Ovo se lako pamti—koeficijenti proizvoda a(x)b(x) sve do k-tog su isti kao i
proizvodu polinoma (ag 4+ a1 + ... + apx®) i (bg + b1x + ... + bpa®).

Napomena Operacije koje smo naveli u ovom odeljku nisu korisne samo za
nalazenje funkcije generatrise koja odgovara datom nizu, veé i za nalazenje niza
koji odgovara datoj funkciji generatrise. U principu, ovaj problem se uvek moze
resiti pomoéu Taylorovog reda, tj. ponovljenim diferenciranjem, ali ova tehnika
u praksi retko daje dobre rezultate.
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Ovaj odeljak zavrsavamo primerom primene funkcija generatrise. Dalji primeri
su dati u zadacima, a neki vazniji problemi ¢e biti obradjeni u slede¢im odeljcima.

Primer Kutija sadrzi 30 crvenih, 40 plavih i 50 belih lopti. Lopte iste boje se
ne razlikuju medjusobno. Na koliko nac¢ina se moze izabrati 70 lopti iz kutije?

Resenje Kao sto veé¢ znamo iz prethodnog odeljka, broj koji trazimo je jednak
koeficijentu uz z7° u proizvodu

I+z+22+.. .+ +o+22+. . +20)0+2z+22+... +2%).

Ovaj izraz ne¢emo da mnozimo. Umesto toga piSemo
31

]__
l4z4+a®+.. . 4+20=""2"

11—z’

Sto je ve¢ poznati zbir konaéne geometrijske progresije. Ceo proizvod se sada
moze prepisati kao

1—a311— g1 —go! 1

l-z l-z l-=x (1—x)g(l—x31)(1—x41)(1_$51).

Cinilac (1 — 2)~2 moze da se razvije u stepeni red prema uopstenoj binomnoj
teoremi (3.2). U proizvodu preostalih ¢inilaca (1—23!)(1—z4)(1—2°!), dovoljno
je nadi koeficijente stepena do 27, §to je sasvim lako. Stoga dobijamo proizvod

((;) + (;>x+ (;L)xQ—k...) (1—2% — o — g5l 4.,

gde --- u drugom paru zagrada stoje za stepene veée od z7°. Koeficijent uz z°
u ovom proizvodu jednak je (70;2) — (7O+§_31) — (70+§_41) — (70+§_51) = 1061.
|

Zadaci

3.3 Rekurentne jednacine

e Resavanje homogenih linearnih rekurentnih jednacina, Nesetril 10.3 i Biggs
18.5

e Fibonacci-jevi brojevi kao primer

e Primeri nehomogenih rekurentnih jednacina

3.4 Particije prirodnih brojeva

e Particije prirodnih brojeva i njihova funkcija generatrise, Biggs 19.3
e Komentar o Hardy-jevoj i Ramanujan-ovoj proceni za p,

e Funkcija generatrise za ogranicene particije, Biggs 19.4
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3.5 Catalan-ovi brojevi

Definicija pozicionih binarnih stabala
Prebrojavanje pomoc¢u funkcija generatrisa (obe stvari kao u Nesetril-u)
Definicija Catalan-ovih brojeva

Korektni nizovi zagrada
(bijekcija: “Stablo” j-; “( Levo_podstablo ) Desno_podstablo” )

Problem izlaza sa steka

Medju probleme stavi direktan dokaz jednacine za korektne nizove zagrada
i preostale probleme iz NeSetril-ove knjige

3.6 Metod zmijskog ulja

Metod zmijskog ulja, Wilf
Primeri, Wilf



Glava 4

Teorija grafova

4.1 Sta je graf?

Pojam grafa
e Izbor modela i problema iz stvarnog sveta gde se pojavljuju grafovi (West-
ova knjiga?)
e Definicija (jednostavnog neorijentisanog) grafa
e Crtezi grafova (sa primerima)
e Posebne klase grafova (K, Cn, Py, Kmnn)
e Definicija matrice susedstva i matrice incidentnosti
e Definicija izomorfizma grafova sa primerom
e Invarijante grafova
e Problem postojanja izomorfizma
e Definicije susedstva Ng(v), stepena dg(v), regularnosti, 6(G) i A(G)
e Prva teorema iz teorije grafova

e Lema o rukovanju

Podgrafovi
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e Definicija podgrafa i indukovanog podgrafa i primer (recenica da je graf
nadgraf svojih podgrafa)

e Oznake za podgrafove i G —v, G —e, kaoi G+v, G+e

e Definicija komplementa, kompletnog podgrafa i nezavisnog skupa ¢vorova

Povezanost

e Putevi i konture u grafu (duzina puteva i kontura, dijametar; radijus u
problemima)
e Definicija povezanosti pomocéu puteva izmedju ¢vorova

e Primer povezanog i nepovezanog grafa

e Setnje u grafovima (ovde ukljuciti i definiciju “trail”’-ova, kao u knjizi
D.West-a), svaka Setnja sadrzi put (West, lemma 1.2.6, p.16), svaka neparna
zatvorena Setnja sadrzi neparan ciklus (West, lemma 1.2.7, p.17)

e Relacija povezanosti izmedju ¢vorova, definicija komponenti (povezanosti)
kao klasa ekvivalencije i opazanje da su komponente maksimalni povezani
podgrafovi

e Primer komponenti iz prethodnog primera nepovezanih grafova
e Teorema o povezanosti

e Definicija mostova i artikulacionih ¢vorova

Rastojanje

e Definicija rastojanja izmedju ¢vorova

e Opazanje da je rastojanje metrika na ¢vorovima grafa i da ima jos dve
osobine (celobrojne vrednosti, unutrasnji ¢vor), kao i da su takve metrike
obavezno metrike grafova (zadatak)

Bipartitni grafovi

e Definicija bipartitnosti

e Teorema da je graf G bipartitan ako i samo ako ne sadrzi neparne konture
Ekstremni grafovi

e Teorema o najvecem broju grana u grafu bez trouglova

e Turanova teorema
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4.2

Stabla

Definicija stabala

Primedba o njihovom znac¢aju u rac¢unarskim naukama i drugim granama
nauke; primer

Teorema o karakterizaciji

Posledica da svako stablo ima bar dva lista

Definicija ekscentriciteta

Primer stabla sa ekscentricitetima

Definicija centra

Teorema o centru stabla

Fundamentalne konture:

Definicija kostabla, njegovih tetiva i fundamentalnih kontura

Definicija binarne sume i vektorskog prostora kontura (vektorski prostor
zatvorenih Setnji; linearna nezavisnost vektora pod binarnom sumom)

Teorema da fundamentalne konture predstavljaju bazu ovog vektorskog
prostora

Posledice o dimenziji ovog prostora i ciklomaticki broj

Preseci idu u probleme!

Da li treba spojiti ovu sekciju sa fundamentalnim ciklusima? Ima vremena
za takvu odluku ...

4.3 Prebrojavanje razapinjucih stabala

Problem prebrojavanja razapinjuéih stabala

Cayley-jeva teorema

Dokaz pomoéu Priifer-ovog koda

Najnoviji dokaz iz “Proofs from THE BOOK”

U zadatke ubaciti: Generatingfunctionology, p. 163, problem 18
Matrix-tree teorema

Definicija usmerenog stabla iz S. Even-ove knjige

Dokaz pomoéu determinanti?

Jos dva dokaza Cayley-jeve teoreme pomocu stepenog niza ¢e se nadi
medju problemima



76 GLAVA 4. TEORIJA GRAFOVA

4.4 Ojlerovi i Hamiltonovi grafovi

e Definicija originalnog, Konigsberg-skog problema mostova i njegovo svod-
jenje na problem crtanja graf pomocu jedne zatvorene linije

Teorema da je G Ojlerov graf ako i samo ako je povezan i svaki ¢vor ima
paran stepen

U zadacima stavi verziju teoreme sa Ojlerovim putem

Definicija Hamiltonovog puta i konture, i nekoliko osnovnih teorema koje
garantuju njihovo postojanje. BEZ HAMILTONOVOG ZATVORENJA!

4.5 Sparivanja u bipartitnim grafovima

Po knjizi R.Diestel-a, sekcije 2.1 i1 2.2, uz pomoc knjige N.Biggs-a, sekcije 10.4—
10.6: Malo vise re¢i na pocetku o uvetavajuéim putevima, pa tek onda preéi
na Diestel-ove rezultate. Zadrzati se samo na bipartitnim grafovima. Pric¢a o
transverzalama (sistemima razli¢itih predstavnika).

Dakle:

e primeri problema

e Holova teorema, deficijencija

e uvecavajuci putevi, definicija, teorema, kako ih primeniti

e transverzale

4.6 Jaca povezanost

Po knjizi R.Diestel-a:
Definicije iz sekcije 1.4
Struktura 2-povezanih grafova iz sekcije 3.1
Menger-ove teoreme iz sekcije 3.3 (bez uvodjenja fanova)

4.7 Spektar grafa

Moje vidjenje, potpomognuto knjigom D.West-a:

Karakteristi¢ni polinom i definicija spektra

Broj setnji preko matrice susedstva

Osvrt na nekoliko neophodnih rezultata iz linearne algebre, ukljué¢ujuéi min-
imalni polinom

Povezanost i spektri, onako!

Bipartitnost grafa

Dijametar grafa ograni¢en brojem sopstvenih vrednosti

Teorema o preplitanju



4.7. SPEKTAR GRAFA

Rejlijev odnos

Najveéa sopstvena vrednost je izmedju §(G) i A(G)
Najveca sopstvena vrednost regularnog grafa
Najvecta sopstvena vrednost neregularnog grafa?

7
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Glava 5

Algoritmi na grafovima

Osim navedenih sekcija, ova glava bi trebalo da sadrzi i uvodni tekst o kom-
pleksnosti algoritama i uporedjivanju funkcija. Mislim da to treba objasniti Sto
je jednostavnije moguce, tako da ¢u kratku pricu o tome staviti unutar prvog
poglavlja, zajedno sa pricom o DFS i BFS.

Uvod za DFS i BFS: Veéina grafovskih algoritama zahteva sistematican
metod za obilazenje ¢vorova grafa. U sekcijama 5.1.1 i 5.1.2 opisa¢emo dva
popularna metoda koja su pogodna za mnoge probleme. Takodje ¢emo dati
primere jednostavnih algoritama koji koriste ove metode.

Matri¢na reprezentacija grafova ¢e se naci jos u prvom poglavlju prethodne
glave, dok ce se teorema o stepenima matrice susedstva naci u poglavlju o spek-
trima grafova.

e Poziv na definiciju matrice susedstva A
e Definicija liste susedstva T'
e Primer oba pojma na istom grafu S (moze da bude iz S. Even-ove knjige)

e Poziv na teoremu o stepenima matrice susedstva

5.1 Obilazak ¢évorova grafa

5.1.1 DFS i povezanost
e Opis DFS, definicija isturenih i uvuéenih grana (forward i backward grane)
e Algoritam u pseudo-kodu, primer na istom grafu S

e Teorema 1.6 iz Gibbons-a
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Kompleksnost DFS

Primena na povezanost (broj komponenti) sa dokazom korektnosti

5.1.2 BFS i najkraci putevi

Opis BFS
Algoritam u pseudo-kodu, primer na istom grafu S
Kompleksnost BFS

Primena na odredjivanje najkra¢ih puteva u obi¢nim grafovima sa doka-
zom korektnosti (Koristi recenicu: BFS takodje moze da se koristi za
proveru povezanosti grafa kao i DFS. Ovde ¢emo opisati drugu jednos-
tavnu primenu BFS-a.)

5.1.3 Nalazenje blokova grafa

Primena DFS-a za nalazenje blokova grafa.

5.2 Orijentisani grafovi

5.2.1 Tranzitivno zatvorenje

Proveri Sedgewick-a Glava 32.

Definicija orijentisanog grafa, slabe i jake povezanosti, promena u DFS
razapinjuéoj Sumi, efektima na reprezentaciju grafa u rac¢unaru

Postavka problema tranzitivnog zatvorenja
Algoritam u pseudo-kodu

Primer

Povezanost (jaka?)

Dokaz korektnosti

5.2.2 Topolosko sortiranje

Problem topoloskog sortiranja acikliénih orijentisanih grafova.

5.2.3 Jake komponente povezanosti

Primena DFS-a na nalazenje jakih komponenti povezanosti.



5.3.

5.3

TEZINSKI GRAFOVI

Tezinski grafovi

5.3.1 Najkradi putevi
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e Definicija tezinskih grafova, koriséenje za modeliranje prakti¢nih prob-

lema, efekti na reprezentaciju u ra¢unaru

Nalazenje najkracih puteva u tezinskom grafu kao primer prakti¢nog prob-

lema,

Dijkstra-in algoritam (kao u Gibbons-u): opis i pseudo kod, primer, dokaz

korektnosti, kompleksnost O(n?)

Warshall-ov algoritam (Gibbons, str. 19-20). Koristi re¢enicu: Ako zelimo
da nadjemo rastojanja izmedju svih parova ¢vorova, tada mozemo da ko-
ristimo Dijkstra-in algoritam za svaki ¢vor ponaosob. Ali, postoji mnogo

jednostavniji algoritam koji ¢emo sada opisati.

Prise¢anje na teoremu o stepenima matrice susedstva,
opis Warshall-ovog algoritma,

dokaz korektnosti,

pseudo-kod i kompleksnost.

Primeri za Dijsktra-in i Warshall-ov algoritam, Gibbons str. 15

5.3.2 Najmanja razapinjuca stabla

Motivacioni problem na povezanim mrezama
Kruskal-ov algoritam

Primer na istom grafu kao za Prim-ov algoritam
Dokaz korektnosti sa kompleksnoséu

Prim-ov algoritam

Primer na istom grafu kao za Kruskal-ov algoritam

Dokaz korektnosti sa kompleksnoséu



