3. VISEKRITERIJUMSKA OPTIMIZACIJA
3.1. Uvad

Opéta formulacija zadatka videkriterijumske optimizacije (VKO) je

(max) [fl(x), 0, .., fp(x)] , p22

p.o.
i=1,..,m

j=1,..,n

g,

X

vV A

0
0
gde su: fy(x), ..., f,(X), 9:i(X), ... , 9n(X) realne funkcije od n promenljivih, tj.
X = (Xgy Xy oee y X5

U ovom zadatku traZi sereSenje x koje maksimizira svih p funkcijacilja.
Zato se zadatak VKO naziva i zadatkom vektorske optimizacije. Radi
jednostavnosti ovde se razmatraju samo problemi maksimizacije. Poznato je da
sezadatak minimizacijejednostavno prevodi u zadatak maksimizacijemnozZenjem
sa kriterijumske funkcije sa -1. Sve nadalje izloZene definicije i metode moguce
je prilagoditi da vaZe za reSavanje zadataka minimizacije.

KaZemo daje X c R" skup dopustivih reSenja, ako je

X = {x e R"| g(®<0,i=1,..m; szO, j =1,...,n} .

SvakomdopustivomreSenjux e X odgovaraskup vrednosti kriterijumskih
funkcija, tj. vektor f(x) = (fi(X), fx(X), ..., f(X)). Nataj nacin se skup dopustivih
reSenja preslikava u kriterijumski skup, tj. S={f(x) | x e X}. Ove pojmove ¢emo
objasniti na sledecem primeru:
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Primer 3.1.

Dat je zadatak VKO:

(max) [f,(x) = 40x, + 10%,, F,(3) = % + %]
p.o.

Na dlici 3.1. je prikazan skup dopustivih reSenja u prostoru
reSenja. Radi se o n-dimenzionalnom prostoru (U ovom

0
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X1

slucaju n = 2) ¢ije ose predstavljaju promenljive mode

Slika 3.1.

Dabismo odredili kriterijumski skup S, najpreizrazimo promen-

ljive X, i %, u zavisnosti od f, =
dobijeneizraze uvrstimo u sistem
jednacina:

f, = 40x, + 10x,

f.(x) i f, = f,(X), a onda tako
ograni¢enja. Dakle, iz sistema

=% +%
dobija se:
1 1
X, = —f - =f
1 4
X2 = %fl - gfz
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Zamena u sistemu ogranicenja daje;

f, + 20f, < 180
f,<5

f, - 10f, < 60
f,-10f,> 0
-f,+40f,> 0

Ovako transformisan originalni skup ogranic¢enja odreduje skup
S tj. skup vrednosti kriterijumau kriterijumskom prostoru. Ovaj
skup je prikazan na dlici 3.2.

f , ,
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Slika 3.2.

ZaproblemviSekriterijumskog linearnog programiranja (VLP)
skup vrednosti kriterijuma moZe se dobiti i jednostavnije
ekstremne tacke skupa dopustivih reSenja X se preslikaju u
ekstremne tagke skupa vrednosti kriterijuma s, (A- A, B- B,
itd.); zatim se, u slu¢aju dve kriterijumske funkcije, ove tacke
spoje pravim linijamai nataj nacin odredi skup S. u

U daljem tekstu koristi¢cemo sledete pojmove:
® Marginalna reSenja zadatka VKO se odreduju optimizacijom svake od

funkcijaciljapojedina¢no nad zadatim dopustivim skupom, tj. reSavanjem
p jednokriterijumskih zadataka:
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(max) f(¥), k=1,..,p

p.o.
Xe X

Marginalna reSenja ¢emo obdezavati sax®" = (x, %", x,®", ... ... , %9,

tj. xX%" je optimal no reSenje dobijeno optimizacijom k-te funkcije ciljanad zadatim

dopustivim skupom X.
U primeru 3.1. marginalna reSenja su: za prvu funkciju ciljato je tacka
C, tj. X" = (2, 2), dok se optimizacijom druge funkcije cilja dobija viSestruko
reSenje, tj. maksimum se dostize u svim tackama koje pripadaju duzi ¢ije su
krajnje tacke A i B. (Marginalno reSenje xX?" je bilo koja tagka X" = (1, 5-1),
O<h<l.
e Idealne vrednosti funkcija cilja f,” = f,(x¥"), k =1, ..., p su vrednosti
funkcija cilja za marginalna reSenja.
U primeru setevrednosti mogu videti naslici 3.2. To sunajvecevrednosti
koje kriterijumi dostiZu u okviru dopustive oblasti, tj. f,;" = 100, f,” = 5.
® |dealnevrednosti funkcija cilja odreduju idealnu tacku u kriterijumskom
prostoru, tj. idealnu vrednost vektorske funkcijef = (f,', f,, ..., f,).
Nadlici 3.2.tatackajeobdezenasal.T.
® Akopostoji reSenjex koje istovremeno maksimizira sve funkcije cilja, tj.
X ={x| fx) =1, k=1, ..., p}, onda setakvo reSenje naziva savr$eno
redenje.
U najvetem broju slu¢ajeva marginalna reSenja se razlikuju i savrseno
reSenje ne postoji. Kada ono postoji, tada se u sustini neradi o problemu VKO.
U primeru 3.1. ne postoji savrdeno redenjejer je x®" = x@",

Pareto optimal nost

Cinjenicada zadaci VKO po pravilu nemaju savrseno reSenje upuéujena
preispitivanjekoncepta optimal nosti i definicijeoptimalnog reenja. Kljucnu ulogu
u tome ima koncept Pareto optimalnosti. To je prosirenje poznatog koncepta
optimalnosti koji se koristi u klasi¢noj jednokriterijumskoj optimizaciji.

Pareto optimum se definiSe na sledeci nacin:

e Dopustivo reSenje X' predstavlja Pareto optimum zadatka VKO ako ne
postoji neko drugo dopustivo reSenje x takvo da vazi:
fx) > f(X)Vk=1 ..,p
pri ¢emu bar jedna od ngednakosti prelazi u strogu ngjednakost ,>“. =

Drugim regima, X' je Pareto optimum ako bi pobolj$anje vrednosti bilo
koje funkcije cilja prouzrokoval o pogorsanje vrednosti neke druge funkcije cilja
(slika 3.3). Za Pareto optimum postoje sledeci sinonimi: efikasno, dominantno i
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nedominirano resenje.
Pored Pareto optimuma definidu sei slabi i strogi (jaki) Pareto optimumi
[51]:

A

\ 4

: PO

Slika 3.3.

Dopustivo reSenje X" je labi Pareto optimum ako ne postaji neko drugo
dopustivo reSenje x takvo da vazi:
f(X)>f(X)Vk=1,..,p. m

Drugimregima, X' jesabi Pareto optimum ako nije moguéeistovremeno
poboljSati sve funkcije cilja (slika 3.4).
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Slika 3.4.

Pareto optimalno reSenje X' je strogi Pareto optimum ako postoji broj
B > 0 takav da za svaki indeks k € {1, ..., p} i svako x koje ne postoyji
savrdeno resenje zadovoljava:

f*(x) > f(X)
postaji bar jedno |l € {1, ..., pt\{k} takvo daje

fi(x) < fI(X)
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i davazi:
P - Fix)
flxny -flo

Strogi Pareto optimum izdvaja ona Pareto reSenja ¢ije promene ne
prouzrokuju prevelike rdativne promene u funkcijama cilja.

Slika 3.5.

Odnosizmedu opisanih optimuma je takav da svaki skup strozijih Pareto
optimuma predstavlja podskup slabijih optimuma, tj. svaki Pareto optimum je
istovremeno i dabi Pareto optimum, a svaki strogi Pareto optimum je i Pareto
optimum. Odnos ovih skupova je dat na slici 3.5.

Primer 3.2. Jedno preduzece proizvodi dva artikla P1 i P2 uz kori&enje tri
grupe masina M1, M2 i M3, i sirovine S. Normativi utroska
vremenaovih grupamasing, njihovi kapaciteti, normativi utroska
sirovinei dobit po jedinici proizvoda dati su u sledecoj tabdi:

Proizvod | M1 M2 M3 S Dobit
P1 8 2 4 5 8
P2 4 3 3 10 12

Kapac. 600 300 360

Preduzece je u obavezi da utroS bar 600 jedinica sirovine. Ne
postoje ograni¢enja plasmana ova dva proizvoda.

a) Formulisati zadatak VKO za odredivanje proizvodnog programa
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ReSenje

b)

a)

X=(X;, X)), gde je x;-koli¢ina proizvoda P1, a x, -kolicina
proizvoda P2, tako da se maksimizira ukupno angaZovanje
kapaciteta, ukupna dobit i ukupni fizi¢ki obim proizvodnje.
Od sledetih datih reSenjaizdvajiti | obrazloziti koja su Pareto, a
koja dlabo Pareto optimalna za modd pod (a):

(1) x, =50, x, = 60; (2) X, =30, X, = 75;

(3) x, =45, x, = 60; (4) x, =15, x, = 30.

Funkcija angaZovanja kapaciteta je:
f(X) = 14%, + 10x,.
Funkcija dobiti je
f,(X) = 8%, + 12x,.
Ukupni fizi¢ki obim proizvodnje je
f2(¥) = %, + X,
Dakle, matematicki modd postavljenog zadatka je sledeci:
(max) [f1(x), f2(x), f3(X)]
p.o.
8x, + 4x, < 600
2%, + 3%, < 300
4%, + 3%, < 360
5x, + 10x, < 600
Xy, % > 0

Skup dopustivih reSenja X je prikazan na dlici 3.6.
Najprecemo nagrafiku uociti ekstremnetacke dopustivog skupa:
A(0, 60), B(0O, 100), C(30, 80), D(45, 60) i E(60, 30).
Marginalna reSenja i idealne vrednosti funkcija kriterijuma
odredujemo nekom od standardnin metoda linearnog
programiranja (npr. graficka ili simpleks metoda):
f," = 1230, x, V" = 45, x," = 60, tj. tacka D;
f,” = 1200, marginalno reSenje je visestruko, tj. reSenje su sve
tacke na duzi izmedu tacaka:
@ =0, %@ =100, tj. tacke B i
x,@" =30, x,2"" = 80, tj. tacke C;
fy =110, x,%" = 30, x,®" =80, tj. tatka C;
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156\/\ Xo

X
0 75\ 90\ 120 502
Slika 3.6.

b) (1) Prvo je potrebno proveriti dali je reSenje dopustivo:
M1: 8x50 + 4x60 = 640 > 600 => reZenje je nedopustivo.
(2) Ponovo prvo proveravamo dali x € X:
M1: 8x30 + 4x75 = 540 < 600
M2: 2x30 + 3x75 = 285 < 300
M3: 4x30 + 3x75 = 345 < 360
S: 5x30 + 10x75 = 900 > 600
Mozemo zakljugiti da ovo reSenjejeste dopustivo, ali senalazi u
unutrasnjosti dopustivog skupa (ni jedno ogranicenjenijeaktivno,
tj. ni jedno ograni¢enje nezadovoljavauslov sa,, ="). Toznagi da
0Vvo reSenje ne moZe biti optimalno ni po jednom kriterijumu jer
jeizteorijelinearnog programiranja poznato da su samo tackena
granici dopustiveoblasti kandidati za optimalno re3enje. Zaista,
u zadatoj tacki su vrednosti funkcija ciljac f,(x) = 1170,
f,(x) = 1180 f4(x) = 105, amozemo da nademo tacku u kojoj su
vrednosti sva tri kriterijuma veca (npr. u tatki C,
f(C) = (1220, 1200, 110). Prematomeovatackanijeni Pareto ni
slabi Pareto optimum.
(3) Odmah vidimo da ovo reSenje odgovaratacki D. Prvo treba
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(4)

Napomena:

konstatovati da je ova tacka dopustiva i da se nalazi na granici
dopustivog skupa. Vrednosti funkcija cilja u ovoj tacki su
sedece: f,(x) = 1230, f,(x) = 1080 i f4(x) = 105. Vidimo da se
vrednost prvog kriterijuma poklapa sa idealnom vrednosti te
funkcije cilja i da je to marginalno reSenje jedinstveno. Ovo
znadi, da ¢e u bilo kojoj drugoj tacki vrednost ovog kriterijuma
biti strogo manjaod ovevrednosti, tj. nepostoji nekadrugatacka
x> € X u kojoj bi vazio sistem neednagina:
f(°) > f(X), k=1, 2, 3, sa bar jednom strogom negjednakoséu
»>", 8o je po definiciji dovoljan uslov za Pareto optimum.
Uvrscavanjem vrednosti x=(15, 30) u ograni¢enja mozemo
zakljuciti da je ovo reSenje dopustivo. Vrednosti kriterijumskih
funkcijasu: f,(xX) = 1110, f,(xX) = 1200 f4(x) = 105. Vidimo daje
vrednost drugog kriterijuma jednaka idealnoj vrednosti funkcije
cilja (ovatackalezi naduzi BC), ali ovo marginalno reSenjenije
jedinstveno. To znagi da mozemo naci tacku koja zadovoljava
sistem ngednacina f,(x°) > f(x), k = 1, 2, 3, sa makar jednim
strogom nejednakoscu ,,>* (npr. bilo koja tacka koja se nalazi
izmedu zadate i tacke C). Prema tome, ova tacka nije Pareto
optimalna. S druge strane, ne postoji tacka u kojoj ¢e sve tri
funkcije cilja imati strogo vecu vrednost
(f°) > 1), k=1, 2, 3), dakle, ova tacka jeste slabi Pareto
optimum.

V&t sepregledom marginal nih reSenjamozezakljugiti dasu tacke
naduZi CD Pareto reSenja, a na duzi BC slaba Pareto reSenja.
Jasno je da ¢e se, krecwéi se od tacke D ka C, vrednost prvog
kriterijuma smanjivati, dok ¢e vrednosti drugog i treceg
kriterijuma rasti i obrnuto, ako se krecemo od tatke C ka D
vrednost prvog kriterijumaéerasti, dok ¢edrugi i treci kriterijum
opadati, §to je i usov za Pareto optimum. Drugi kriterijum
dostize maksimum na ¢itavoj duzi BC, §to znadi da kretanjem
duz oveduzi nije mogucée popraviti vrednosti svih funkcijacilja,
ato je usov za slabi Pareto optimum. Ova duZ nije ni Pareto
optimum zato Sto se kretanjem od tacke B ka C poboljSavaju
vrednosti prvog i treceg kriterijuma, ali se ne pogorSava ni jedan
drugi kriterijum. Naravno, sva Pareto reSenja su takode i slaba
Pareto reSenja. n
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Metode za reSavanje zadataka VKO

Prema pristupu reSavanju zadatka metode VKO klasifikuju se
[23; 37; 50] u sledecetri grupe:

1) A posteriori metode u kojima se donosilac odluke (DO) informiSe o
dominantnim (Pareto optimalnim) reSenjima matematickog modea, aon
na osnovu njih donosi konaénu odluku.

2) A priori metode u kojima seinformacije o odnosu DO prema
kriterijumima ugraduju u matematic¢ki model ili metodu a priori, tj. pre
bilo kakvog reSavanja modela, a kona¢na odluka se donosi na osnovu
tako dobijenog reSenja.

3) Interaktivne metode u kojima DO aktivno uéestvuje tokom reSavanja
modda. U njima seiterativno kombinuju metodeiz prethodne dve grupe,
tj. DO prvo daje prdiminarne informacije o svojim preferencijama, a
zatim kada dobije reSenje, moze promeniti informacije ili reSenje. Ovaj
postupak seiterativno ponavljasve dok DO ne bude kona¢no zadovoljan
dobijenim reSenjem.

U tekstu koji sledi, a posteriorne metode ¢emo ilustrovati primerom
viSekriterijumskog odredivanja najboljeg puta izmedu dva ¢vora u mrezi. Od a
priori metoda¢emo obraditi: metodu teZinskih koeficijenata, zatimleksikografsku
i relaksiranu leksikografsku metodu i metodu & ogranic¢enja i objasniti princip
grupemetodanazvanih metoderastojanja. Kao predstavnikainteraktivnih metoda,
opisacemo metodu interaktivnog kompromisnog programiranja

3.2. | zdvaj anj e skupa dominantnih reSenja
Formulacija problema

U ovom slucaju mreza se predstavlja grafom G = (N, L), gde je
N={1, ..., n} skup ¢vorova, aL skup grana(i,j) € L, prii, j € N, asvakoj grani
se umesto skalara sada pridruzuje vektor C; = (G, ... , ¢;) kaji se, po analogiji,
naziva ,duzina® grane. Komponente ovog vektora mogu biti razlicite
karakteristikegranekojeuti¢u naukupankvalitet puta: duzina, tarifa, pouzdanost,
kvalitet, propusnamod i sl. Problem je odrediti najbolje puteveizmedu dva zadata
¢vorasi t.

Pretpostavimo daizmedu posmatranih ¢vorovasit,se Nit € N postoji
viSe alternativnih puteva p', ... , p¥, pri ¢emu je put p™, m=1, ... , M odreden
vektorom ¢vorova p™ = (S, iy ... , t). Svakom putu se pridruzuje vektor
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F™ = (f.L ..., f.) koji se naziva , duZina“ puta. Komponente ovog vektora su
vrednosti Kriterijuma. Vrednost k-tog Kriterijuma za put m, f.* je funkcija
odgovarajucih karakteristika grana, tj. komponenti ¢ vektora grana koje se
nalaze na putu. Funkcijaf. ¥ imaoblik sumekadajeu pitanju duzinagraneili broj
¢vorova na putu, proizvod u slu¢aju pouzdanosti puta, ili neki drugi oblik za
slucaj npr. kvaliteta ili propusne sposobnosti grane. Neke kriterijume treba
minimizirati, npr. duZinu puta, a neke maksimizirati, npr. pouzdanost.

Za put se kaZe da je dominantan (nedominiran) ako ne postoji nijedan
drugi put koji bi bio od njega bolji bar po jednom kriterijumu, a istovremeno ne
bi bio gori po nekom od ostalih kriterijuma.

Zadatak je iz skupa moguéih puteva izdvojiti podskup dominantnih
puteva.

Koncept dominantnih puteva predstavlja osnovu za formiranje principa
Pareto optimalnosti kao prosirenja dobro poznatog principaoptimal nosti. Princip
Pareto optimalnosti se u ovom konkretnom slu¢aju mozeizraziti na sledeci dosta
opsti nagin: dominantni put ima osobinu da su svi njegovi delovi takode
dominantni.

Kao &to se algoritam obdezavanja za nalazenje najkraceg puta moze
izvesti iz principa optimalnosti, po analogiji se iz havedenog principa Pareto
optimalnosti razvija algoritam za nalaZenje dominantnih puteva. U tu svrhu
¢vorovima se pridruzuju obelezja koja su vektorskog karaktera i mogu biti
privremenaili trajna. Pored toga, u ovom slu¢aju ¢vor moze imati viSe obeezja

Privremeno obelezje ¢vorai € N jeili fiktivno ili ,, duzina“ nekog od
puteva od pocetnog ¢vora s do ¢vorai. Trajno obeezje ¢vorai je vektor F; =
(f1, ..., fP) koji predstavlja , duzinu“ dominantnog puta od sdoi. S obzirom da
moze postojati viSe dominantnih putevaod sdo i, ¢vor i moze imati viSetrajnih
ili privremeninobdezjaF, Y, ..., F,” kojaformirgjuskup 7' ={F®, ..., F,0} gde
jer broj obeezja.

Polazeti od ovih definicija,za odredivanje podskupa dominantnih puteva
moze se modifikovati Belmanov algoritam nalaZzenja najkraceg puta [41,43,44].
Pretpostavljgju¢i da se,, duzine' puteva racunaju kao sume duzina granai daih
treba minimizirati, algoritam se sastoji od sledetih osnovnih koraka:

Algoritam

1° Inicijalizacija: Pocetni ¢vor se obelezi trajnim obdeziem F° = (0, ... , 0).
Cvorovi koji slede évor s dobijgju obdlezjaF, = (cgt, ... , ). Svi ostali
¢vorovi dobijaju obdezja (-, ... , ).

2° Odredi se skup ¢vorova | ¢iji se skup obelezja promenio u prethodno
iteraciji, i skup ¢vorovaJ, u koje se moze dospeti iz ¢vorovai € 1.

3 Zasvakoi ¢ | uradi sesledece: 1zracunaju senovaobelezjaF; zaj € Jna
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osnovu obeleZja F; promenjenih u prethodnoj iteraciji i duzina grana c;.
Pritom se postupa na jedan od sledecih nacina:
a) Akou skupu #' postoji obelezje koje dominira nad F;, skup 7
se ne menja.
b) Ako u skupu .77 postoje obeleZja nad kojima dominira obdeZje
F,, tada se ta obelezja izbacuju iz skupa .77, a u njega ulazi
obelezieF,.
¢) Ako nijeispunjen nijedan od ovih uslova, skup %’ se prosiruje
novim ¢lanom F;.
(Jedna iteracija obuhvata tretiranje svih ¢vorova ¢iji se skup obdezja
promenio u prethodnoj iteraciji.)
4° Postupak obd eZzavanja zavrSava seiteracijom kojanedonosi promenu ni
u jednom od obelezja ¢vorova. u

Dominantni putevi seiz obe ezenemrezeizdvajaju jedan pojedan polazeci
od krajnjeg ¢vora, postupkom analognim izdvajanju najkraceg puta.

Primer 3.3. Opisani algoritam ilustrovacemo primerom nalazenja skupa

dominantnih putevaizmedu ¢vorova li 7 zamrezu prikazanu na
dlici 3.7. koja predstavlja deo jedne evropske racunarske mreze.

O

Slika 3.7.

Razmatraju se sledeca cetiri kriterijume

1. Pouzdanost puta P koju treba maksimizirati. Ona se

racuna kao proizvod pouzdanosti grana p;;:
P=1f= (1_[) By
i

2. DuZina puta D koju treba minimizirati. Ona se dobija
kao zbir geografskih rastojanja d; izmedu ¢vorova na
putu:
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D-=f, = (Z) d;
I’J
3. Kvalitet puta Q koji treba maksimizirati. On je jednak
kvalitetu najgore grane na putu:
Q=f, = r(ﬂl;\ {a;}
I’J
gdejeq; ocenakvalitetagrane (i, j) oznacenasal, 2, 3,
4ili 5, pri ¢emu je 1 ngjnizi, a5 najvisi nivo kvaliteta.
4. Broj ¢vorova na putu B, koji treba minimizirati. On se
racuna kao aditivna funkcija ako se svakoj grani (i, j)
kao cetvrta karakteristika c;* pripide broj 1 i dobijenoj
sumi doda pocetni ¢vor:
B=f,=1+Y ¢
()

Napomena: Oznaka (i, j) u navedenim izrazima za racunanje kriterijuma
f,, ..., f,, odnosi se samo na grane koje pripadaju odredenom
putu.

Podaci o mrezi sa slike 3.7. dati su u sledecoj tabdli:

Grana(i,j) | Pouzdanostp; | Duzinad; | Kvalitet gy
1,2 0,93 400 5
1,3 0,87 1300 4
(2,3 0,87 600 5
(2,4) 0,94 290 3
(2,9 0,94 350 5
(3,6) 0,93 450 5
37 0,88 800 5
(4, 6) 0,87 170 2
(5, 6) 0,88 300 5
(5,7 0,89 1250 4

ReSenje: U dedeco tabeli su prikazani rezultati primene algoritma pri

¢emu se kolone tabd e odnose na redni broj iteracije, a vrste na
¢vor. ObdeZja su data u zagradama i oznac¢avaju: pouzdanost,
duzinu, kvalitet i broj ¢vorova, respektivno. Broj posle zagrade
je oznaka prethodnog ¢vora. Treba primetiti da se postupak
obdezavanja prilagodava vrsti funkcije po kojoj se racuna
karakteristika puta, kao i nameri da se ona maksimizira ili
minimizira.
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Cv.| Iteracijal Iteracija 2 Iteracija 3 Iteracija 4
1(3051)- (1,065 1)- (1,0, 5; 1) - (1,0, 5; 1) -
2 |(0; =; 1; =)-  {(0,93; 400; 5; 2)1 |(0,93; 400;5;2) 1 |(0,93; 400, 5; 2) 1
3 (0; =; 1; «)- ](0,87;1300; 4; 2)1 ((0,87; 1300; 4, 2) 1 |(0,87; 1300; 4;2) 1
(0,809; 1000; 5; 3) 2 |(0,809; 1000; 5; 3) 2
4 |(0; =; 1; »)-  |(0; ; 1; ) - (0,874; 690; 3; 3) 2 |(0,874; 690; 3; 3) 2
5 |(0; =; 1; <)- [(0; ; 1; ) - (0,874; 750; 5; 3) 2 [(0,874; 750; 5; 3) 2
(0; =; 1; =)- (05 ; 1; ) - (0,809; 1750; 4; 3) 3 ((0,809; 1750; 4; 3) 3
6 (0,761, 860; 3; 3) 4
(0,769; 1050; 5; 4) 5
(0; =; 1; ©)- (05 ; 1; ) - (0,766; 2100; 3; 3) 3 ((0,766; 2100; 3; 3) 3
7 (0,712; 1800 ;4; 3) 3
(0,778; 2000; 4; 4) 5

Do skupa dominantnih puteva doslo se posle ¢etvrte iteracije.
Postoje 3 dominantnaputa: (1, 3,7),(1,2,3,7)i(1,2,5,7) &ije
su karakteristike date u prethodnoj tabeli. Prva vrednost je
pouzdanost, druga duZina, treca broj ¢vorova i cetvrta kvalitet
puta. m

Opisani algoritam za reSavanje zadatka odredivanja skupa dominantnih

putevaizmedu dva ¢voraima sledece dobre osobine [41]:

1. Jednim prolazom se pored skupa dominantnih puteva od pocetnog do

krajnjeg ¢voradobijaju i skupovi dominantnih putevaod pocetnog do bilo
kog ¢vora u mrezi.

Algoritam nalazi i pamti samo dominantne puteve ¢iji je broj obi¢no
mnogo manji od broja svih puteva.

Jednim prolazom se dobijaju optimalne vrednosti puta po svim
kriterijumima (marginalna re3enja). Ove vrednosti su potrebne u daljoj
analizi skupa dominantnih reSenja, odnosno u drugoj fazi
viSekriterijumskog izbora.

Iz obel eZene mreZe se jednostavno rekonstruisu svi optimalni putevi po
jednom kriterijumu.

Osnovni nedostatak opisanog pristupa je u tome $to on predstavlja jedan

Sistematizovan nacin pretrazivanja u zadatku koji u opStem sluc¢aju moze daima
veoma veliki broj dominantnih reSenja. Zahtevani racunarski resursi rastu sa
brojem dominantnih puteva izmedu dva ¢vora. U opStem slucaju ta zavisnost
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moze da bude eksponencijalna, odnosno svi putevi izmedu posmatranih ¢vorova
mogu biti dominantni. Takvi slucagjevi bi izazvali ozbiljne teSkoce u prakticnoj
primeni algoritma. Broj puteva zavisi od dimenzije zadatka koja je odredena
strukturom grafa, tj. brojem ¢vorovai brojem grana, a broj dominantnih puteva
zavis od odnosa izabranih kriterijuma. Eksperimenti pokazuju da je broj
dominantnih putevau prakti¢nim problemimaznacajno manji od brojasvih puteva
izmedu posmatranin ¢vorova. To zavis od kordisanosti i konfliktnosti
posmatranih kriterijuma u konkrethom zadatku. Naime, ako se posmatraju
kriterijumi koji su medusobno delimi¢no kordisani (npr. duzina grane i vreme
putovanja), odnosno ako ne postoje kriterijumi koji su direktno u potpunosti
suprotstavljeni, onda se broj obdeZja koji se pridruzuju ¢vorovima, vrlo brzo
ustali i ne raste znac¢ajno sa dimenzijom grafa.

3.3. Metoda teZinskih koeficijenata

Metoda tezinskih koeficijenata (MTK) je naj¢esce koriscena a priori
metoda VKO. Ona je specijalan slu¢aj grupe metoda koje koriste funkciju
korisnosti DO da bi omogucili svodenje zadatka VKO na zadatak jednokrite-
rijumske optimizacije. Kod ove grupe metoda se od polaznog modea:

(max) [fl(x), 00, ..., fp(x)]
p.o.

formira nov jednokriterijumski modd!:
(max) U(f) = U(fl(x), (), ..., fp(x))
p.o.
g <0, i=1..,m

szO, j=1 ..,n

gdeje U(f) funkcija korisnosti DO koja zavisi od datih funkcijaciljai odnosa DO
prema kriterijumima. ReSenje ovog zadatka se usvaja kao reSenje originalnog
zadatka VKO.

U MTK se kao funkcija korisnosti upotrebljava linearna kombinacija
normalizovanih funkcija cilja, tj. reSava se zadatak:
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(max) fMT¥(x) = ijwk f2(X)
i1

p.o.
gi(X)501 i=1 ..,m

szO, j=1 ..,n

gde su:
w, > O - teZinski koeficijent k-tog kriterijuma, k=1, ... , p, koje zadaje DO;
f2(X) - normalizovana k-ta funkcija ciljaf(x), k=1, ..., p.

Normalizacija funkcija kriterijuma se radi da bi se izbegle nepovoljne
posledice koje poticu iz injenice da su zadati kriterijumi, po pravilu, raznorodne
vdicinekojeseizrazavaju razli¢itimjedinicamamere (npr. dinari, kilogrami, sati
i ) i narazli¢itim skalama. Zato je pogodno sve kriterijume svesti naistu skalu
i eventualno naiistu jedinicu mere. Kada su funkcije ciljalinearne, ovaj postupak

n
jerdativno jednostavan. Naime, ako je f, (x) = Z X, tadaje
j=1

n
gdeje S, = ) ay.
1

Na ova nacin se dobijaju linearne funkcije cilja koje imaju zbir
Koeficijenata uz promenljive x jednak jedinici. Za nelinearne funkcije cilja
problem normalizacije je slozeniji i ovde ga ne¢emo razmeatrati.

M oZe se dokazati da se primenom M TK dobija Pareto optimalno reSenje
ako su svi tezinski koeficijenti veti od nule. Ako je bar jedan od tezinskih
koeficijenata jednak nuli, metoda garantuje dobijanje makar slabog Pareto
optimuma. Naime, ako je u tom slu¢aju dobijeno reSenje jedinstveno, ono je
Pareto optimalno.

Kada je skup vrednosti kriterijuma konveksan, kao u primeru VLP,
podeSavanjem tezinskih koeficijenata moguce je dobiti sva Pareto i slaba Pareto
reSenja.

Primer 3.4. ReSiti zadatak iz primera 3.1. metodom teZinskih koeficijenata s
tim da su teZine odgovarajucih kriterijuma: w, = 0.8 i w, = 0.2.
ReSenje Polazni matematicki zadatak je:
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(max) [40x, + 10%, ¥, + X,]
p.0.

INA

2%, + X, < 6
X + X, <5
X < 2
X, X > 0

Marginalna reSenja ovog zadatka su:

f'(x) =100, x® =2, x®" =2 (tacka C);

f, () = 5, reSenjejevisestruko, tj. reSenjesu svetackena
duzi koja spaja tacke:

@ =0, %" =5 (tacka A) i

3" =1, x,@" = 4 (tacka B).

PO

L
== Ip

0 2 3\ 5N\ ¥

Slika 3.8.

Graficki ilustracija data je na dlici 3.8. Vidimo da su tacke
izmedu B i C (ukljucujuci i ovetacke) Pareto optimalnareSenja,
aizmedu A i B (ukljucujuéi i A, ali neukljucujuci B) samo slaba
Pareto reSenja. Vidimo na dlici da je vektor (gradijent) funkcije
korisnosti izmedu gradijenata polaznih funkcijacilja, blize prvoj
funkciji (zato &to jew,; > w,). Menjgjuéi rdativni odnos izmedu
tezinskih koeficijenata, ovaj gradijent ¢e se priblizavati jednoj,
odnosno drugoj funkciji cilja.

Matematic¢ki model MTK ima sledeci oblik:
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Napomena:

Primer 3.5.

(max) fMK) = w f°(0) + w,f, =
= 0,8(0,8x, + 0,2x,) + 0,2(0,5x;, + 0,5x,) =
= 0,74x, + 0,26x,
p.o.

ReSenje ovog zadatka LP je dledece: M =2, x," =2, x,” = 2,
pri ¢emu odgovarajuce vrednosti polaznih funkcija cilja imaju
vrednosti: f," = 100i f,” = 4. Dobijeno reSenje je u stvari, tacka
C zakoju smo rekli da je Pareto optimalna.

Da je DO veti prioritet dao drugom kriterijumu, npr. da su
teZinski koeficijenti bili w = (0,2, 0,8), tada bi se za reSenje
dobila tatka B, koja je takode Pareto optimalna, a da su
koeficijenti bili npr. w = (0, 1), tada bi se gradijent funkcije
korisnosti poklopio sa gradijentom druge funkcije cilja, a
optimalna reSenja bi bile sve tacke na duzi AB, tj. i one tacke
koje su samo slabo Pareto optimalne. n

Radionica proizvodi dva artikla P1 i P2, oba na istom tipu
maSina (M). U proizvodnji sekoristetri sirovine S1, S2i S3. Za
sledeti mesec, radionicaje narucila 1400kg sirovine S1, 1200kg
S2 i 2100kg S3. MaSina na kojima se artikli proizvode ima
dovoljno, tako da ne predstavljaju usko grlo u proizvodnji.
Naprotiv, postoji zahtev za njihovimsto boljimiskoriscenjem. Po
jedinici artiklaP1 radionicazaradi 60din, apojedinici artikla P2
180din. Normativi utroSka sirovinai vremenamaSina za artikle,
dati su u tabeli:

Proizvodi

S1

S2

S3

M

P1

2 kg/ kom

3 kg/ kom

7 kg/ kom

2 h/ kom

P2

7 kg/ kom

4 kg/ kom

3 kg/ kom

1 h/ kom

a)

Formulisati zadatak VKO za odredivanje proizvodnog programa
koji ¢e maksimizirati zaradu radionice i ukupno iskoris¢enje
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b)

masina.

ReSiti problem primenom metode teZinskih koeficijenata ako su
teZine kriterijuma w; = 8 za zaradu radionice i w, = 3 za
iskoris¢enje maSina. lzracunati ukupnu zaradu i iskoris¢enje
maSina pri tako dobijenom reSenjul.

REANE 3 (max) [fy(9 = 60x, + 1806, £,09 = 2, + X

b)

p.o.
2X1 + TX, < 1400

3x, + 4x, < 1200
7, + 3X, < 2100
X, X > 0
Matematicki modd MTK je

(max) fMTK(X) = 8( 60 + 180)(2) + 3(§x1 + %Xz) =

p.o.

—X _—
240 240
= (max) fM(x) = 4x, + 7%,

2x, + TX, < 1400

3x, + 4x, < 1200

7, + 3%, < 2100
X, X > 0

ReSenje ovog zadatka je:

fMT< = 1830,769 , X, = 215,3846 , ;' = 138,4615

a odgovarajuce vrednosti funkcija cilja su:
f," = 37.846,146 (din), f,” = 569,2307 (h)

Dabi radionicaistovremenomaksimiziralai zaradui iskoris¢enje
masine, pretpostavljajuéi date tezinske koeficijente, potrebno je
daproizvodi priblizno 215,4 proizvoda P1 i 138,5 proizvoda P2
mesedno. Pri tome ¢e zaraditi 37 846 dinara, a maSine ¢e raditi
569,23 sati. m
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3.4. L eksikogr afska metoda

U leksikografskoj metodi DO zadaje prioritete kriterijuma u vidu strogo
definisanog redosleda znacajnosti funkcijacilja. Pretpostavi¢emo dasu kriterijumi
vet poredani i indeksirani tako dakriterijumf, imanajvisi prioritet, f, sledeci nizi,
itd. sve do f, koji ima najniZi prioritet. ReSenje polaznog zadatka dobija se tako
§to se posebno reSava najvise p jednokriterijumskih zadataka.

U prvom koraku traZimo reSenje koje je optimalno samo po prvom
(najznacajnijem) kriterijumu pri zadatim ogranic¢enjima, tj. reSavamo jednokrite-
rijumski zadatak:

(max) f,()
p.o.
g <0, i=1..,m

szO, j=1 ..,n

odakle se dobija reSenje X i vrednost funkcije cilja f,". Ako je ovo reSenje

jedinstveno, zavrSavamo algoritam, a ovako dobijeno reSenjeusvajamo zaresenje

polaznog problema. Ako dobijeno reSenje nije jedinstveno, reSavamo jednokrite-

rijumski model kojim minimiziramo drugu po znacajnosti funkciju cilja, ali tako

da ne pokvarimo najbolju vrednost prvog kriterijuma, tj. reSavamo sledel
zadatak:

(max) f,(x)
p.o.
g <0, i=1..,m
f.0) > f

szO, j=1 ..,n

Ako je dobijeno reSenje x*, sa vrednos¢u funkcije cilja f,’, jedinstveno, ono se
usvaja za redenje polaznog problema i algoritam se zavrSava. U suprotnom,
prelazi se na sledeci korak.

U opStem sluéaju reSava ser < p jednokriterijumskih zadataka oblika:

(max) f,(x)
p.o.
gi(X)501 i=1 ..,m
f|(X) > f|* , =1, ..., k-1
>0, j=1 n
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gdejek=1, ..., r, ar jeredni broj zadatka koji ima jedinstveno optimalno
resenje.

Ako se leksikografskom metodom dobije jedinstveno reSenje, ono je
sigurno Pareto optimalno. Ako seni posle p koraka ne dobijejedinstveno reSenje,
dobijen rezultat ¢e biti bar dabo Pareto reSenje U opStem slucaju,
leksikograf skom metodom nije moguce dobiti sva Pareto optimalna reSenja.

Primer 3.6. Resiti zadatak iz primera 3.2. leksikografskom metodom tako da
redosled znacajnosti kriterijuma bude sledeci: 1. maksimizacija
dobiti, 2. maksimalno iskoristenje kapacitetai 3. maksimizacija
fizickog obima proizvodnje.

ReSenje Funkcije ciljaindeksiramo u skladu sa prioritetima:
f,(x) = 8x, + 12x,
f,(x) = 14x, + 10x,
) =% + %

Zadatak VKO dobija slededi oblik:
(mex) [f,00, 1,00, 1,09)]

p.o.
8x, + 4x, < 600 1)
2x, + 3%, < 300 2
4x, + 3x, < 360 ©)
5x, + 10x, > 600 (4)

X, X > 0
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Slika 3.9.

Skup dopustivih reSenja polaznog modda definisan ngedna-
¢inama (1) - (4), obeezi¢emo sa X. U prvom koraku reSavamo
sledeti zadatak:
(max) f,(x) = 8x, + 12x,
p.o.
Xe X
odakle dobijamo viSestruko reSenje:
f," = 1200, a x** je bilo koja tacka na duzi koja spaja tatke
X" =(30, 80) i x*" = (0, 100) (nadlici 3.9. ovosutatkeB i C),
tj. x* = (30, 80k + 100(1-2)), 0 < & < 1.
Posto jereSenjevisestruko, prelazimo nasledeci korak u komese
reSava zadatak:
(max) f,(x) = 14x; + 10x,
p.o.
Xe X
8x, + 12x, > 1200

Drugim recima, trazimo tacku koja se nalazi na duzi BC, i pri
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tome maksimizira drugu funkciju cilja. ReSenje ovog zadatka je
tatka C, tj. x* = (30, 80), pri ¢emu jef,” = 1220. Podto je ovo
reSenje jedinstveno, usvajamo ga kao reSenje polaznog modda.
Pri tome funkcije ciljaimaju vrednosti F = (1200, 1220, 110w

Mada je sa teorijskog aspekta leksikografska metoda znacajna, njena
primenjivost se dovodi u sumnju zato to realni jednokriterijumski zadaci
optimizacije retko imaju viSestruko optimalno reSenje To znadi da se
leksikograf skom metodom optimizacija najées¢e vrsi samo po prvom Kriterijumu
a da ostali kriterijumi ne uticu na reSenje. To nije u skladu sa originalnim
zadatkom VKO i namerom da se viSe kriterijuma uzme u obzir pri nalazenju
konkretnog reSenja. Da bi se prevazisli ovi problemi i da bi i kriterijumi nizeg
prioriteta uticali na donoSenje konacnog resenja, razvijena je relaksirana leksi-
kografska metoda.

3.5. Relaksirana leksikogr afska metoda

Ova metoda je takode iterativni postupak u kome se reSavaju
jednokriterijumski zadaci optimizacije. Kao i u prethodnoj metodi, pretpostavlja
sedasu od strane DO dati prioriteti kriterijumai dasu u skladu sa njima dodéjeni
indeksi kriterijumima. Za razliku od prethodne, u relaksiranoj leksikografskoj
metodi se po svakom od p kriterijuma reSava jednokriterijumski zadatak
optimizacije. Pri tome se u narednoj iteraciji ne postavlja kao ograni¢enje zahtev
da reSenje bude optimalno po kriterijumu viSeg prioriteta, vec se ono relaksira
tako da se zahteva da reSenje bude u okolini optimalnog reSenja dobijenog u
prethodnoj iteraciji. Na taj nacin, svaki kriterijum uti¢e na konacno reSenje.

Isto kao i kod obi¢ne leksikografske metode, DO zadaje redosled
kriterijumapo znacajnosti. Poredtoga, svakomkriterijumu, izuzimajuci poslednji,
doddjujesevrednost oy, k=1, ..., p-1, zakoju kriterijum viSeg prioriteta sme da
odstupi od svoje optimalne vrednosti. Metoda obuhvata izvrSavanje sledecih p
koraka:

korak 1

(max) f,(x)
p.o. => f’
Xe X
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korak 2
(max) f,(X)
p.o. _
Xe X => f2
f,0 > f - o,
korak p
(max) . (x)
p.o. .
X e X => fp
fi) > f" -, 1 =1 ..,p-1

Za reSenje polaznog modela se usvaja rezultat dobijen u
poslednjem koraku, avrednosti funkcija cilja za dobijeno reSenje
Se moraju posebno racunati. u

ReSenjedobijeno ovom metodom obezbeduje slabi Pareto optimum, aako
je redenje jedinstveno, ono je i Pareto optimalno. Ako je dopustiva oblast

konveksna, podeSavanjem parametara oy, k=1, ..., p-1, moZe sedobiti bilo koje
Pareto optimalno reSenje.

Primer 3.7. Primenom relaksirane leksikografske metode reSiti sledeci

zadatak VKO (funkcije cilja su indeksirane po prioritetu):
(max) [f,(9), 1,00, £,(9)]
p.o.
2%, + X, < 6
X + 3%, <6

X, X > 0
ako je zadato:
) =x+4% o,=1
() =%, 0, =1
f2() = %, + X,
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ReSenje

Slika 3.10.

korak 1 (max) f,(x) = x; + 4x,

p.o.
Xe X

Ova zadatak ima jedinstveno optimalno reSenje u tacki
x" = (0, 2), pri ¢emu jef,” = 8.
korak 2
(max) f,(x) = x,
p.o.
Xe X
X+ A, > 7
Dobijaseresenje: x** = (2,43, 1,14), f, = 2,43.
korak 3
(max) f,(x) = X, + X,
p.o.
Xe X
X+ Ax, > 7
X > 1,43
ReSenje ovog zadatka se usvaja kao konacno. To je reSenje:
X = 3,6, X, = 1,2. Vrednosti funkcija cilja u ovoj tacki su:
f =(7,2 24, 3,6). [
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Relaksirana leksikografska metoda je veoma osetljiva na izbor

koeficijenata a, U toj meri da se,, pogresnim’* izborom mogu dobiti neprihvatljiva
reSenja. Tako u primeru 3.7. imamo slucaj da se kona¢no resenje poklapa sa
marginalnim reSenjem funkcije cilja koja ima najnizi prioritet, dok je vrednost
najznacajnijeg kriterijuma smanjena. Kod primene ove metode se preporucuje da
DO kriti¢ki preispita dobijena reSenja, uporedi ih samarginalnim i da po potrebi
koriguje zadate koficijente.

Primer 3.8.

Vlasnik hotela pre pocetka sezone odluéuje o opremanju soba
namestajem. Hotel raspolaZe sa ukupno 58 soba, od kojih su 16
male, tako da mogu da budu samo jednokrevetne, dok ostale
mogu biti jednokrevetne, dvokrevetneili trokrevetne. Podaci o
ceni opremanjasobai sezonskoj zaradi po sobi su dati u sledecoj
tabdi:

Jednokrevetna Dvokrevetna Trokrevetna
Cena opremanja 20.000 din 40.000 din 60.000 din
Sezonska zarada 15.000 din 25.000 din 30.000 din

ReSenje

b)

a)

Za opremanje soba, vlasnik moze daizdvoji 2,5 miliona dinara.
On zdi da postigne dva cilja: 1. da ostvari $to vecu sezonsku
zaradu hotdai 2. da omogu¢i primanje sto veceg broja gostiju
kako ne bi doslo do toga, da gostima bude uskraceno
gostoprimstvo.

Formulisati matematicki model za odredivanje optimalnog
opremanja soba potrebnim namestajem (broj kreveta) ako seZzele
ostvariti oba postavljena kriterijuma.

Resiti zadatak ako je prvi kriterijum prioritetan i ako je vliasnik
spreman da ,, Zrtvuje’ 50.000 din svoje sezonske zarade da bi
pobolj3ao drugi kriterijum.

Promenljive x,, X, i X; ¢e predstavljati broj jednokrevetnih,
dvokrevetnih i trokrevetnih soba u hotdu, respektivno.
Matematic¢ki mode ima sledeti oblik:
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p.o.

b)

(max) [f, ), 1,09)]

X, + X + X, <58
20.000x, + 40.000x, + 60.000x, < 2.500.000
X, > 16
X, > 0
X > 0
gde su:
f,(X) = 15.000x%, + 25.000x, + 30.000x,
f(X) = X, + X, + 3%,
lako nije eksplicitno naglaSeno, na osnovu zahteva zadatka je

oCigledano da se traZi reSenje dobijeno reaksiranom leksiko-
grafskom metodom, stimdajenajvazniji prvi kriterijum, azadati
koeficijent a, = 50.000 U prvom koraku reSavamo modd:

(max) f,(x) = 15.000x, + 25.000x, + 30.000x,

p.o.

Xe X

gijejeresenje f,” = 1.415.000 din, x,*" = 16, %, = 17, ;" = 25.
U drugoj iteraciji reSavamo model u koji smo dodali ograni¢enje
kojim obezbedujemo da se prvi kriterijum ne, pokvari® za vise
od 50 000:

(1.415.000 - 50.000 = 1.365.000):

(max) f,(X) = X, + 2%, + 3%,

p.o.

Xe X
15.000x, + 25.000x, + 30.000x, > 1.365.000

ReSenje ovog zadatka je konacno reSenje problema. Ono,
medutim, nijejedinstveno. Stavise, simpleks metodom sesemogu
generisati &etiri reSenjac X' = (23, 0, 34), X" = (16, 7, 31,67),
x""=(24,5, 0, 33,5)i X"V = (16, 17, 25). Sva optimalna re3enja
se mogu dobiti konveksnom kombinacijom ova Cetiri. Graficki
posmatrano, u trodimenzionalnom prostoru se dobija da su
optimalna reSenja deo ravni oivicen trapezoidom ¢ija su temena
date cetiri tacke. U svim tackama koje se nalaze unutar tog
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trapezoida, vrednost drugefunkcijeciljaiznosi 125, dok vrednost
prve varira izmedu 1.365.000 i 1.415.000. Dakle, dobili smo
skup ta¢aka kojepredstavljaju slaba Pareto reSenja. Jedino tacka
X"V, kojaje optimalnai po prvom kriterijumu, je Pareto reSenje.
Zakljucak: Dabi vlasnik hotelanasto bolji nacin zadovoljio obakriterijuma,
najbolje je da opremi 16 jednokrevetnih, 17 dvokrevetnih i 25
trokrevetnih soba i tako ostvari zaradu od 1.415.000 din po
sezoni. Pri tome ¢e hotel mo¢i da prima 125 gostiju. u

3.6. Metoda € ograni¢enja

U ovoj metodi DO izdvajakriterijumf,(x) koji imanajvisi prioriteti njega
maksimizira, dok ostalefunkcije ciljane smeju imati vrednosti manje od unapred
zadatihe, k=1, ..., p, k# g. Drugimregima, reSava se sledeci jednokriterijumski
zadatak:

(max) ()

p.o.

IA

g <0 i=1..,m

fx)>¢e k=1 ..,p,k#q

szO j=1 ..,n

cijesereSenjeusvajakao reSenjepolaznog zadatka VK O. Ako postavljeni zadatak
nema dopustivo reSenje, potrebno je smanjiti vrednosti g,. Sliéno prethodnoj
metodi, reSenje dobijeno ovim postupkom osetljivo je na izbor parametara koje
daje DO. Zato se preporucuje da DO aktivno ucestvuje u eksperimentima na
modelu i da u slu¢aju potrebe koriguje zadate koeficijente.

Primer 3.9. ReSiti sledeti zadatak VK O:
(max) [f,(%) = X, 1,9 = %]

p.o.

Osxjsl, j=12

metodom € ograni¢enja, ako prvi kriterijumimanajvisi prioritet,
dok drugi ne smeimati vrednost manju od 0,5.

ReSenje Skup dopustivih reSenja za polazni zadatak prikazan je na slici
3.11. ReSavamo sledeci zadatak linearnog programiranja
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(max)f,(X) = X

p.o.
0<x <1
1
= < <1
5 %
X2 A X2 A
A B 1A ]?
C C
0 17X 0 1 X
Slika 3.11. Slika 3.12.

Sije je reSenje viSestruko (slika 3.12) x," = 1, X, € [%, 1], a
vrednosti funkcija cilja su f,;" = 1 i u zavisnosti od izbora
vidsstrukog reSanjaf,’ ¢ [%, 1.

Napomena: Sva dobijena reSenja su slabo Pareto optimaln areSenje (1, 1) je
Pareto optimalno. Da je DO stavio € = 1, tada bi reSenje bilou
tacki (1, 1), bilo bi jedinstveno i Pareto optimalno. n

Primer 3.10. ReSiti zadatak VK O:
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(max) [fl(x) = x, 5,(¥) = xz]
p.o.
X + 2% <6
2%, + X, < 6

X, X > 0
akojeDO zadao: q=2,¢,= 2.

B(2,2)

£

Slika 3.13.

ReSenje Modd transformiSemo u:
(max) f,(x) = X,

p.o.

\'
N

ReSenje ovog modela je jedinstveno (tacka B na dlici 3.13.) i
Pareto optimalno: x,” =2, x, =2,f,"=2,f, = 2. -
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Metoda e ograni¢enja garantuje slabo Pareto optimalno reSenja, aako je
reSenje jedinstveno, onda je i Pareto optimalno. Ako je dopustiva oblast
konveksna, modifikacijom koeficijenata e, moZe se dobiti bilo koje Pareto
optimalno redenje.

3.7. Metoderastojanja

Metode rastojanja cinegrupu metoda zareSavanje zadataka VK O ¢ijaje
osnovna idga da se u kriterijumskom prostoru trazi tacka koja je najbliza neko
unapred odredenoj tacki koja se zeli dostici ili ka kojoj treba teziti ako ona nije
dopustiva. Drugim recima, minimizira se rastojanje izmedu zdjene tacke i
dopustive oblasti (slika 3.14). Razlike izmedu metoda ove grupe poti¢u od toga
kako se zdjena tacka odreduje, na koji nain serastojanje od nje,, meri“, dali se
uvode teZinski koeficijenti, itd.

N
£() f

£i(x)

S
7z

Slika 3.14.

U opStem slucaju, DO za svaki od p kriterijuma zadaje Zeljene vrednosti
ili odreduje nacin kako ¢eseoneizracunati. Nataj nacin seu p - dimenzionalnom
kriterijumskom prostoru definisetackaf* = (f,% ..., f,¥) kojapo pravilu nepripada
dopustivoj oblasti S. U sluéaju da je f?€S zadatak se reSava reSavanjem sistema
jednacina koje su definisane skupom ogranicenja.
U metodi rastojanja reSava se sledeci opsti zadatak:
(min) d{f 2 - f(x))

p.o.

Xe X
gde d(e, *) oznac¢ava rastojanje definisano pogodnom metrikom.
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U drugoj glavi je vet razmatran pojam rastojanjaizmedu tacaka i nagini
nakoje seto rastojanje moze matematicki izraziti. U kontekstu merenjarastojanja
u kriterijumskom prostoru ovde ¢emo ponoviti definicije metrika koje se ngjcesce
koriste u metodama rastojanja:

P
l; (pravougaona) metrika: d, (f* f(x)) = M -0,

k=1

|, (Euklidova) metrika: d, (f? f(x)) = Xp: (f& - £.09)?,
2 k=1

| (Cevigevijeva) metrika: G (F% f() = mex i - f)

Kriterijumimaje moguce dodditi tezinskekoeficijente, tako da prethodne
formule za rastojanje izmedu Zeljenog i trazenog reSenja dobijaju oblik:

p
d (2 f(9) = Y w|fy - f(x)| za pravougaonu metriku,
k1

p
d,(f? f(9) = J Y Wk(sz - fk(x)>2 za Euklidovu metriku i
ket

d (% () = {”f"; (Wk|sz B fk(x)|) za CebiSevljevu metriku.

Bez obziranaoblik polaznihfunkcijacilja, zadaci minimizacijerastojanja
su problemi ndinearnog programiranja, za koje, u opstem slucaju, nije
jednostavno pronaci optimalno reSenje. [zuzetno seu slucaju |, metrikei linearnih
funkcijaciljai ograni¢enja zadatak minimizacije rastojanja moze formulisati kao
problem LP &to ¢emo objasniti na sledecem primeru.

Primer 3.11.  Zadatak VKO
(max) [f1(X) = X4, f2(x) = x|
p.o.
O<x<1 j=12
reSiti metodom rastojanja koristeti pravougaonu metriku, ako se
Zde dosti¢i vrednosti kriterijume: ;> =21 f,> = 3.

ReSenje: Zbog specificnog oblika funkcija cilja, dopustivi skup i
kriterijumski skup ¢e imati isti oblik (slika 3.15). Mada je sa
sikeogigledno daje dopustivatackaf = (1, 1) ngjbliza Zdjenoj,
pokazacemo to analitickim putem. Zadatak koji treba resiti ima
oblik:
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(MIN®(x) = [2-x| + [3-x)

p.o.
X < 1
X, < 1
X, X > 0
Tre
(X)) =% -
31----------- jf
| o
if](x):xl
0 1 2 7
Slika 3.15.

Kada smo u reSavanju konkretnhog zadatka sigurni da vrednosti
kriterijumskih funkcija nece biti vete od zadatih zejenih
vrednosti, moZzemo slobodno dazanemarimo operatore apsolutne
vrednosti jer je |2 - f(X)|= f,Z - f(X). U konkretnom primeru to
znadi da bismo reSavali zadatak (min) [5 - x; - %,] na datom
dopustivom skupu. ReSenje ovog zadatka je X = (1, 1) i ono je
istovremeno reSenje polaznog ndinearnog modda. Medutim,
opisani postupak zanemarivanja apsolutnih vrednosti u opstem
slucaju ne bi bio korektan. Zato se koristi sledeci nacin za
oslobadanje od apsolutnih vrednosti:

Najpre se definisu promenljive y, = f2 - f(X) ,k=1,...,p, koje
predstavljaju odstupanja funkcija cilja od Zdjenih vrednosti. U
ovom slu¢aju uvode sesmeney, =2- X, i Y, = 3 - X, takoda se
dobija modd:
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Napomena:

(min)F(va) = |y1| + |y2|

p.o.
X, +Yy, =2
Xp t ¥, =3
0<x <1
0<x,<1

Treba primetiti da je F(x,y) u stvari funkcija od y a time
implicitno i funkcija od x.

Odstupanje y, moze biti pozitivno ili negativno. Kada je
pozitivno, pokazuje za kaliko je f(x) veta od zeljene vrednosti
f2 i zato se naziva se prebacaj i obdezava sa y,". Kada je
odstupanje negativno, ono pokazuje za koliko je f,(X) manje od
Zeljenevrednosti f*i zato senaziva se podbacaj i obeleZavasay,
.Jasno jedavaZzi Y, = Vi - Vi i Vi X Y =0, jer za jedan
kriterijum ne mozemo istovrmeno imati i prebaca) i podbaca).
Prema tome, u konkretnom zadatku uvodimo sledete smene:
Vi=Vr -V iYL =Y, - Y, Apsolutne vrednosti mogu se napisati
kao: [yy| =yi" + Y1 i Yo = Yo"+ Yo, jerjeyy’, yi, Yo', Y. > 0. Na
ova) nacin se polazni zadatak metode rastojanja transformise u
sledeci oblik:

(MNFXY) =y, +Y +Y, +Y,

p.o.
X - Yty =2
X =Y, +Y, =3

X, % <1

Xy % Y10 Y10 Yo, Yo 2 0

Ovo jeklasi¢an zadatak L P ¢ije se reSenje moze dobiti simpleks
agoritmomionojey,*=0,y,=1,y,"=0,y, =2,f =% =1,
f, =%, =1.

Vidimo da smo analiti¢kim putem ponovo dobili isto reSenje. Ni
jedan od kriterijum ne dostiZe Zeljene vrednosti a podbacaji su
yr=1liy, =2

Objadnjene transformacije su osnova za formulaciju zadatka
viSekriterijumskog linearnog programiranja (VL P) u oblik koji se
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naziva ciljno programiranja. Prema tome, zadatak ciljhog
programiranja je poseban oblik zadatka metode rastojanja u
VKO. Dodatno je moguée kriterijumima dodditi prioritete
dostizanja Zdjenih vrednosti i teZinske koeficijente. n

ReSenjezadatka VK O dobijeno metodomrastojanja, kada skupu vrednosti
kriterijuma ne pripada Zd jena vrednost, predstavlja slabi Pareto optimum, a ako
jejedinstveno, onda jei Pareto optimalno.

Primer 3.12.  Dat je zadatak VLP (slika 3.16):
(max) [f1(x), f2(x), f3(X)]
p.o.
35x, + 7%, > 175
136x, + 170x, < 2040
20x, + 3%, < 240
X, X% > 0
gde su:

fi(X) = 4%, + Bx,
fo(%) =% + %,
f3(X) = 40x, + 6X,

a) Resiti zadatak metodom rastojanja sa pravougaonom metrikom,
ako se zdi dosti¢i idealna tacka.
b) Koja reSenja predstavljaju Pareto, a koja slabi Pareto optimum

polaznog zadatka.
N
X2
25
12 A
D B X
5 c 15

Slika 3.16.
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ReSenje

a)

p.o.

U ovom zadatku DO je odredio da su Zeljene vrednosti

kriterijumskih funkcija idealne vrednosti tih funkcija. Zato je

najpre potrebno odrediti marginalna reSenja i odgovarajuce

idealne vrednosti funkcija:

f," = 60 za viSestruko reSenje koje pripada duzi AB sa krajnjim
tackama: V" = 3,09, x," = 9,52 i x,¥" = 11,59,
X" =273,

f, = 14,32 za x,?" = 11,59, x,?" = 2,73 (tacka B),

f,” = 480 zaviSestruko reSenje koje pripada duzi BC sakrajnjim
tackama: x,®" = 11,59, x,®" = 2,73 i x,®@" = 12,
X" = 0.

Zadatak VK O prilagoden za reSavanje metodom rastojanja sada
ima oblik:

(MiN®(x) = [f,;" - {,0)] + [f," - L09[+]f5" - (3]
pri istim ogranicenjima.

Posto sve kriterijume treba maksimizirati, a po definiciji margi-
nanih reSenja je f, > f(X) , MmoZe se daviti da je
It - f()|=f - f(X) , k=1, 2, 3. Tada se umesto polaznog
zadatka moZe relavati zadatak minimizacije funkcije
®(X) = 554,32 - 45x, - 12x,, pri istim ograni¢enjima.
Pokaza¢emo kako seovaj zadatak reSava opstim postupkom koji
koristi definiciju prebacaja i podbacgja. U tom slucaju
matematicki modd ima oblik:

MINFXY) =y + Y *Y; + ¥, *Y; + Y5
4%+ 5% - ¥ + i - 60

X, + % ~ Y, +Y, = 1432

40%, + 6X, - Y5 +Yy; = 480

35X, + 7X, > 175
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136x, + 170x, < 2040
20X1 + 3X2 < 240

X X0 Y15 Y1 Yar Yor Y3: Y5 > O

ReSavanjem ovog zadatka dobija se jedinstveno reSenje F* =0,
X, =11,59, x, = 2,73.
To &to je vrednost funkcije cilja jednaka nuli ukazuje da je
dobijeno resenje savrdeno jer nema ni prebacaja ni podbacaja
vrednosti funkcija cilja od idealne tacke. Ovo je o¢igledno i na
grafiku; vidimo da u tacki B sve tri funkcije cilja dostizu svoju
najvecu vrednost.

b) Jedino jetacka B(11,59, 2,73) Pareto optimalna. Sve tacke na
duZi AB na jednu stranu i BC na drugu stranu su slabi Pareto
optimumi. n

3.8. Inter aktivno kompromisno programiranje

I nteraktivne metode zareSavanje zadataka VK O podrazumevaju aktivno
uceste DO u procesu moddiranja problema, generisanjamogucihresenja, njihove
analize i konagnog usvajanja. Razvoj pogodnih metoda zahteva koristenje
odgovaraju¢ih matematickih moddai poznavanjec¢ovekovog ponaSanjau procesu
odiucivanja. Algoritam koji ¢e ovde biti prikazan kao predstavnik ovih metoda
razvijen je na osnovu sledecih idga.

Uoceno je da DO lakSe moze da poredi alternative ako se uz vrednosti
kriterijumaiskaZe i koliko je koje reSenje blizu svoje idealne vrednosti. Pri tome
je pogodno da se rastojanja predstave na skali od 0 do 1.

Kako god da izraZzava svoje stavove prema konkretnim reSenjima ili
kriterijumima, u velikom broju zadataka DO se eksplicitno ili implicitno ponasa
kao da kriterijumima doddljuje teZinske koeficijente. Nevolja je $to DO ne moze
unapred da zna kakve ¢e posledice imati odredivanje tezina, odnosno, ne moze
svoje osetaje i namere da iz prvog pokuSgja iskaze pomocu brojeva koji
predstavljaju tezinske koeficijente. Zato mu treba pomoéi da iterativno dode do
onih vrednosti koje mu najvise odgovaraju.

Posmatrajmo zadatak VLP

(max) [fi(x), ..., f(X)]
p.o.
xe X={xeR"| x>0, Ax< b,b e R™}
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gdesu f;(X), ..., f(x) linearne funkcije.

U ovom agoritmu se umesto rastojanja od idealne tacke, koje je
koris¢eno u prethodnim modelima, koristi koncept stepena bliskosti. Stepen
bliskosti d(x) koji ima reSenje x ka optimalnoj vrednosti po kriterijumu k je:

f(x) - f-
dk(x):kU=Lk, k=1 ..,p
fk _fk

gde su:

f(X) - vrednost kriterijumske funkcije za reSenje x,

f.” - maksimalna moguéa vrednost kriterijumske funkcije f, na dopustivom skupu
X,

f- - minimalna moguéa vrednost kriterijumske funkcije f, na dopustivom skupu
X.

Ocigledno da d(x) uzima vrednosti izmedu O i 1. Stepen bliskosti
konkretnog reSenja pokazuje koliko je to reSenje blisko maksimalno mogu¢o
vrednosti kriterijumske funkcije f, na dopustivom skupu X.

Umesto originalnog problema sada se reSava slededi:

(max) dP*i(x) = g;wkdk(x)

p.o.
X e X

Kriterijumska funkcija d”*}(x) ovako definisanog problema naziva se
agregatna ili kompozitna funkcija. Ona predstavlja ukupnu bliskost izmedu
vrednosti kriterijuma za reSenje x i idealne tacke.

Oslanjanjuéi se na rezultate teorije igara, razvijen je sledeti proces
reSavanja zadatkaviSekriterijumskog linearnog programiranja. PocinjesereSava-
njem 2p jednostavnih problema linearnog programiranja kojima se nalaze
maksimalne (f.) i minimalne(f,") vrednosti za svaku kriterijumsku funkciju, f(x),
k=1, ..., p, nadopustivom skupu X. Zapamte se marginalnareSenjai izracungju
njihovi stepeni bliskosti po svakom kriterijumu. Jasno je da je stepen bliskosti
marginalnog redenja X< po kriterijumu k jednak jedinici dok je po drugim
kriterijumima, po pravilu manji od jedan. U saradnji sa donosiocem odluke
analizirgju setekucareSenjai po potrebi generiSu nova.

Algoritaminteraktivnog kompromisnog programiranja(IKP) [36; 38] ima
sledece korake:
1° Inicijalizacija, odrediti:
a fJ, k=1, ..., p, kao marginalna reSenja originalnog zadatka, tj. resiti p
jednokriterijumskih zadataka:
(max) fy
p.o.
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xe X

ReSenjasu XV i f, tj. vektor (f,", ..., f,") jeidealna tacka.
b) f-, k=1, ..., p, kao reSenja p jednokriterijumskih zadataka:
(min) f,
p.o.

xe X

ReSenjasu xX* i f', avektor (f,", ..., f,") se naziva anti-idealna tacka.
2° Usvojiti reSenjax' kao pocetnaresenjax, j =1, ..., p, i odrediti stepene

bliskosti po formuli

o f(xd) - fh
dk(xl):%, k=1 ..,p
k_fk

Rezultati se mogu urediti u tabelu oblika:

X

f fu
xt X2 xP

f) d;* d;? d, f,"

f d,! d,? d° f,

fP dpl dP2 de fPU

gde su d = d(X) stepeni bliskosti reSenja X maksimalno mogucoj
vrednosti f” kriterijumak, k=1, ...,p,j =1, ..., p.
3 ReSiti dedeci zadatak LP kojim se nalaze optimalne teZine stepena
bliskosti:
(max) dP+t
p.o.

p .
Ywd > dPt, j=1, ., p
k=1

ReSenje ovog zadatka su teZinski koeficijenti w, doddjeni stepenima
bliskosti kojimabi odgovaralamaksimalnavrednost kompozitnefunkcije,
odnosno ukupnog stepenabliskosti izracunatog kao otezani zbir pojedinih
stepena bliskosti.

Treba primetiti da su promenljive koje se odreduju u ovom zadatku w,
k=1, ..., p, i daonenezaviseodx niti su eksplicitno sadrZzane u kriteri-
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4°

50

60

jumskoj funkciji.

Formirati novu kompozitnu funkciju koristeci optimalne teZinske koefi-
cijente dobijene na koraku 3° algoritma a zatim reSiti slede¢i zadatak
linearnog programiranja da bi se dobilo novo kompromisno reSenje koje
maksimizira kompozitnu funkciju:

(max) dP*i(x) = éwkdk(x)

p.o.
X e X

ReSenje zadatka je xP**.

Odrediti stepene bliskosti d?, k = 1, ... , p, idealnoj tagki koje
odgovaraju reSenju x***. Dodati ovu kolonu tabeli koja je pripremljenau
koraku 2° i dobiti sledecu tabelu.

X

f fu
xt X2 XP xPri

f, d,! d? dr | drt fu

f, d,! d,? df | d £,

f, df | d? dp | apr | £l

Pokazati DO tabelu i zatraZiti od njega da kaZe dali postoji reSenje koje
je zanjega bolje u odnosu na sva druga reSenja u tabdi. Ako postgji, to
jeprihvatljivo reSenjei algoritam sezavrSava. U suprotnom, DO trebada
kaZe koje je reSenje iz tabde za njega najmanje prihvatljivo. Zatim, to
reSenje zameniti novim nadenim u koraku 5° i vratiti senakorak 3°. =

Primer 3.13.  Potrebno jeresiti sledeci visekriterijumski problem:

(max) [f,(%), f(X)]
p.o.
2%+tX%, < 11
2%+ 3%, <21
-2X+ X, <3
Ax+ X%, <20
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X, % > 0

gde su:
fL=3% - %
f,=-5x + 2%,

1° Skup dopustivih reSenja prikazan je na dlici 3.17.

N
o B(L3,6)
C(3,%5)
A(0,3)
D (4,5,2)
X
0 E(5,0)
Slika 3.17.
Lako seraduna:
flL = fl(A) =- 3

f2L = fz(E) =- 25
fU=f(E) =15
£,U=f,(A) = 6.

Stepeni bliskosti pojedinih reSenja racunaju se po formulama

L0 -f-  f,0 +3
d,(¥) = YR = 15+ 3
1 1
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00 - fy f,(x) +25
a - 9 B0
U _ ¢t 6 +25
2 2
Tako se dobija:
A B C D E O
d,(x) 0 0,083 | 0,389 | 0,805 1 0,167
d,(X) 1 0,952 | 0,645 | 0,210 0 0,806

3.18).

Slika 3.18.

vV &

Skup dopustivih reSenja se na taj nacin transformiSe u skup
stepena bliskosti koji se moze prikazati i u ravni d;, O d, (slika

2° PogetnareSenjax' = X(E) i X* = x(A) prikazuju se u tabdi
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dx xt X2 fu
f, 1 0 15
f, 0 1 6

3° Sada sereSava sledeti optimizacioni zadatak:

(max) d®
p.o.

w, > &

w, > o

W +w, =1

W, W, > 0.

ReSenjejew;=0,51 w,=0,5.
4° Formira se funkcija bliskosti

dopo - A AW | 1 B9 -6
2 fZU _ sz

2 flu ~ flL
1
= m@xl + 5%, + 543)

Sada se maksimizira ovako definisana funkcija bliskosti
1

max) d® = ——(3x, + 5 543

(max) 1164 T Ve T OB)

p.o.
2%+tX%, < 11
2%+ 3%, <21
-2X+ X, <3
Ax+ X%, <20
X; % > 0

ResenjejetatkaB: X = (1, 5, 6) ; f(B) = (- 1,5, 4,5).
5° Raguna se bliskost d® = d (B) = (0,083, 0,952) i formira nova
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tabda:

dx Xt X2 X3 fu
f, 1 o |oo083| 15

f, 0 1 |0952]| 6

6° Tabda sepokazuje DO. Recimo da DO smatra da je ngjgore od
ponudenihreSenjax?, x2=x(A). ReSenjex® sezamenjujereSenjem
X,
3° ReSava se sledeti problem:
(max) d®
p.o.
0,083w;+0,952 w, > d?
w, > &
W +w, =1
W, W, > 0.
ReSenjejew, = 0,509 w, = 0,491.
4° Formira se funkcija bliskosti
d*(x) = 0,0056x,+0,0034x,+0,481

Sada se maksimizira
(max) d®(x) = 0,0056x,+0,0034x,+0,481
p.o.
2%+X%, < 11
2%+ 3%, <21
-2%+ X, <3
Ax+ X%, <20
X; % >0

Resenjejetatka C: x> = x(C) = (3, 5) ; f(C) = (4, -5).

5° Raduna se bliskost d® = d (C) = (0,339, 0,645) i formira nova
tabda
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Zadatak 3.1.

ReSenje

dx Xt X2 X3 fu
0,083
0,952

0,339 18
0,645 6

TabelasepokazujeDOi recimo da on prihvata ponudeno reSenje
X2, n

3.9. ReSeni zadaci

Resiti zadatak VLP u kome je potrebno minimizirati funkciju
() = X, + X, maksimizirati funkciju f,(X) = X, + 2%, i
minimizirati funkciju f5(X) = X, + 3x%,, pri ograni¢enjima:

X+ 2%, > 12
2%, + X, < 16
X > 2
X, > 0

primenom |eksikografske metode, ako je redosled znacajnosti
kriterijuma jednak njihovim indeksima;

primenom relaksirane leksikografske metode uz isti redosled
znacajnosti, ako su koeficijenti odstupanja za kriterijume o, = 1
io,=2;

primenom metode teZzinskih koeficijenata ako su tezine
kriterijuma: w; =1, w, = 3iw; = 2;

primenom metode rastojanja ako se zdi dosti¢i idealna vrednost
svih kriterijuma.

Ovaj zadatak VKO (slika3.19.) jekarakteristi¢an po tomesto su
sva dopustivaresenja (sve tacke koje pripadaju trouglu A (2, 5),
B (2, 12), C (6,67, 2,67)) Pareto optimalna.
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Zadatak 3.2.

b)

N
X2

B
\\
A
C
X
Slika 3.19.

ReSenje se dobija u prvom koraku: x," = 2, x, =5,f" =7,
f, =121, =17.

X =4,% =41 =81, =12 1, =16.

X =6,67,% =267 f =933, f, =12 f,;” = 14,67.

ReSenje jeisto kao i pod (c), a suma odstupanja svih funkcija
cilja od svojih idealnih vrednosti je 16,33. n

Novinska agencija izdaje dva mesaina ¢asopisa A i B koje
Stampa u sopstvenoj Stampariji. Mesegna kolicina papira koju
Stamparija moze da nabavi iznosi 10.000 tabaka. Od jednog
tabaka moze da se odstampa 1,25 ¢asopisa A ili 2,5 ¢asopisa B.

Casopis A se Stampa u jednoj boji (crnoj), a B u 4 boje. Po
primerku ¢asopisa A sepotrosi 5 g boje, a po primerku ¢asopisa
B 3 g od svake boje. Kilogram boje kodta 55 din, aznaseda je
Zuta boja deficitarna i da je ima na raspolaganju samo 9 kg
mesano. Primerak ¢asopisa A kosta 8 din, a ¢asopisa B 20 din.

Smatra se, da je neisplativo Stampati ¢asopis ako je tiraz manji

od 1500 primeraka.

Formulisati matematic¢ki model problema kojim ¢e se odrediti

optimalan tiraz ovih ¢asopisa, tako da se maksimizira zarada
Stamparijei minimizira novac potroSen na boju.

Koliki treba da budetiraz ovih ¢asopisa ako je direktor agencije
odredio da je zarada firme od 70.000 din dovoljana, a da je
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primarni kriterijum, pri odredivanju tiraza, smanjenje potrosnje

boje.

ReSenje a) Matematicki mode se moze formulisati na sledeci nacin:

p.o.

(max)f,(x) = 8x; + 20X,
(min)f,(x) = 0,275x; + 0,660x,

0,8x, + 0,4x, < 10000
3x, < 9000
X, > 1500

X, > 1500

b) Sa raspoloZivim podacima mozemo primeniti metodu ¢
ograni¢enjai dobicemo sledetereSenje: ¢asopis A trebaStampati
u tirazu 1500, a ¢asopis B u tirazu 2900 primeraka; pri tomece
zarada agencijeiznositi predvidenih 70.000 din, ana boju ¢e biti
potroSeno 2326,50 din. ]
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