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1 Uvod 2

1 Uvod

e Zivot savremenog Coveka ne moze se
zamisliti bez koriscenja bezi¢nih komu-
nikacija, po principu AAA (Any time, Any
where, Any how).

e Zavisnost coveka od mobilnih komu-
nikacija ogleda se u svim sferama Zivota
kako po pitanju prenosa informacija i up-
ravljanja tako i u sferi zabave.

e Veliki je broj korisnika mreza maobilne tele-

fonije, satelitske televizije, bezi¢nog inter-
neta, itd.

Marko D. Petkovic Diplomski rad



1 Uvod 3

e Uspostavljanje brze i pouzdane komunikacije kroz bezi¢ni radio
kanal predstavlja veliki izazov zato Sto ovaj kanal nije podlozan
samo Sumu, interferenciji i drugim smetnjama vecC se te smetnje
menjaju vremenom na nepredvidive nacine usled kretanja korisnika.

e Pod fedingom se upravo podrazumevaju brze promene amplitude i
faze signala na malim rastojanjima.

e Razvijaju se modeli za opisivanje razlicitih efekata kao Sto su prosti-
ranje po vise putanja (multipath propagation) i efekat senke (shad-

owing).

e Zbog slu¢ajnog karaktera ovih pojava, u prisustvu Sumova i smetnji
signal na ulazu u prijemnik bezi¢nog telekomunikacionog digitalnog

sistema je slucajni proces.
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e Opisivanje i modelovanje kanala sa fedingom je od narocitog znacaja
u mobilnim komunikacijama kako za samo projektovanje primo-
predajnog sistema tako i za analizu performansi.

e Tokom dugog perioda razvoja bezi¢nih komunikacija konstruisan
je veliki broj razli¢itih modela kanala sa fedingom. Primeri takvih
modela su : : , ,

, , itd.

e Cilj ovog rada je proucavanje statistickih osobina prvog i drugog
reda anvelope i faze u ovim modelima, sa posebnim osvrtom na
i
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2 Prenos signala u kanalima sa fedingom

e Definisacemo geometrijsko-analiticki model kanala koji je veoma
korisan za dobijanje prave slike o mehanizmu fedinga i statistickim
karakteristikama primljenog signala.

e Opisacemo nekoliko modela fedinga ( : :
i ) koji se u praksi najéesce koriste za modeli-

ranje prijemnog signala.

e Za svaki model detaljno ¢emo izvesti statistike prvog reda i dati
oblasti moguce primene.
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2 Prenos signala u kanalima sa fedingom

2.1 Model rasejanja radio

NajkoriSceniji 1 najcitiraniji model u
literaturi zasnovan na rasejanju ta-
lasa je Clarke-ov model.

da
sastavljen

Clarke
dolazeci

je
od
horiznotalnih, vertikalno polarisanih

je predpostavio

talas

ravanskih talasa sa slucajnom

fazom. Faza ima uniformnu

raspodelu u intervalu [0, 27).

talasa

. re #
n-ti dolazeéi talas//

v X

SLIKA 2.1 Prikaz dolazeéeq ra-
vanskog talasa, kada se prijem-

nik krece
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Komponente elektricnog i magnetnog polja na prijemu mogu da se
predstave na sledeci nacin

N
E. = Ey Z C,, cos(w.t + 0,),
n=1

N

H, =

_Eo C,, sin a, cos(wct + 6,,),
n

n—=1
E N
H, = 70 Z C, cos a, cos(wct + 6.,,),
n—=1
Pritom je 0,, = w,t + ¢,,, gde je w,, Doppler-ova frekvencija a ¢,

faza n-te komponente prijemnog signala.

Velicine C,,, w,,, o, | ¢,, posmatramo kao slucajne promenljive, pri
¢emu je ¢, uniformno raspodeljena na segmentu [0, 27].
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2 Prenos signala u kanalima sa fedingom 8

NapiSimo sada izraz za z komponentu elektricnog polja na drugaciji

nacin
E. = X;(t) cos(wet) — X2(t) sin(w,t)

gde je

N
X1(t) = Z EoCy cos(wnt + ¢n),

n=1

N
X2(t) = Z EoC,, sin(wnt + ¢n).

n—=1
Ako su sve veli¢ine C,, kao i w,, imaju istu raspodelu, primenom
dobijamo da su X (%) i X2(t) Gauss-ovi slu¢ajni
procesi. Pritom je srednja vrednost ovih procesa nula a disperzije su
im jednake.
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2.2 Velicine koje opisuju kanal sa fedingom

e Funkcija gustine raspodele (PDF - Probability Density Function) - px (x).
e Funkcija raspodele (CDF - Cumulative Distribution Function) - Fx (x).

e ZdruZena funkcija gustine raspodele (JPDF - Joint Probability Density

Function) - px,x,(x1,x2).

e ZdruZena funkcija raspodele (JCDF - Joint Cumulative Distribution Func-

tion) - Fix, x, (iBl, 332).

Slucajni proces oblika
X (t) = X1(t) cos(wet) — X2(t) sin(wet)
predstavicemo preko kompleksnog predstavnika

X (t) = X1(t) + j X2(t).
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Anvelopu R(t) i fazu 9(t) definiSemo na uobi¢ajen nacin

R(t) = VX1(t) + Xa(t), O(t) = arctan(Xa(t)/X1(t)).

p Im{X (@)}

SLIKA 2.2 Trajektorija slucajnog procesa X (t) u fazorskom dijagramu. Ugao g

predstavlja proizvolyni nivo faze.
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2.3 Rayleigh-ev model fedinga

Rayleigh-ev model kanala najéeSce se ko-
risti kada ne postoji opticka vidljivost
izmedju predajnika i prijemnika.

UspesSno se primenjuje u slucaju reflekto-

vanih i refraktovanih talasa koji se prenose John William Strutt-
kroz troposferu i jonosferu kao i u radio
komunikacijama izmedju brodova.

Pogodan je za opis komunikacionih kanala
u urbanim podruéjima, kao sto su gradske

oblasti sa visokim zgradama.
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Signal koji se dobija na prijemu kanala sa Rayleigh-evim fedingom, u
kompleksnom domenu ima sledeci oblik

X (1) = X1(t) + 5 X2(t),

gde su X;(t) i X2(t) Gauss-ovi procesi &ija je srednja vrednost nula
a varijansa jednaka o2. Ova dva procesa su statisticki nezavisna.

Pokazaéemo da anvelopa ovog procesa R(t) = /X 2(t) + X2(t) ima
Rayleigh-evu raspodelu

dok je faza ¥(t) uniformno raspodeljena.

Marko D. Petkovic Diplomski rad



2 Prenos signala u kanalima sa fedingom 13

2.4 Nakagami-q (Hoyt-ov) model

Originalna namena ovog modela je opis raspodele anvelope signala
snimljenog na satelitu pod uticajem jonosferske scintilacije. Sve ¢esce
se primenjuje u mobilnim komunikacijama za analizu performansi pri-
mopredajnih sistema.

Predstavlja generalizaciju , pogodan je za pri-
menu kada ne postoji opticka vidljivost izmedju prijemnika i predajnika.

Signal na prijemu u kompleksnom domenu mozemo prikazati na sledeci
nacin

X(t) = X1(t) + j Xa(t),

gde su X;(t) i X2(t) nekorelisani Gauss-ovi procesi Cije su varijanse

redom jednake o% i o3.
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2.5 Statistike prvog reda za Nakagami-q i Rayleigh-ev
model fedinga

Posto su X, i X5 nekorelisani Gauss-ovi procesi imamo da je njihova
zdruzena gustina raspodele (JPDF) data sledec¢im izrazom

1 7 s
£Xr £Xr p— ex —_—— — — .
pX1X2( 1 2) 27_‘_0_10_2 p ( 20_% 2()_3)

Uvedimo transformaciju X; = Rcos?, X5 = Rsind. Jakobijan ove
transformacije je J = R. Prema tome JPDF procesa R(t) i ¥(t)
dobijamo kao

|J| "PXi X, (r COS @, T Sin 90)

r r? [ cos? ¢ | sin? ¢
= exp | ——
20102 b = o? ' o3
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Integracijom po r izraza za pryg(7, ) dobijamo PDF faze

0102

+ oo
— r, p)dr = .

Za slucaj kada je 01 = 03 = o dobijamo da je
ps(p) = %, odnosno da je faza ¥(t) uniformno raspodeljena.

U grani¢nom sluéaju kada o? — 0 dobijamo

po(e) = 5 (5(p — 7/2) + 8+ 7/2),

dok se u slu¢aju 05 — 0 dobija

Po(9) = 5 (5() + 8(p + ).
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SLIKA 2.3 Grafik funkcije ps(p) za razlicite vrednosti parametra p = o5 /0% i

0'121.
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Gustinu raspodele anvelope R(t) ratunamo integracijom izraza pryg (7, @)
po promenljivoj ¢

pPr(7) /7T PRro (7, p)dp

—TT

oo (5 () e (5 (G- 2)
exp | — _ .
0102 P 4 \o? I o3 °\ 4 o5 o3

Sa Ip(-) oznatili smo modifikovanu Bessel-ovu funkciju nultog reda.

Ukoliko je 01 = 03 = o dobijamo raspodelu anvelope za

pr(r) = % exp (—i> :

202
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SLIKA 2.4 Grafik funkcije pr(r) za razlicite vrednosti parametra p = o5 /0% i

0'121.
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2.6 Rice-ov model fedinga

Rice-ov model fedinga se koristi za opi-
sivanje signala u okruzZenjima gde postoji
opti¢ka vidljivost izmedju predajnika i1 pri-

jemnika. <.

'
Stephen O. Rice
(1907-1986)

Ovaj model se koristi za opisivanje ze-

maljskih mobilnih kanala u slabo nasel-
jenim mestima i predgradjima gradova kao
I za opisivanje satelitskih kanala.

Podsetimo se da je primljeni signal u Clarke-ovom modelu oblika

E. = X;(t) cos(wet) — X2(t) sin(w,t)
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Predpostavimo da postoji linija opticke vidljivosti duz koje se prostire
nulta komponenta signala koja ima znac¢ajno vecu amplitudu Cy od
ostalih komponenti. Prema tome vazi

N
X1(t) = ma(t) + > EoCpcos(wnt + ¢n),

n=1

m1 (t) — E()C() COS(WOt —|— Qb())

N
X5(t) = ma(t) + > EoCpsin(wnt + ¢n),
n=1

%) (t) = Eoc() Sin(wot -+ Qb())

Dalja razmatranja izvodicemo pod predpostavkom da je Doppler-ova
frekvencija nulte komponente fy jednaka nuli. To znadi da je dolazedi
direktan talas normalan na pravac kretanja prijemnika (predajnika).
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Sada su X;(t) i X2(t) Gauss-ovi sluéajni procesi jednakih varijansi o2

pri c¢emu su im srednje vrednosti redom jednake mq i mo,. Prema tome
dobijamo da je njihova JPDF jednaka

1 ( (1 —mq1)? (x2 — 7'l2)2>
exp | — —
2o

pX1X2 (wlawZ) — 20-2 20-2

Uvodjenjem transformacije X1 = Rcosv, X3 = RsinY dobijamo
JPDF anvelope i faze

r eXp( 7«2_2r(mlcosgo—|—mzsin<’0)_|_m%_|_m§)

pro (7, ¢) = 2o 2 202

Integracijom po ¢ predhodnog izraza dobijamo PDF anvelope

r ( r2—|—mf—|—m§> (r\/m%—km%)
exp | — Ig .

T p—
Pr(r) 2w o2 202 o2
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2.7 Nakagami-m model fedinga

Za opisivanje mobilnog radio kanala €esto se koristi model.

lako je za razliku od predhodnih modela ovaj model empirijski, prili€no
je elegantan i u praksi se dokazao korisnim.

Gustina raspodele anvelope je

( ) 2m M p2m—1 ( mr2>
r) = ex — .
PR r(m)o™ T\ 0

Parametar m € (1/2,400) se naziva parametar fedinga (fading figure).
Parametar () predstavlja moment drugog reda raspodele anvelope.

Raspodela anvelope, za razlic¢ite vrednosti parametara m i €2, svodi se
na (ili aproksimira) : : ili
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Izvodjenje Nakagami-m raspodele

Predpostavimo da je prijemni signal u kompleksnom domenu oblika
X(t) = X1(t) + 3 X2(t)

gde je

X2(t) =

d X3(t), i=1,2
\'i:l
pri ¢emu su Xll(t), .« .,le(t), X21(t), .« .,X2m(t) zal — ]_, ool

statisticki nezavisni Gauss-ovi slu€ajni procesi nulte srednje vrednosti i

varijanse o?.
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Slugajni proces Z(t) = R?(t) = XZ2(t) + X2(t) jednak je zbiru
kvadrata n = 2m uzajamno nezavisnih Gauss-ovih sluc¢ajnih procesa.
Dakle Z(t) ima x? gustinu raspodele sa m stepeni slobode

(2) mmzm—1 ( mz)
z) = ex — .
vz rm)o™  ©C\ «

Primenom transformacione formule R — v/ Z dobija se trazena raspodela
anvelope.

ZdruZzenu gustinu raspodele anvelope i faze mozemo da odredimo iz
predhodnog izraza pomocu transformacije X; = R cos ¥, X5 = Rsin 9.

Pro (T, $) = TPx, x, (T cos g, Tsin p) = rpx, (r cos p)px, (r sin )

m™r2m =1 sin™ 1 (2¢)| ( mrz)
exp | —

2mO™I2(m/2) Q
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Integraljenjem po r odnosno ¥ predhodnog izraza dobijamo PDF faze

I'(m)|sin™ " (2¢)]
2mI2(m/2)

po(p) =

Na osnovu izra¢unatih izraza za py (@), pr(r) kao i pry (7, ¢) dobijamo
da su faza i anvelopa kod Nakagami-m fedinga nezavisni, odnosno da

vazi

Pro (7T @) = Pr(T)Po(¥)-
Ovakav rezultat imamo i u sluc€aju . Napomenimo
da je za m = 1 vrednost py () konstantna i jednaka (27)~!, $to pred-
stavlja gustinu raspodele faze kod . Ovo pokla-

panje potvrdjuje ispravnost izlozenog modela.
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3 Statistike drugog reda Nakagami-q signala

e Opisacemo statistike drugog reda prijemnog signala na izlazu kanala
sa Nakagami-q fedingom.

e lzvesc¢emo izraze za srednji broj osnih preseka anvelope (LCR), faze
(PLCR) kao i srednje vreme trajanja fedinga (ADF).

e Odredicemo uslovne PDF anvelope i izvoda faze za datu vrednost
faze.

e Osim opsteg slucaja , razmatracemo i nekoliko
specijalnih slu¢aja a posebno slucaj

Rezultati prikazani u ovoj glavi su novijeg datuma. Ima i nekoliko
originalnih rezultata.
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3.1 Definicije statistika drugog reda i osnovna
svojstva

Statistike drugog reda kanala sa fedingom su
e Srednji broj osnih preseka (LCR - Level Crossing Rate)
e Srednje vreme trajanja fedinga (ADF - Average Duration of Fades)

Ove velic¢ine su korisne u projektovanju mobilnih radio komunikacionih
sistema i za analizu performansi istih.

U digitalnim telekomunikacijama nagli pad vrednosti anvelope priml-
jenog signala direktno vodi do drasti€nog povecanja verovatnoce greske.

LCR i ADF koriste se prilikom optimizacije sistema kodovanja koji su
potrebni za korekciju greSaka.
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Za razna pitanja sistem inZenjeringa kao Sto su
e izbor duzine bloka za kodovanje paketskih sistema,

e projektovanje metoda kodovanja sa konkatenacijom sa i bez inter-
livinga,

e optimizacija velic¢ine interlivera,

e izbor kapaciteta bafera za Seme adaptivhe modulacije i procena
komunikacionih protokola,

potrebno je poznavati LCR i ADF.
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Srednji broj osnih preseka signala X (t), u oznaci N3 (x) definise se
kao brzina kojom signal preseca nivo x sa pozitivhim izvodom u tacki
preseka x.

Ocekivano vreme za koje vrednost signala pripada intervalu (z, x+dx),
za dati nagib & i vreme dt jednako je p(x, )dxdadt. Potrebno vreme
za jedan prelazak nivoa x je dx/zx.

Odnos ove dve velicine daje ocekivani broj prelazaka nivoa x, signala
X za dati nagib « i vreme dt

TPy x (x, T)dEdt.

Deljenjem sa dt i integracijom po & dobijamo sledeci izraz

+ oo

N (@) = /O Tpx x (x, &) di.
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Srednje vreme trajanja fedinga, u oznaci Tx_(x) je takodje vaZna
statistiCcka karakteristika drugog reda i predstavlja srednje vreme za
koje se anvelopa signala nalazi ispod zadatog nivoa x.

Neka je duzi vremenski interval u kome se posmatra anvelopa 7' i neka
je t; trajanje i-tog boravka signala ispod nivoa x. Tada je verovatnoca
da je nivo signala X (¢) manji od nivoa x

Fx(z) = P[X (1) < 2] = % Zt

Srednje vreme trajanja fedinga je

1 . Fx(il?)
INE@ 2T NE@)

TX_ (ZB) ==
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3.2 JPDF faze i slucajnog FM suma kod Nakagami-q
fedinga

lzvod procesa faze 9¥(t) naziva se sluajni FM Sum.

Polazimo od JPDF procesa X (t), X2(t), X1(t), X2(t) date sledeé¢im
izrazom

p . s 1 w.]_ 2 w.z —
X1X1X2X2( Z ? ? ) 472 0102V/61/62

Varijanse (3; procesa X,L(t) (¢ = 1,2) jednake su 3; = 2(7wo; finax,; ).
gde je fi,az, maksimalna Doppler-ova frekvencija procesa X;(t).
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Primeni¢cemo sledecu transformaciju slué¢ajnih promenljivih
X1 = Rcos, Xlchosﬂ—Rﬂsinﬂ,
X2 = Rsinv, Xzstinﬂ—l—Rﬁcosﬂ.

Primenom transformacije dobijamo JPDF procesa R(t), R(t), 9(t), 9(t)

2 2 o 2
r COS S1n
L 90)

2
expi —r
Ar20102+/ 3102 P { ( 207 202

2 . 2 2 . 2
_ 2 <cos p, e cp) 22 <cos P, el cp)

Presd (T, 7, P 90) —

2031 232 232 2031
—TTP (i — i) sin ¢ cos go} .
B2 [
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Integracijom predhodnog izraza po promenljivoj 7 dobijamo

+ oo
Pros (70, P) = / Pries (T, Ts @, $)dr
2 2 o 2 .«
r“ ([ cos sin
fr2exp{— ( 2(’0+ 2(’0‘|‘ . 2 SO )}
2 01 T2 B1 sin® ¢ 4 B2 cos? ¢

(27)3/201024/ 81 sin? ¢ + B2 cos? ¢

Dalje integracijom po promenljivoj » dobijamo sledeci izraz za JPDF
procesa procesa 9¥(t) i ¥9(t) u zatvorenom obliku

.2 2 . 2 —3/2
COS sin
( o e 290)
31 sin” ¢ 4+ B2 cos? o1 o5

Pys (P @) =
senT Aroi02+/ 31 sin? ¢ + B2 cos? ¢
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Za slucaj Rayleigh-evog fedinga (01 = 02 = o i 31 = B2 = 3) imamo

da je
(55
. N\ O o2
Predhodni izraz ne zavisi od ¢, pa se PDF slu¢ajnog FM Suma dobija

kao p3(p) = 27p,5(p, ). Za opsti sluéaj Nakagami-g fedinga nije
moguce odrediti izraz za p () u zatvorenom obliku.

—3/2

Imamo da u opstem slucaju vazi

+oo i
| epastep)as =0, ) =0

— OO

+oo )
| 6poile )dp = +o0, EF) =0

— OO
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SLIKA 3.1 Grafik funkcije gustine raspodele pg(¢) izvoda faze I(t).
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3.3 Srednji broj osnih preseka faze kod Nakagami-q
fedinga

Sredniji broj osnih preseka faze 1¥(t) (PLCR) u oznaci N () je otekivan
broj prolazaka signala, u jedinici vremena, kroz zadati nivo ¢ u pozi-
tivnom (ili negativnom) smeru.

Imamo da vazi

oo 1 /B1sin® ¢ + B3 cos? ¢
NT(p) = / 5p.05 (0, P)dp = :
s (@) i PPy (P P)dp = —— \/ o2 sin® o+ 02 cos? ¢

U slucaju Rayleigh-evog fedinga, predhodni izraz se umnogome uproscava

NJ(S"):%a 7:\/73
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SLIKA 3.2 Grafik funkcije srednjeg broja osnih preseka faze (PLCR) Ng_(cp).
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3.4 Uslovne gustine raspodele anvelope 1 izvoda faze

Izve$éemo izraze za uslovne gustine raspodele anvelope R(t) i izvoda
faze 9(t) (FM Suma) pod uslovom 9(t) = ¢, gde je ¢ proizvoljni nivo
faze. Koriste se za proucavanje statistike Suma koji nastaje kod FM
prijemnika.

Uslovhu JCDF anvelope i izvoda faze racunamo na osnovu sledeceg
izraza

P[R(t) < 70, 9(t) < Po, I (t) sete po za vreme di]
P[Y¥(t) sece po za vreme dt]

FR1§|900—|—(r09 SbO) —

_Jo° S5 #PRes (T o, )dpdr
NJ(SOO)
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Neka je

0
I('r,sombo):/ PPRroo (T o, P)dp, I(r,p) = I(r,p;+00).
0

Sada moZemo uslovne PDF za R(t) i ¢o(t) kao i uslovhu JPDF ova dva
procesa izraziti na sledeci nacin

d I(rOa ‘PO)
PR (ro) = —Fg; (ro, +00) =
|po+ dTO R’l9|cp0—|— 9 N,;,I_(SOO) Y
. . 9501)1919(900, $0)
Pio+ (P0) = = Frppg4 (+00, $o) =
I |po+ d‘PO RY|po+ y N,;_(goo) 9
p (r ¢ ) . d F (r ¢ ) . I(r09 LPO; (lbO)
: 0 o) — ‘ 0 0) — .
RO |po+ ? drg RO |po+ ? N,;,I_(QO)
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Najpre ¢emo odrediti izraze za I(r, ;@) i I(r,p) u zatvorenom ob-

liku.
2 2 o« 2
o T cos” ¢ sin” ¢
’“e’“’(‘z( oz T o2 ))

(27)3/20102+/ 81 sin? ¢ + B2 cos?

$0 7°2Q02 )
X pexp | — - dy.
/0 ( 31 sin? @ + B2 cos? @

ReSavanjem integrala dobijamo

2 2 o 2
_r° [cos” p sin“ ¢
eXp( 2( oz T o2 ))

2(27)3/20102

2 «2
X{l—eXP<— 2 27°S00 2 )}
B1sin® ¢ + B2 cos? ¢

X \/,61 sin? ¢ + B2 cos2 ¢

I(’l“, P 900) —

I(T, Ps 900) —
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Zamenom g = +00 u predhodnom izrazu dobijamo

2 2 . 2
r< [ cos sin -
exp (— ( Zgo_l_ 0_290)) \/,Blslnzgo—l—,ﬁzcosch

2 o1 5
(27)3/20102

I(r,p) =
Sada mozZzemo odrediti traZzene uslovne raspodele.

2 [ cos? p sin? ¢ r? [ cos® ¢ sin? ¢

MoZemo da zaklju€¢imo da je pr|,+ (r) jednostrana Gauss-ova gustina raspodele
2

pri Cemu su srednja vrednost m a varijansa o“ redom jednaki

2 2
2 0102
m = 0, o~ =

2 o312 2 2 4
o1 sIn” ¢ + o5 cos< @
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Analogno dobijamo i preostale dve uslovne PDF.

G/ o2sin? ¢ + o2 cos? ¢

Polo+(P) = 20102(B31 sin? ¢ + B2 cos? )
H? cos? ¢ sin? ¢ —3/2
X ° 2 —I_ 2 _I_ 2 9
(31 sin” ¢ + (B2 cos? o3 o5

) 1 [(cos2¢p  sin? o r? (cos®p = sin? o
Prid|p+(T:¢) = \/271' ( o2 T o2 ) =AE <— 2 o2 T o2

2 .2
X |1 —exp | — .ngo .
(31 sin” ¢ + (B2 cos?
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pR|(p+(r)

SLIKA 3.3 Grafik uslovne gustine raspodele anvelope pr|,+(T) za nivoe faze
Diplomski rad

p =0,7/4,7/2.
Marko D. Petkovic
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SLIKA 3.4 Grafik uslovne gustine raspodele izvoda faze pé|go—|-(¢) za nivoe faze

p =0,7/4,7/2.
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3.5 JPDF anvelope i1 izvoda

Razmotri¢cemo statistike drugog reda anvelope R(t) za kanal sa Naka-

gami-q fedingom.

Da bi odredili LCR i ADF potrebno je izracunati zdruZzenu gustinu
raspodele p, (7, 7).

Najpre odredjujemo JPDF procesa R(t), R(t), ¥(t) reavanjem sledeéeg
integrala

~+ oo
Prizo (T T $) = / PRrizos (T T @, @)dp.

— OO
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Resavanjem se dobija
Pris(T: 7, p) =
{ r? (0082 ¢  sin? go) 72 }
rexp { — 5 S — 2
2 o3 o5 2(31 sin“ ¢ + B2 cos? )
(27)3/20102+/B1 sin? ¢ + B2 cos? ¢

Sledec¢i korak je integracija predhodnog izraza po promenljivoj ¢,

odnosno potrebno je izraCunati integral

27

Pre (T 7) = / Pris(Ts 7 p)dep.
0

Medjutim, ovaj integral nije moguce odrediti u zatvorenom obliku.
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Kada je u pitanju , predhodni integral se trivijalno
reSava i dobija se

r

2 | 7;.2

V2ro2y/B

pRR(rv "%) —
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0.0006
e 0.0004
! 0.0002% <

SLIKA 3.5 3D grafik funkcije prp(r,7). Integral w izrazu za pgpp(r,7) je

racunat numericks.
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3.6 Srednji broj osnih preseka i vreme trajanja fedinga

Podsetimo se definicionih izraza za N7, () (LCR) i Tr_(r) (ADF)

coy = [ i ()i ry = LR
NE@) = [ ipa(ri)dr,  Ta( )= N i

Zamenom izraza za ppp(7, 7) i integracijom po 7* dobijamo

r
N (r) =
r () 20102
277 2 2
r< ([ cos sin
X/ exp(—2 < 0_2(’0—|— g SO)) \/,Blsm @ + B2 cos? pdp.
0 1 2

Nazalost ni predhodni integral nije moguce reSiti u zatvorenom obliku
u opStem slucaju.
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U slucaju izraz pod integralom ne zavisi od ¢ pa
je integral trivijalno resiv.

2

Br exp (— 53 )

o2

Nz (r) =

Funkcija raspodele procesa R(t) data je slede¢im izrazom

FR(TO):/OTO pr(r)dr

Famee e Gra)e (i (G-2)
— ex — — — | —= — — T
0 0102 b 4 \o? o3 °\ 4 o? o3

Na osnovu predhodnog izraza i izraza za LCR racunamo ADF.
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SLIKA 3.6 Grafik funkcije N; (r) za slucaj Nakagami-q fedinga.
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SLIKA 3.7 Grafik funkcije Tr— (7) u logaritamskoj razmersi.
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4 Statistike prvog 1 drugog reda zbira kosi-

nusnog talasa 1 Nakagami-q signala

Razmatracemo statistike drugog reda slozenog signala koji se sastoji
od dve komponente. Prva komponenta predstavlja signal na prijemu iz
kanala sa Nakagami-q fedingom dok je druga kosinusni talas.

e lzveSéemo izraze za statistike prvog i drugog reda (PDF anvelope
i faze, LCR, ADF, PLCR).

e Razmotricemo nekoliko specijalnih i grani€nih sluc¢aja uklju€ujuci i
slu¢aj kada se Nakagami-q signal svodi na Rayleigh-ev.
e Najpre su sve veli€ine izvedene za slu€aj konstantne vrednosti am-

plitude kosinusnog signala a i izvoda a. Nakon toga posmatran je
slu¢aj kada je A(t) Rayleigh-ev proces.
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Rezultati izloZzeni u ovom delu su originalni i preuzeti iz nasih radova

[1] M. Stefanovi¢, M.D. Petkovi¢, Envelope Level Crossing Rate of Co-
sine Signal With Nakagami-q Interference, TELSIKS 2007, Proceedings
of papers, Vol. 2, pp. 533-536, Nis, Serbia, 2007.

[2] M. Stefanovi¢, M.D. Petkovi¢, Phase level-crossing rate of cosine
wave plus Nakagami-q signal, bice objavljeno.

[3] M. Stefanovi¢, M.D. Petkovi¢, M. MiloSevi¢, Envelope and phase
derivative conditional PDF's of cosine wave plus Nakagami-q signal, bice
objavljeno.
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4.1 Opis modela i statistike prvog reda

Posmatracemo slededi signal
x(t) = X1(t) cos(wt) + Xo(t) sin(wt) + A(t) cos(wt),

gde su X (%) i X2(t) nekorelisani Gauss-ovi procesi nulte srednje vred-

nosti &ije su varijanse redom jednake o% i oZ.
Amplituda kosinusnog talasa A(t) je u opstem slucaju takodje slucajni

proces.

Najpre ¢emo sve veli¢ine odrediti pod uslovom da su amplituda A(%) i
izvod A(t) konstantni i jednaki redom a i a. lako ovaj slu¢aj ne postoji
u praksi (osim za & = 0), potreban je za razmatranje opsteg slucaja.
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Odredi¢emo JPDF procesa R(t) i ¥(t). Polazimo od

1 T T3
L1q4L p— ex —_— " — — = 5
pX1X2( 19 2) 27_‘_0_10_2 p ( 20_% 20_§>

Primenom transformacionih formula
X1 =Rcosv — A,
Xo = Rsin .

dobijamo traZeni izraz za pry(7, @)

PRy (’P, 90) = TpPX,X, ('r cos ¢ — a, T sin go)

7 ( (rcosp —a)? r? sin290>
exp | — :

2 2
207 205

2TT0109
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Integracijom predhodnog izraza najpre po r dobijamo PDF faze

e 01039 a’ ao 2 COS
po(p) = / Pro (T, p)dr = exp|——— |9 :
0

22 20% T,01V2

gde je
g(s) = 1+ V/wsexp(s?)(1 + erf(s)),

o, = \/a'% sin® ¢ + 02 cos? .
Za slucaj Rayleigh-evog fedinga imamo da je
() 1 ( a? > (a COS go)
= —exp|——— :
Py P o p 202 g o2

Vidimo da py(¢) nije konstantna kao §to je to bio slu¢aj za a = 0.
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Sada ¢emo razmotriti grani¢ne slucajeve kada jedna od varijansi o;
(: = 1,2) tezi nuli.

Neka o0, — 0. Tada vazi

exp( 201) —I—\/_(l—l—erf(01\/2)>
2exp( )—|—2\/_

o (-83) + v (1 - o (22)
2 exp (— 2‘22%) + 2/7

gde je 6(x) Dirac-ova delta funkcija.

lim_py(p) = d(¥)
oo —

+ d(p — )
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Neka sada 01 — 0. Moze se pokazati da tada vazi

( a? tan? ¢
a ex —
b 203

lim py(p) = «

o1—0

0,

\

Na slican nacin se dobija PDF anvelope

vV 2mos cos?

9

¥=

¥=

0,7/2) U (37w /2,2m)

/2,3 /2]

pr(r) = /o 7TZDRfﬁ(?“a w)dr.

Nazalost ovaj integral nije moguce odrediti u zatvorenom obliku.
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0.7 - | - | - |

Py(®)

SLIKA 4.1 Grafik funkcije po (@) u zavisnosti od parametra o1. Za o1 = 0

koriscen je granicni izraz.
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SLIKA 4.2 Grafik funkcije pr(r) za razlicite vrednosti amplitude kosinusnog ta-

lasa a.
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4.2 JPDF faze 1 FM suma za konstantne vrednosti

amplitude kosinusnog signala 1 izvoda

Podsetimo se da je JPDF procesa X;(t), X2(t), X1(t), X2(t) data
slede¢im izrazom

le,Xz,Xl,Xz (:L']_, w29 wl’ :Bz) —
1
exp 5 5
4To102+/ 3132 207 205 2051 202
UveScemo sledecu transformaciju

X1 = Rcosv — A, X2 = Rsin v,
X; = RcosYd — RYsind — A,

Xz — Rsin?d + RV cos 0.
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Primenom transformacionih formula dobijamo

: N r? (r cos p — a)?
Priss(Ty Ty ¥, @) = 420102y P Ba exp {_ 202
r?sin®p (fsing +rpcosp —a)? (#cosp — rpsinp)?
- 202 231 B 232 } ‘

Potrebno je integraliti predhodni izraz najpre po 7 a zatim po r. Uved-
imo sledecu oznaku

Be = B sin? @ + B2 cos? p.

Integracijom po 7 dobijamo

r? (a —rcosp)® r?sin?

(271')3/20'10'2 \/E =AE ( 20’% 20’%
_(résing + a)? _ r$Hcosy n [7(B2 — B1)¢ sin ¢ + a]” cos? go) .
2/81 2/82 2,81,82,8g0

2

Prod (7“, P 90) —
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Daljom integracijom predhodnog izraza po promenljivoj » dobijamo

5 ( ,)_/+°° s (7 b)dr = !
Pys\PysP) — 5 Pros\Ts P, P — 4(71'0:4,0,(,5)3/20'10'2590
a’ a’ sinzgo) ( a cos ay sin ¢ )
X exp <— — f .
20.% 2/34,0 1/2\/— /390 ;{02\/—
gde je
f(s) = 2s + v/7(1 + 25°) exp(s°) (1 + erf(s)),
o, =P L T
o Be o035
Zamenom a = a = 0 predhodni izraz se svodi na ve¢ odredjen za
Nakagami-qg feding
(952 4 Oy >_3/2
Posoo(p> P) = 70) Be 0195 :
PeeonT 4(map,p)? 201028,  4Amoi02./Be

Marko D. Petkovic Diplomski rad



4 Statistike prvog i drugog reda zbira kosinusnog talasa i Nakagami-q signala 05

Predpostavimo da je ampliduda kosinusnog signala konstantna, odnosno
da je ispunjeno a # 0 i @ = 0. Tada vazi

(5 @) (5 @) ( @ >f Rk
: = Do exp | —— :
Pgs0\Ps P Pgs00\¥Ps P P 20_% G%a;{f\/ﬁ

Gustina raspodele izvoda faze odredjena je vrednoScu sledeceg integrala

—+ oo
508 = / P (s @) de,
(§)

koji nazalost nije moguce izracunati u zatvorenom obliku ¢ak ni u
specijalnim slucajevima.
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SLIKA 4.3 Grafik funkcije py(p) za konstantnu vrednost amplitude kosinusnog

signala a (@ = 0).
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Napomenimo neka svojstva PDF izvoda faze ().

e U sluc¢aju a = 0, srednja vrednost ovog procesa je nula, tj. vazi
E(9(t)) = 0.

o U opstem slutaju kada je @ # 0 vazi EJ(t) # 0. Ovaj zaklju€ak jo3
jednom potvrdjuje Cinjenicu da je slu¢aj a = 0 fizi¢ki neostvariv.

e Za & = 0 moze se dokazati da je E9?(t) = +oo.

e Ukoliko Zelimo da opiSemo stepen rasturanja vrednosti 1‘;‘(t) oko
srednje vrednosti EY¥(t) = 0 moramo da koristimo neku drugu
veli¢inu, na primer

~+ oo 27

BRI =2 [ epg(@)de = [ NG (o)de.
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4.3 Srednji broj osnih preseka faze

Podsetimo se da je

oo
Ng (¢) = /O PPy Py P)dP

Kao funkcija promenljive ¢, JPDF procesa ¥(t) i ¥(t) moze da se

( .) B M/ f bl _|_ b/le
PO T P Qe VP QeR)

Predhodni izraz nije pogodan za integraciju po promenljivoj .

zapise kao
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Zato cemo iskoristiti sledecu transformaciju i zameniti redosled inte-
grala
~+ oo

Ny (¢) = /O PPy Py P)dP

~+ oo —+ oo
— / dp / Pros (T ps @)dr
0 0

~+ oo ~+ oo ~+ oo
= [ ar [ épapsriedd = [ I(rg)dr
0 0 0

Najpre ¢emo naéi I(r,p) u zatvorenom obliku a onda ¢emo taj izraz
integraliti po promenljivoj r.
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Na ovaj nacin dobijamo da je

1/2 _
Irg) = g (2207
(27)3/201 09 28,
2 2 e . 2
« oxo | — o, 2 acosgor_ a®  a”sin” o
P 20202 = o2 202 203 .
102 1 1 ®

Predhodni izraz je pogodan za integraciju po promenljivoj r. Integraci-
jom konac¢no dobijamo

° o 2 « 2 °« o 2
A\ a sin a“ sin a“ sin
Ny (¢) = Po g (2509 eup (- L ‘
4o, 20, 207, 20,
a0 o COS
X |1+ erf : i
] a'la'cpx/i |
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N (o)

SLIKA 4.4 Grafik funkcije Ny ().
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SLIKA 4.5 Grafik funkcije Ng' () za razlicite vrednosti parametra a i a = 0.
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4.4 Uslovne gustine raspodele anvelope i izvoda faze

Podsetimo se da je uslovnha JCDF procesa R(t),d(t) definisana na
slede€i nacin

Jo' ar 5 ° PPRos(Ts o, p)de
Ng (o)

Iz predhodnog izraza dobijamo uslovnu PDF anvelope pg|,,+(70) kao

FR19|go0-|- (r0, $0) =

PR|po+ (TO) — _FRQ Po+ (’I“, —|—OO)
dr |

=70

+oco . . -
Jo  #PRres (Tospo, @) de  I(roe, o)

N (o) N (o)
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Zamenom izraza za I(r, p) i N,L;L(goo) dobijamo trazenu uslovnu PDF

u zatvorenom obliku.

2 exp (—{5E0)

pR|‘P0+(T) — oo ’ 1+ erf(m)

gde je
0109 ao2 COs @
0- — ’ m —— °

Primetimo da je pg|,,+(7) odsetena Gauss-ova funkcija raspodele sa

parametrima m i o.

MoZemo da zaklju€¢imo da pg|, () ne zavisi od a. Takodje velicina

a utite samo na srednju vrednost m a ne i na varijansu o?2.
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Na slican na€in ra€unamo i drugu uslovnu PDF

: d :
Pj|po+ (¢0) = d—¢FRﬁl¢o+ (400, #o)

=0

+oco . 5 5 .
fo PoPRryd (7, o, o) dr _ PoP.yd (¥0, $0)
NZ (o) N (¢o)

Zamenom izraza za N (o) i Py (o, Po) konaéno dobijamo
¢ o e
: a cos @ a“y sin ¢
o,pf — — —
: (a'%a,;{;\/Z ﬁ(pa,;{;\/2>

2vV210102(Buass )3/ 2g _ Rl [1+erf<aa'2cosgo)]
1 2( 2 9090) ( \/254,0 0_10_90\/5
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5.0 ! | |

* _ \C - p=1t/2 —¢=0,a=0.2 i

4.0 A e -T-- (p:TC/4, a:02 |

3.5 N g=n/2,8=0.2 :

I S p=n/4 |

= P01 T ¢=0,2a=0.4 -

TEoas] Loy e gomsam04 [

E b ] .’/," “\‘\?\.~ -------- _ /2 a=04 -
o I \\\ \\ (P T ,

SLIKA 4.6 Grafik funkcije pr|,+(7T) za @ = 0 ¢ razli¢ite vrendosti ¢ i a.
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SLIKA 4.7 Grafik funkcije pt‘?‘lso+(¢) za a = 0 1 razli¢ite vrendosti ¢ i a.
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4.5 Srednji broj osnih preseka faze kada je amplituda

A(t) Rayleigh-ev proces

U naredna dva odeljka predpostavicemo da je amplituda kosinusnog
signala zavisna od vremena i da je slu€ajni proces.

Takodje smatracemo da A(t) ima Rayleigh-evu raspodelu a A(t) Gauss-

ovu raspodelu.

Sva ova svojstva ima anvelopa signala u kanalu sa Rayleigh-evim fedin-

gom.

Prema tome, odgovaraju¢a JPDF procesa A(t) i A(t) ima sledeéi oblik

: : a a’ a2
Paa(a: ) =Pa(@)p,(d) = o= exp <_ﬁ 24 > |
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Srednji broj osnih preseka N,;L(go) u ovom slu¢aju moZzemo odrediti na
osnovu sledeceg izraza

“+ oo —+ oo
N () = / N;’lA’A(go | a,a)p 4 4i(a,a)dada,

0 — o0

gde je N;‘lAA(go | a,a) predhodno odredjen PLCR za konstantne

vrednosti A1 A.
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Prema tome, imamo da vazi

v Be

B (27")3/2 ,Ba0'30'¢
oo 1 sin? )] [
2 7 ao2 Ccos
X aexp |—a 1—|—erf( )] da
/0 g [ (205 205 010,V2
oo 1 sin? 1 si
. 2 P a sin @ :
X exp |—a + )] gl — da.
/—oo [ (2/80 2/890 ( 2,6go >
ReSavanjem ovih integrala dobijamo slededi izraz za PLCR

. 2 2 .+ 92 —1
Ng'(ga): v/ Bo + Ba sin? ¢ <1+ 020, cosgo) <1+0'asm ga)

2
Ao, Tp\/ 02 + o2 o
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25 1 ] 1 ] 1 ]

20 - TN

154 :
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10 1 —— B =0 !
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. , . .
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SLIKA 4.8 Grafik funkcije Nl;"(cp) za razlicite vrednosti o4 1 Be = 1000.
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30

25 +

Ga=0

----5.=0.05

SLIKA 4.9 Grafik funkcije Nl;"(cp) za razlicite vrednosti Bq © o0q = 0.1.
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Podsetimo se da uslovhu PDF pg|,,+(70) moZemo odrediti na sledeci
nacin
+oco . 5 .
fg PP rs(Tos Po, P)dep . I(70, ¥0)

Pjpo+(ro) = N (o) " Ni(go)

Pritom je

oo ~+ oo
)= [ [ 10 pla,d)p, (e, @)dada
0 — o0
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Zamenom dobijamo sledeci izraz

1/2 o2 ,
I(r — L ex — L _r
(r,¢) (27)2010202+/Ba p( 20503 )
+o0 .
X/ a exp (rcozscpa_ a,2 )da
0 03 201,

—+ oo «2 .. 2 o 2 o« o
" / exp (_a sin“p  a ) g _asingp ) .
— o0 21890 ZIBG \/2,890
Predhodni integrali mogu da se reSe u zatvorenom obliku. Njihovim
reSavanjem dobijamo

o (r) 2 o1(o + o sin® )
R =1\/ =
e T o2\/0%2 + 02(0p\/02 + 02 + 020, cos @)

2
o . 70 g COS P
X exp | — —= r)g .
< 20703 <01\/2(0f+05)>
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SLIKA 4.10 Grafik funkcije pr|,+(7) 206 04 = 0.1.
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Preostaje nam da odredimo uslovnu PDF p; . () izvoda faze ¥(t).

Videli smo da vazi

prffh‘}‘(goa 90)
Ny ()

P19|<p-|-(¢) —

9
gde je

oo oo
p’ﬁ’é(‘P? (lb) — / / p,l9,l9|A,A(90? gb|a, d)pA’A(a, d)dadc’z.
0 — o0

Nazalost, ovaj integral nije moguce izra€unati u zatvorenom obliku, a
samim tim ni trazenu uslovnu PDF.
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SLIKA 4.11 Grafik funkcije pg 4 (@), 2a 0a = 0.1 ¢ Ba = 1000.
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4.6 Srednji broj osnih preseka anvelope

U naredna dva odeljka rac¢unacemo statistike drugog reda procesa an-
velope R(t) sloZenog signala.

Ogranic¢icemo se na slucaj kada je amplituda kosinusnog signala A kon-
stantna i jednaka a. Tada je a = 0. Ova predpostavka ce vaziti kako
u ovom tako i u narednom odeljku.

Koristicemo sledeci izraz

T

Ni) = [ L(re)de,

gde je I; (7, ) definisano na slede¢i nacin

+ oo
I (7, ) =/ "Pris (T T P)dr.
0
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Najpre ratunamo JPDF procesa R(t), R(t) i 9(t).

—+ oo
Prio (157 ) = / Prios (T Ts @, 9)dd

— OO
2 2 :
< a’ L arcose  r7o, 72 )
rexp | — - —
2 2 2_2
207 o3 20105 208,

(27")3/20’10’2 \V By

Na osnovu predhodnog izraza odredjujemo

2 2 2
a arcosyp 170, )
2 2 2 2
207 207 20705

(27)3/201 02

v

I1(’l°, 90) —

NazZalost integral predhodnog izraza po ¢ (LCR) nije moguce odrediti
u zatvorenom obliku.
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Medjutim, u nekim specijalnim slucajevima ipak je moguce odrediti
LCR u zatvorenom obliku.

Neka je a = 0, 81 = B2 = 0.

. 2 2 2 s 2
N (r) = rv/3 exp <_r cos ¢  r°sin go) do

- 2\/571’3/20'10'2 —Tr 20.% 20%
/B v (03 +03) |, (r* (o3 - o)
— €XpP§ — 2_2 Io 3 2 :
V2To102 40703 40703

Neka je a = 0, 01 = 03 = 0.

2

r exp (—20_—2) T 5
i [\ e o 1

:r'zﬂzexp<— rz)E(l—%).

Nz (r)
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SLIKA 4.12 Grafik funkcije N E_ (r) za razlicite vrednosti parametra a.
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4.7 Generalisani srednji broj osnih preseka anvelope

Srednji broj osnih preseka anvelope R(t) predstavlja srednji broj preseka
trajektorije ovog procesa sa pravom y = 7 u pozitivhom smeru u jedinici

vremena.

Posmatrac¢emo srednji broj preseka trajektorije procesa R(t) sa pravom
y = 7 u jedinici vremena pri éemu je u trenutku preseka faza 9¥(t) u
ta¢no definisanim granicama tj ¢1 < 9(t) < ¢a.

Ovaj broj oznac¢i¢emo sa N;w('r; P15 p2) i nazvacéemo ga generalisani
srednji broj osnih preseka (GLCR - Generalized Level Crossing Rate).
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Imamo da se GLCR anvelope izraCunava primenom sledeceg izraza

27 o PR (ry P, @)didp  [22 L(r, )dyp
Fy(p2) — Fo(e1) 22 po(p)dep

Nprjo(r; o1, p2) =

Nazalost, nijedan od integrala u predhodnom izrazu nije moguce odred-
iti u zatvorenom obliku.

U zatvorenom obliku mozemo da izra€unamo malo drugaciju gener-
alizaciju srednjeg broja osnih preseka. Posmatrajmo vrednost GLCR
kada o2 — 1 = ¢. To je zapravo uslovni LCR procesa anvelope R(t)
uslovljen vredno$c¢u faze ¥ (t) = .

[P Lhwdu Lne)
Nepo(r | €)= I b (o) — Fo(e) ~ pole)
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Sada zamenom izracunatih izraza dobijamo
(a —rcosp)? a’sin’yp r?sin?
2072 2032 202

ao2 COS ¢
ogi1027 | 1 + erf
e ( i ( g1V 20, ))
U sluc¢aju Rayleigh-evog fedinga, predhodni izraz se umnogome upro-
SCava

TO0p\/Bp €XP (—
Nryo (7 | ¢) =

02
B (- ooz =)

SIETER)

Nro (7 | ) =
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SLIKA 4.13 Grafik funkcije Nrjo (7 | Y1, $2).
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SLIKA 4.14 Grafik funkcije Nrj,(r | ¢) 2¢a @ = 0,0.1,0.2,0,3,0.4,0.5,

r = 0.05 u polarnom koordinatnom sistemu.
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0.0

SLIKA 4.15 3D grafik funkcije Nrjg(r | ¢¢) za a = 0.1.
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5 Zakljucak

Rezultati izoZzeni u ovom radu mogu se sistematizovati na sledeci nacin:

A. Detaljno je opisan prenos signala u kanalima sa fedingom. Defin-
isani su najvazniji modeli kanala sa fedingom i detaljno opisane
njihove statisticke karakteristike.

B. lzvedeni su izrazi za statistike drugog reda faze i anvelope za kanal
sa Nakagami-q fedingom. Svi dobijeni izrazi dati su i za slucaj
Rayleigh-evog fedinga. Ovi rezultati su novijeg datuma a ima i
jedan broj originalnih rezultata.

C. Statistike prvog i drugog reda su racunate za zbir kosinusnog talasa
i Nakagami-q signala. Ovi rezultati su originalni i preuzeti iz nasih
radova.
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Predlozi za dalja istrazivanja

1. Rac€unanje statistika drugog reda anvelope za slu€¢aj promenljive
amplitude kosinusnog signala.

2. lzvodjenje statistika drugog reda za sluc¢aj kada amplituda kosi-
nusnog talasa i njen izvod imaju drugacije raspodele (npr. lognor-
malnu, itd.).

3. Analiza slozenog signala koji se dobija kao zbir kosinusnog ta-
lasa i signala na izlazu kanala modeliranog nekim drugim modelom
fedinga (npr. Nakagami-m, Weibull, itd.).

4. lzvodjenje statistika drugog reda za diverziti sisteme, pri c¢emu su
sve grane kanali sa Nakagami-q fedingom.

5. Analiza statistika drugog reda za slozeni signal i diverziti sisteme.
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