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Zivot savremenog coveka me mozZe se zamisliti bez
koriséenja bezicnih komunikacija, po principu AAA (Any
time, Any where, Any how). Zavisnost ¢oveka od mobilnih
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televizije, bezicnog interneta, itd. Broj usluga koje ove mreze
nude je takodje veliki, npr. multimedijalni servisi na mobil-
nim telefonima, elektronsko bankarstvo, internet telefonija,

itd.

Prilikom projektovanja bilo koje beZi¢ne mreZe, jedan
od osnouvnih problema koji se javlja je problem fedinga. Sig-
nal se prostire po vise putanja kroz bezié¢ni kanal sto uzrokuje
brze promene amplitude i faze signala na prijemu. QOvaj
problem zahteva detaljnu analizu, a narocito su od znacaja
statistike drugog reda zato Sto daju mmnogo vise informacija
o kvalitetu kanala nego verovatnoca greske.

Owaj Diplomski rad je rezultat mog dvogodisnjeg bavlje-
nja problemima prenosa signala u prisustvu fedinga $to je
dovelo do pisanja i objavljivanja 3 naucna rada.

Sa posebnim zadovoljstvom zahvaljujem se mom men-
toru, Prof. Dr Mihajlu Stefanovicu, ne samo na pomoci pri
1zradi ovog rada, vec i na velikoj paznji i vremenu koje mi
je posvetio uvodeci me u ovu naucnu oblast.

Zahvaljujem se i Prof. Dr Zoranu Periéu koji mi je
takodje pruzio mesebi¢nu pomoc i uveo me u jednu drugu
oblast (teoriju informacija i izvorno kodovange).

Zahvalnost dugujem i Prof. Dr Vandci Litovskom, pod
ciyrm sam mentorstvom napisao ¢ objavio svoj prvi naucéni
rad iz oblasti elektronike.

Nagjtoplije se zahvaljujem ¢lanovima moje porodice, koji
su u granicama svojih moguénosti takodje doprineli izradi
ovog rada.
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Spisak koris¢enih skraéenica

LOS - Line Of Sight - Linija opticke vidiljivosti
PDF - Probability Density Function - Funkcija gustine raspodele (gustina raspodele)
CDF - Cumulative Distribution Function - Funkcija raspodele

JPDF - Joint Probability Density Function - Zdruzena funkcija gustine raspodele (zdruzena gustina

raspodele)
JCDF - Joint Cumulative Distribution Function - Zdruzena funkcija raspodele
LCR - Level Crossing Rate - Srednji broj osnih preseka
ADF - Average Duration of Fades - Srednje vreme trajanja fedinga
PLCR - Phase Level Crossing Rate - Srednji broj osnih preseka faze
GLCR - Generalized Level Crossing Rate - Generalisani srednji broj osnih preska

GPLCR - Generalized Phase Level Crossing Rate - Generalisani srednji broj osnih preska faze



Glava 1

Uvod

Uspostavljanje brze i pouzdane komunikacije kroz bezi¢ni radio kanal predstavlja veliki izazov zato
§to ovaj kanal nije podlozan samo Sumu, interferenciji i drugim smetnjama veé se te smetnje menjaju
vremenom na nepredvidive nacine usled kretanja korisnika. Mobilne komunikacije se poslednjih godina
veoma brzo razvijaju kao i modeli bezi¢nih kanala koji se koriste za opisivanje razli¢itih efekata kao
Sto su prostiranje po vise putanja (multipath propagation) i efekat senke (shadowing). Matematicki
opis ovih fenomena koristi se za analizu komunikacionih sistema i ulozeni su veliki napori da se razviju
statisticki modeli za bezi¢ne kanale koji zavise od propagacionog okruzenja, odnosno prenosnog medi-
juma.

Pri prostiranju signala kroz beziéni medijum (atmosferu) signal se prostire po vise putanja usled
refleksije, difrakcije i rasejanja signala od objekata koji se nalaze u okruzenju izmedju predajnika i
prijemnika. Do refleksije talasa dolazi kada radio talas naidje na glatku povrsinu ¢ije su dimenzije
mnogo veé¢e od njegove talasne duzine. Iza prepreke koja ima dimenzije mnogo veée od talasne duzine,
formira se sekundarno zraCenje koje omogucava da se komunikacija obavlja ¢ak i u slucaju kada
izmedju predajnika i prijemnika ne postoji direktna linija opticke vidljivosti (LOS - Line Of Sight) i
u tom slucaju je doslo do difrakcije talasa. Rasejavanje talasa nastaje kada se radio signal prostire
kroz sredinu u kojoj se nalazi veliki broj objekata ¢ije su dimenzije male u poredjenju sa talasnom
duzinom. Svaka interakcija talasa sa objektima koji se nalaze u okruzenju prostiranja uzrokuje da na
izlaz prijemnika stize veliki broj kopija poslatog signala sa razli¢itim slabljenjem, faznim pomerajem i
kasnjenjem na prijemu. Prostiranje signala po vise putanja dovodi do Sirenja signala u vremenu usled
razli¢itih kasnjenja kopija signala na prijemu. Superpozicijom ovih kopija signala na prijemu usled
kretanja predajnika i/ili prijemnika, dobija se signal ¢ija se amplituda menja u vremenu. Zbog toga
na prijemu dolazi do pojacanja ili slabljenja signala i tada se kaze da je signal pod uticajem fedinga.
Pod fedingom se upravo podrazumevaju brze promene amplitude signala na malim rastojanjima kada
se slabljenje usled prostiranja moze zanemariti.

Kada se predajnik i/ili prijemnik kreéu, feding dovodi do drasti¢nih i slu¢ajnih fluktuacija ampli-
tude prijemnog signala. Slabljenje od 30dB do 40dB u odnosu na srednju vrednost signala moze se
desiti i nekoliko puta u toku jedne sekunde, zavisno od brzine mobilne jedinice i frekvencije nosioca.
Usled kretanja mobilne jedinice Doppler-ov efekat izaziva pomeranje frekvencije svakog pojedinacnog
talasa koji stize na ulaz prijemnika. Zbog Doppler-ovog efekta dolazi do Sirenja spektra poslatog
signala pri prostiranju.

Pored efekta fedinga koji nastaje pri prostiranju signala po vise putanja, javlja se i efekat senke
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koji se odnosi na slucajne promene snage komponenti sa vise putanja. Efekat senke izazivaju prepreke
izmedju predajnika i prijemnika koje smanjuju snagu signala apsorpcijom, refleksijom, rasejanjem i
difrakcijom, §to moze dovesti i do potpunog nestanka signala na prijemu. Feding predstavlja pojavu
varijacije amplitude i faze signala pri ¢emu je srednja vrednost signala sve vreme konstantna na
odredjenoj prostornoj lokaciji. Kada postoji i efekat senke dolazi do promene srednje vrednosti signala
tj. snage. Posto su mesto, veli¢ina i dielektri¢ne karakteristike objekata, koji se nalaze na putu signala
kao i promene na reflektuju¢im povrsinama i objektima koji rasipaju i prouzrokuju slu¢ajno slabljenje
signala, uglavnom nepoznati, moraju se koristiti statisticki modeli da bi se okarakterisalo ovo slabljenje.
Najces¢i model za varijaciju srednje snage je lognormalna raspodela. Empirijski je potvrdjeno da ovaj
model precizno modeluje promenu primljene snage.

Zbog slucajnog karaktera ovih pojava, u prisustvu Sumova i smetnji, signal na ulazu u prijemnik
bezi¢nog telekomunikacionog digitalnog sistema je sluc¢ajni proces i razvijeni su mnogi analiticki modeli
koji omogucavaju da se na osnovu statistickih karakteristika procene performanse bezi¢nih sistema.

Karakteristike mobilnih bezi¢nih kanala mogu se definisati u zavisnosti od promene snage u kanalu
u vremenskom ili frekvencijskom domenu. Te promene snage mogu se grubo podeliti u dve grupe:
feding srednje snage (large-scale fading) i feding anvelope (small-scale fading). Cesto se u literaturi
feding srednje snage naziva brzi a feding anvelope spori feding. Trenutna snaga na prijemniku moze
se predvideti koris¢enjem tradicionalnih large-scale i small-scale modela.

Large-scale modeli predvidjaju prose¢nu ja¢inu primljenog signala koja zavisi od rastojanja izmedju
predajnika i prijemnika. Large-scale feding nastaje usled slabljenja signala u funkciji rastojanja i
efekta senke od velikih objekata kao §to su zgrade i brda. Ova vrsta fedinga takodje nastaje pri
kretanju mobilne jedinice duz putanje reda veli¢ine jedne éelije i uglavnom je frekvencijski nezavisan.
Pritom dolazi do slabljenja srednje snage signala usled gubitaka pri prostiranju ili kretanju po velikim
oblastima. Slabljenje zavisi od specificnog propagacionog okruzenja. Za large-scale modele fedinga
kazemo da nastaju kao posledica efekta senke.

Small-scale modeli kanala predstavljaju lokalnu promenu signala oko srednje vrednosti snage.
Small-scale feding nastaje usled konstruktivne i destruktivne sume komponenti signala po vise putanja
izmedju predajnika i prijemnika. DeSava se u prostornom rasponu reda talasne duzine nosioca i
frekvencijski je zavisan. Dovodi do promene amplitude i faze prijemnog signala usled malih promena
rastojanja izmedju predajnika i prijemnika.

Opisivanje i modelovanje kanala sa fedingom je od naroc¢itog znacaja u mobilnim komunikacijama
kako za samo projektovanje primopredajnog sistema tako i za analizu performansi. Tokom dugog
perioda razvoja bezi¢nih komunikacija konstruisan je veliki broj razli¢itih modela kanala sa fedingom
za opis statistika anvelope i faze kanala gde se signal prostire po vise putanja [2], [16], [7]. Primeri
takvih modela su Rayleigh-jev, Rice-ov, Nakagami-q, Nakagami-m, Weibull-ov, Beckmannov, itd. Cilj
ovog rada je proucCavanje statistickih osobina prvog i drugog reda anvelope i faze u ovim modelima, sa

posebnim osvrtom na Nakagami-q (Hoytov) model i Rayleigh-ev model kao njegov specijalni slucaj.

U drugoj glavi ovog rada razmotri¢emo osnovne pojmove vezane za modeliranje kanala sa fedingom.
Najpre ¢emo definisati geometrijsko-analiticki model (Clarke-ov model) koji je veoma koristan za
dobijanje prave slike o mehanizmu fedinga i karakteristikama prijemnog signala. Pokaza¢emo da se

signal na prijemu kanala sa fedingom uspesno modelira pomoc¢u slu¢ajnog procesa (tj. slucajnim
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procesima). Nakon toga definisa¢emo nekoliko modela kanala sa fedingom i izvesti izraze za statistike

prvog reda. Posebna paznja bi¢e posveéena Nakagami-q i Rayleigh-evom modelu.

U trecoj glavi razmatra¢emo statistike drugog reda kanala sa Nakagami-q fedingom. Najpre ¢emo
izvesti izraze za zdruzene gustine raspodela procesa anvelope, faze i njihovih izvoda. Nakon toga pris-
tupi¢emo izvodjenju izraza za srednji broj osnih preseka faze (PLCR) kao i uslovne gustine raspodele
anvelope i izvoda faze uslovljene vrednoséu procesa faze. Nakon toga razmotri¢emo statistike drugog

reda anvelope, srednji broj osnih preseka (LCR) i srednje vreme trajanja fedinga (ADF).

U cetvrtoj glavi izlozi¢emo originalne rezultate vezane za statistike prvog i drugog reda zbira

Nakagami-q signala i kosinusnog talasa. Pritom u opsStem slucaju predpostavi¢cemo da je amplituda
kosinusnog talasa promenljiva veli¢ina koja se takodje modelira slu¢ajnim procesom. Izveséemo sve
izraze pod predpostavkom da su amplituda kosinusnog signala i njen izvod konstantni u vremenu. Iako
ova predpostavka ima prakti¢nog smisla samo u slucaju kada je vrednost izvoda jednaka nuli, dobi-
jeni rezultati se koriste pri razmatranju slucaja kada je amplituda kosinusnog talasa promenljiva. Na
pocetku ove glave pouci¢emo statistike prvog reda slozenog signala. To su funkcije raspodele i gustine
raspodele anvelope i faze. Nakon toga pristupi¢emo izvodjenju statistika drugog reda. Odredi¢emo
zdruzene funkcije gustine raspodele anvelope, faze i izvoda. Na osnovu ovih rezultata izveSéemo izraze
za srednji broj osnih preseka anvelope i faze kao i uslovne gustine raspodele anvelope i izvoda faze.
Dobijene rezultate uporedi¢emo sa odgovarajuéim rezultatima za Nakagami-q feding (kada je ampli-
tuda kosinusnog talasa jednaka nuli), iz predhodne glave. Na kraju ¢emo razmotriti dve generalizacije
srednjeg broja osnih preseka anvelope. Sve dobijene rezultate predstavicemo graficki, za vrednosti

parametara dobijenih fitovanjem izmerenih podataka.



Glava 2

Prenos signala u kanalima sa fedingom

U ovoj glavi opisaéemo geometrijsko-analiticki model kanala koji je veoma korisan za dobijanje prave
slike 0 mehanizmu fedinga i statistickim karakteristikama primljenog signala. Varijacije signala u
bezi¢nim sistemima mogu se povezati sa kretanjem prijemnika koji prolazi u okolini prepreka. Pri-
menom izlozenog modela pokazuje se da te varijacije mogu da se opiSu pomocu sluc¢ajnih procesa.
Statisticke osobine ovih slu¢ajnih procesa zavise od sredine u kojoj se prostiru elektromagnetni talasi.

U nastavku opisa¢emo nekoliko modela koji se u praksi najceSée koriste za opisivanje prijemnog
signala. Rayleigh-ev model prakti¢no direktno sledi iz geometrijsko-analitickog modela i koristi se
kada ne postoji linija opticke vidljivosti izmedju prijemnika i predajnika. U suprotnom koristi se
Rice-ov model (koji se takodje dobija direktno iz geometrijsko-analitickog modela). Ostala dva mod-
ela, Nakagami-g (Hoyt-ov) i Nakagami-m model, predstavljaju uopstenje Rayleigh-evog i Rice-ovog
modela. Tako nemaju egzaktnu analiticku podlogu, ova dva metoda su se pokazala korisnim u praksi
zbog svoje fleksibilnosti i ¢injenice da se Rayleigh-jev odnosno Rice-ov model dobijaju kao specijalni
slucajevi Nakagami-q i Nakagami-m modela.

Za svaki model detaljno su izlozene statistike prvog reda kao i oblasti moguée primene.

2.1 Model rasejanja radio talasa

Statisticke karakteristike elektromagnetnog polja radio talasa kao i odgovarajuca anvelopa i faza
signala mogu se objasniti koris¢enjem visSe razli¢itih modela. Modeli zasnovani na rasejanju talasa
omogucavaju uspostavljanje nekoliko vaznih veli¢ina koje opisuju primljeni signal kao Sto su statistike
prvog i drugog reda anvelope i faze ili spektralna gustina snage. Najkoriséeniji i najcitiraniji model
u literaturi zasnovan na rasejanju talasa je Clarke-ov model koji ukljucuje rasejanje signala u okolini
prijemnika [3]. Prvi ovakav model je predlozio Osana [12] i on je specijalan slucaj Clarke-ovog modela.

Signali koje emituje bazna stanica najcesée su vertikalno polarisani kao i antene mobilne stanice.
Pomeraj predajne ili prijemne antene dovodi do nevertikalne polarizacije. Polaze¢i od predpostavke da
su preneseni signali vertikalno polarisani kao i da je rastojanje izmedju bazne i mbilne stanice dovoljno
veliko, po Clarke-ovom modelu prostiranje radio signala moze se modelovati u dve dimenzije.

Clarke je predpostavio da je dolazedi talas sastavljen od horiznotalnih ravanskih talasa sa slu¢ajnom
fazom pri ¢emu su ovi ravanski talasi vertikalno polarisani. Prostorni ugao dolaska i faza talasa su
slucajne i statisticki nezavisne veli¢ine. Predpostavlja se da faza talasa ima uniformnu raspodelu u

intervalu [0,27). To je prihvatljivo u VHF podrucju i iznad gde je talasna duzina dovoljno mala
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tako da osigura da male promene u duzini putanja rezultuju znac¢ajnim promenama u fazi. Raspodela
prostornog ugla dolazeceg talasa, po Clarke-ovom modelu (u smislu omnidirekcionog modela rasejanja)

takodje je uniformna.

. s -
n-ti dolazeci talas_~

—

X

N

SLIKA 2.1. Prikaz dolazeéeg ravanskog talasa (Clarke-ov model rasejanja)

Na slici 2.1 prikazana je xy ravan postavljena tako da se mobilna stanica kre¢e duz x ose brzinom
v. Predpostavlja se da postoji vertikalna polarizacija u toj ravni tako da je vektor elektricnog polja
poravnat sa z osom. Ravanski n-ti talas stize na antenu mobilne stanice pod ulaznim uglom «,,. Ugao
dolaska «,, odredjen je pravcem dolaska n-tog talasa i pravcem kretanja mobilne jedinice. Pomer-
anje antene mobilne stanice unosi Doppler-ov pomeraj ili frekvencijski pomeraj u n-tom dolazeéem

ravanskom talasu. Doppler-ov pomeraj za ovakav model dat je kao u [12]

frn = fmaz cos ay[Hz], w, =27f,

gde je fmaz = v/A. maksimalna Doppler-ova frekvencija dok je A. talasna duzina pristiglog talasa.
Maksimalna Doppler-ova frekvencija zavisi od brzine mobilne jedinice i frekvencije nosioca. Svi ravan-
ski talasi koji dolaze iz jednog pravca kretanja mobilne jedinice unose pozitivni Doppler-ov pomeraj
dok oni koji dolaze suprotno od pravca kretanja unose negativnan Doppler-ov pomeraj.

Doppler-ov evekat koji se javlja pri prostiranju signala dovodi do Sirenja spektra poslatog signala.
Ova pojava se naziva disperzija frekvencije. Vrednost disperzije frekvencije uglavnom zavisi od mak-
simalne Doppler-ove frekvencije i amplitude primljenih talasa. U vremenskom domenu Doppler-ov
efekat dovodi do toga da je impulsni odziv kanala vremenski promenljiv. Moze se lako pokazati da je
princip superpozicije zadovoljen kod mobilnih radio kanala i zbog toga su oni linearni sistemi.

Napomenimo da je Aulin predlozio progireni model kod koga se vertikalno polarisani talasi ne kreéu
obavezno horizontalno veé u tri dimenzije (slika 2.2).

Medjutim zakljuéci koji se dobijaju primenom Aulin-ijevog modela, a koji su znacajni za nasu
analizu podudaraju se sa zaklju¢cima dobijenim primenom Clarke-ovog modela. Zato ¢emo u nastavku
izloziti osnove Clarke-ovog modela i na osnovu njega izvesti odgovarajucée zakljucke koji su potrebni
u daljoj analizi.

Komponente elektricnog i magnetnog polja na prijemu, u slu¢aju da je signal vertikalno polarisan
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. e -
n-ti dolaze¢i talas_~

y

SLIKA 2.2. Prikaz dolazeéeg ravanskog talasa (Aulin-ijev model rasejanja)

mogu da se predstave na sledeé¢i nacin

N
E, = E Z C, cos(wet + 6y,),

n=1

N
E
H, = _70 Z C, sin ay, cos(wet + 6,),
n=1

H
Yoo

N
Z Cy, cos ay, cos(wet + 6,),
n=1
gde je w. kruzna frekvencija nosioca signala, 1 karakteristi¢cna impendansa slobodnog prostora dok je

FEyC,, amplituda elektricnog polja n-te komponente prijemnog signala. Faza 6,, data slede¢im izrazom
0, = wnt + ¢n-

Ovde wy, predstavlja Doppler-ovu frekvenciju (pomak usled Doppler-ovog efekta) dok je ¢, faza n-te
komponente prijemnog signala. Faza ¢, predstavlja slu¢ajnu promenljivu uniformno raspodeljenu
u intervalu [0,27). Veli¢ine Cy,w, i a, takodje posmatramo kao slu¢ajne promenljive. Sve ove
veli¢ine su ustvari po prirodi deterministicke. Medjutim usled same konfiguracije terena ove veli¢ine
su vremenski promenjive pri ¢emu ta promena ne moze efikasno da se opiSe nekim deterministickim
modelom. Takodje veliki broj faktora uti¢e na promene ovih veli¢ina. Pritom su one medjusobno
nezavisne i sve su jednako raspodeljene. Napisimo sada izraz za z komponentu elektri¢nog polja (2.1)
na drugaciji nacin
E, = X;(t) cos(wet) — Xo(t) sin(w,t)

gde je
N

Xi(t) = Z EyC), cos(wpt + ¢p),

n=1

N
Xo(t) = Z EoC, sin(wnt + ¢n,).

n=1
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Primenom centralne grani¢ne teoreme [23] dobijamo da su X;(t) i X2(t) Gauss-ovi sluc¢ajni procesi.
Na osnovu predhodnih izraza mozemo zakljuciti neke dodatne osobine sluc¢ajnih procesa X (t) i Xa(t).

Srednju vrednost ova dva procesa racunamo na slede¢i nacin

EX (¢ Z Ey - E[Cy, cos(wnt + ¢n,)] Z Ey - E[C] - E[cos(wnt + ¢n)] =
n=1
Koristili smo ¢injenicu da je ¢, uniformno raspodeljena slucajna promenljiva (pa je zato E[cos(wyt +
®n)] = 0) kao i da su slucajne promenljive C), i ¢, nezavisne. Analogno dokazujemo da je i EXo(t) = 0.
Prema tome ovi procesi imaju nultu srednju vrednost.
Razmotrimo sada disperziju. Da bi dodatno uopstili razmatranje, posmatra¢emo autokorelacione
funkcije rx, x, (7) ova dva procesa. Ujedno ¢emo dokazati da su procesi X;(¢) i Xa(t) slabo stacionarni

tj. da je autokorelaciona funkcija rx,x, funkcija samo jedne promenljive 7. Zaista, imamo da vazi

N N
E[X1()X1(t +7)] = E§ > Y E[CiCj cos(wit + ;) cos(w;(t + 7) + ;). (2.1)
i=1 j=1

Za i # j imamo da je
E[C;Cj cos(wit + ¢;) cos(wjt + ¢5)] = EC; - EC; - E cos(wit + ¢;) - Ecos(w;(t +7) + ¢;) =0

Predhodna relacija vazi zbog €injenice da su C;,C}, ¢; i ¢; nezavisne slucajne promenljive. Prema

tome u izrazu (2.1) preostaju samo ¢lanovi za koje je i = j. Imamo da vazi

E[X1(t)X1(t + 7)) ZECQ [cos(wit + ¢;) cos(w;i(t + 7) + &i)]. (2.2)

Razvojem proizvoda kosinusnih funkcija po adicionim formulama dobijamo
1
E[cos(wit + ¢;) cos(wi(t + 7) + ¢i)] = §E[cos(wi(2t +7) + 2¢;) + cos(w;T)] = 1/2E cos(w;T).

Zamenom u (2.2) dobijamo

N
rx,x, (7)) =EX1(6) X1(t +7)] = g Z E[cos(w,T)].
=1

Neka su svi Doppler-ovi pomaci w,, konstantni i priblizno jednaki w ($to je i fizicki logi¢no, zato $to
svi talasi putuju od predajnika do prijemnika, pa samim tim imaju isti Doppler-ov pomak). Ako jos
predpostavimo da je ZnN:1 EC2 = % dobijamo

2
rx,x, (7)) = %E[COS(MT)]. (2.3)

Isti izraz se dobija i za drugu autokorelacionu funkciju rx,x,(7). Na osnovu ovoga mozemo da za-
kljuéimo da su varijanse o7 i 05 procesa X1(t) i X2(t) medjusobno jednake i da vazi 0% = o35 = E3/2.
Napomenimo da je za ovaj zakljucak veoma vazna predpostavka da su amplitude svih talasa C,, pri-
blizno jednake kao i da je faza ¢, uniformno raspodeljena. Ova dva uslova su npr. ispunjena ukoliko

izmedju prijemnika i predajnika ne postoji linija opticke vidljivosti. Zato je u ovom sluc¢aju veoma
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pogodno koristiti Rayleigh-ev model fedinga kod koga upravo vazi da je 02 = 05 = 2. O ovome ¢e

biti viSe re¢i u odeljku 2.3.

Na kraju ovog odeljka napomenimo samo da je u opstem slucaju za racunanje autokorelacione
funkcije rx, x,(7) potrebno poznavati raspodelu snage p(«) na prijemnoj anteni i pojacanje prijemne
antene G(a) u zavisnosti od ugla dolazeceg talasa o. Opsti izraz za rx,x,(7) je

_ B

2m
rxx, () = 2/0 08 (27 fnaaT cos a)p(a) G (a)do.

U sluéaju 2D izotropnog rasejanja (kao kod Clarke-ovog modela) i izotropne prijemne antene za koju

vazi G(a) = 1 dobijamo da je
E2
TX1X3 (7—) = 70J0(27Tfmax7_)a

gde je Jy(-) Bessel-ova funkcija nultog reda.

2.2 Velicine koje opisuju kanal sa fedingom

U ovom odeljku definisa¢emo pojmove i veli¢ine koje ¢emo koristiti u daljem radu a vezane su za
slucajne promenljive ili slucajne procese. U predhodnom odeljku videli smo da je za modeliranje
signala na prijemu najpogodnije koristiti slu¢ajne procese.

Nadalje ¢emo sa px(x) oznacavati funkciju gustine raspodele (PDF - Probability Density Func-
tion) sluc¢ajne promenljive X i/ili slu¢ajnog procesa X(t). Sa px, x,(z1,22) oznacava¢emo zdruzenu
funkciju gustine raspodele (JPDF - Joint Probability Density Function) slu¢ajnih promenljivih X7 i Xo
odnosno procesa X1 (t) i Xo(t). Funkciju raspodele (CDF - Cumulative Distribution Function) slu¢ajne
promenljive X odnosno procesa X (t) oznacava¢emo sa Fx(z) dok ¢emo sa Fx, x,(z1,22) oznacavati
zdruzenu funkciju raspodele (JCDF - Joint Cumulative Distribution Function) promenljivih X; i Xy
odnosno procesa X1 (t) i Xo(t). Cesto ¢emo umesto odgovarajué¢ih pojmova koristiti skraé¢enice PDF,
JPDF, CDF i JCDF.

Sa EX oznacava¢emo srednju vrednost (matematicko ocekivanje) slu¢ajne promenljive X. Istu
oznaku koristi¢emo i za slucajni proces X (t). Reéi¢emo da je sluc¢ajni proces X (t) Gauss-ov ukoliko

X (t) ima slede¢u gustinu raspodele

px(z) = ! exp <—($_m)2> .

2no 202

Veli¢ina m predstavlja srednju vrednost Gauss-ovog slu¢ajnog procesa (Gauss-ove slu¢ajne promenlji-

ve), odnosno vazi EX (t) = m. Drugi parametar o2 predstavlja disperziju ovog procesa, tj vazi
E[X(t) - EX(¢)]* = EX*(t) — (EX(t))* = o°.

Imamo da je CDF Gauss-ovog slucajnog procesa X (t) jednaka

= bfpsen (2]

gde je funkcija erf(z) definisana na sledeé¢i na¢in

erf(r) = \/27? /Ox exp (—t2) dt.
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Autokorelaciona funkcija slu¢ajnog procesa X (t) definise se kao
Txx(tl, tg) = EX(tl)X(tg).

Ukoliko je sluéajni proces stacionaran, tada je rxx(t1,t2) funkcija samo od 7 = t3 — ¢1, odnosno tada

se autokorelaciona funkcija posmatra u slede¢em obliku
rxx (1) =EX({#)X(t+ 7).

Cesto ¢emo u ovom radu posmatrati kompleksne predstavnike slu¢ajnih procesa oblika X (t) = X1 (t)+
jX2(t). Komponentu X (t) nazivamo komponentom u fazi dok Xa(t) nazivamo komponentom u kvadra-

turi. Za ovakav sluc¢ajni proces definiSemo anvelopu R(t) i fazu 9(¢) pomocu sledeéih izraza

X(t) = R(t)exp(jo(t)), R(t)=+/X1(t)+ Xa(t), I(t) = arctan(Xa(t)/X1(t)). (2.4)

Izvod po vremenu procesa faze 19(75) u literaturi je poznat kao slucajni FM sum [8]. Izvod u vremenu
funkcije ili slu¢ajnog procesa X (t) oznacavacemo tackom iznad simbola X (t).
Na slici 2.3 prikazana je jedna trajektorija kompleksnog slu¢ajnog procesa X (t). Moze se uociti

odnos slu¢ajnih procesa X1(t), Xa(t) sa jedne i R(t),J(t) sa druge strane.

p Im{X (@)}

0o

SLIKA 2.3. Trajektorija slucajnog procesa X (t) u fazorskom dijagramu. Ugao Oy predstavlja proizvoljni nivo
faze.

2.3 Rayleigh-ev model fedinga

Rayleigh-ev model kanala najceSce se koristi za modeliranje fedinga i statistike signala koji se prostire
kroz radio kanal u okruzenjima gde ne postoji opticka vidljivost izmedju predajnika i prijemnika. Ovaj
model je pogodan za opis komunikacionih kanala u urbanim podruéjima, kao sto su gradske oblasti sa
visokim zgradama. Takodje ovaj model se uspesno primenjuje u sluc¢aju reflektovanih i refraktovanih
talasa koji se prenose kroz troposferu i jonosferu kao i u radio komunikacijama izmedju brodova.

Signal koji se dobija na prijemu kanala sa Rayleigh-evim fedingom, u kompleksnom domenu ima
slededi oblik

X(t) = X1() + jXa(t),

gde su X (t) i Xo(t) uskopojasni Gauss-ovi procesi ¢ija je srednja vrednost nula a varijansa jednaka

o2, Ova dva procesa su statisticki nezavisna.
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Kao §to ¢emo pokazati u odeljku 2.5, anvelopa ovog procesa R(t) = v/ X?(t) + X2(t) ima Rayleigh-

evu raspodelu
o r?
pr(r) = 52 exp T952 ) (2.5)

dok je faza ¥(t) uniformno raspodeljena.

Prakti¢no, Rayleigh-ev feding se javlja kada se izmedju predajnika i prijemnika nalazi veéi broj
objekata na kojima se signal rasejava. U tom slucaju na prijemu imamo veéi broj komponenti istog
signala razlic¢ite amplitude i faze. Pritom imamo veé¢i broj dominantnih talasa ¢ije su amplitude
priblizno jednake. Ovakav scenario se javlja u velikim gradovima naroc¢ito kada su prisutne visoke
zgrade. Prilikom prostiranja signala kroz troposferu ili jonosferu, sitne Cestice u ovim atmosferskim
slojevima imaju ulogu rasejavaca. Rasejanje signala na ovim objektima moze vrlo uspesno da se
modelira Rayleigh-evim fedingom.

Ukoliko postoji opticka vidljivost izmedju prijemnika i predajnika, tada je komponenta signala
koja se prostire ovom linijom daleko intenzivnija od komponenti koje se dobijaju rasejanjem. U tom
slucéaju srednje vrednosti signala X;(t), i = 1,2 viSe nisu jednake nuli. U ovakvoj situaciji primenjuje

se Rice-ov model fedinga o kome ¢e biti viSe re¢i u odeljku 2.6.

2.4 Nakagami-g model fedinga

Nakagami-¢ model kanala sa fedingom je jedan od najcesée korisé¢enih modela [7] za opis statistika an-
velope i faze za uskopojasni mobilni kanal. Originalna namena ovog modela je opis raspodele anvelope
signala snimljenog na satelitu pod uticajem jonosferske scintilacije [2]. U skorije vreme Nakagami-q
model se sve CeS¢e primenjuje u mobilnim komunikacijama za analizu performansi primopredajnih
sistema [16],[1]. Takodje primenjuje se za opis statistike anvelope mobilnog kanala [9],[22].

Ovaj model predstavlja generalizaciju Rayleigh-evog modela pa je samim tim pogodan za primenu
u sistemima gde ne postoji opticka vidljivost izmedju prijemnika i predajnika. Zbog toga ¢emo u
nastavku ovog rada zajedno proucavati osobine Nakagami-q i Rayleigh-evog modela. Drugim rec¢ima,
kad god je to mogule izvodi¢emo izraze i zakljucke vezane za Rayleigh-ev model iz odgovarajuéih
zakljucaka i izraza dobijenih za Nakagami-g model.

Napomenimo da je Nakagami-¢ model konstruisao Nakagami [11] kao aproksimaciju Nakagami-m
modela za vrednosti parametra m izmedju 0.5 i 1. Nezavisno je ovaj model otkrio Hoyt u svom radu
[7] 1 zato se on ¢esto naziva Hoyt-ovim ili Nakagami-Hoyt-ovim modelom [5].

Prilikom prenosa nemodulisanog nosioca kroz kanal sa Nakagami-¢q fedingom, signal na prijemu u

kompleksnom domenu mozemo prikazati na sledeé¢i nacin

X(t) = Xa(t) + jXa(t), (2.6)

gde su Xi(t) i Xo(t) nekorelisani uskopojasni Gauss-ovi procesi &ije su varijanse redom jednake o? i o3.

Ukoliko je o1 = 09 = 0 Nakagami-q model se svodi na Rayleigh-ev. Iako ova predpostavka o razli¢itosti
disperzija procesa Xi(t) i X2(¢) nema sasvim jasnu prakti¢nu podlogu (npr. ovo vazi ukoliko faze
¢, nisu uniformno raspodeljene) ova predpostavka povecéava fleksibilnost modela i omoguéava bolje

poklapanje sa izmerenim vrednostima.
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2.5 Statistike prvog reda za Nakagami-qg i Rayleigh-ev model fedinga

Razmotrimo sada statistike prvog reda kanala sa Nakagami-q fedingom. Ove statistike je prvi put
izracunao Hoyt 1947. godine u svom radu [7]. Posto su X; i X9 nekorelisani Gauss-ovi procesi imamo

da je njihova zdruzena gustina raspodele (JPDF) data sledeé¢im izrazom

(@109) = 5——exp (-2 - 2 @)
Px1x:\T1,22) = 27‘(‘0’10’2 €xp 20_% 20_% . .

Zdruzenu raspodelu anvelope i faze pry(r, ¢) mozemo odrediti primenom odgovarajuéih transforma-
cionih formula Descartes-ovih koordinata u polarne koordinate

X1 = Rcos?Y, Xy= Rsind. (2.8)

Ove formule su zapravo inverzne formulama (2.4). Prema tome JPDF procesa R(t) i ¥(t) dobijamo

kao
pro(r,©) = |J| - px, x,(r cos @, rsing).

Pritom je J jakobijan uvedene transformacije (2.8) koji ra¢unamo na sledeéi nacin

7= 0(X1,X2)| | cos¥ —Rcosdd _ R
| O(R,Y) sind  Rcos?d |
Zamenom dobijamo da je
r r2 [cos?p  sin?g
_ _ ) 2.9
pRﬁ(ra QO) 20109 exXp < 4 < 0_% + 0_5 >) ( )

Iz predhodnog izraza direktno dobijamo gustine raspodele i anvelope R(t) i faze ¥(t). Razmotrimo

najpre fazu ¥(t). Integracijom po r izraza (2.9) dobijamo

() /w) (r.)d . (2.10)
= r,o)dr = - . .
Poty 0 PRt 2 21(0? sin? p + 03 cos? p)
Za slucaj Rayleigh-evog fedinga kada je 01 = o3 dobijamo da je
1
po(p) = 5,
odnosno da je faza 9(t) uniformno raspodeljena. U grani¢nom slu¢aju kada o? — 0 dobijamo
1
polp) = 5(0(p —m/2) 4+ 6(p + 7/2)), (2.11)

2

dok se u sluéaju o5 — 0 dobija

pole) = 5(5(4) + 5o + 7).

Uticaj parametra p = 05/0% na py(y) prikazan je na slici 2.4.

Sada ¢emo izra¢unati gustinu raspodele anvelope R(t). Integracijom po ¢ izraza (2.9) dobijamo

T r 11 11
= dp = — ==+ ) )h{——=—-—1]]. 2.12
pR(T) /ﬂ-pRﬁ(r: 90) % o109 €xp ( A <O’% + 0_3)) 0 ( A (O’% U%)) ( )
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SLIKA 2.4. Grafik funkcije py(p) za razlicite vrednosti parametra p = o35 /03 i o1 =1

Naravno predhodni izraz vazi samo za r > 0 zato §to anvelopa ne moze da bude negativna. Sa Ip(-)
oznacili smo modifikovanu Bessel-ovu funkciju nultog reda.

anvelope (2.12) Cesto izrazava u sledeé¢em obliku [17]

A+ (1+¢*)%? (1—q*)r?
PR(r) = qQ P 4¢2Q) To 4¢2Q) ’

Napomenimo da se gustina raspodele

gde su parametri ¢ i € definisani sledeéim izrazima

1+¢>) 1 1 1-¢* 1

1
2 2 T2 2 - 2 2
q*) o] 03 q*<) o5 0]

Parametar ¢ moze imati vrednosti izmedju 0 i 1.

Ukoliko je 01 = 09 = ¢ dobijamo raspodelu anvelope za Rayleigh-ev proces
o r?
pr(r) = aexp |55 )
Da bi ispitali ponasanje funkcije pr(r) kada o; — 0, i = 1,2 uvedimo sledeé¢u oznaku

et (L),
4 \o5 o7

Tada gustinu raspodele pr(r) mozemo izraziti na sledeéi nacin

2 r?
pr(r) = m exp <—%‘%> V2r X exp(—X)Ih(X).

U grani¢nom sluéaju kada 03 — 0 imamo da X — +o0o pa prema tome dobijamo da pg(r) tezi
jednostranoj Gauss-ovoj funkciji raspodele

2 r?
pr(r) = o eXp —T‘% .
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2.6 Rice-ov model fedinga

Sa druge strane, Nakagami-¢ model fedinga moze da se posmatra kao aproksimacija Nakagami-m
modela za 0.5 < m < 1. Ekvivalentne vrednosti parametara m i 2 Nakagami-m modela su
0?4 03 (02 4 02)?

Q=—= = .
2 " 2(0t 4 03)

Uticaj parametra p = 03 /0% na pr(r) prikazan je na slici 2.5.

0.7 . .
0.6- —rel N
' | PR\ ----p=125
/
P p=2.5
0.5 | Il N p=5
04l I T p=s0 i
= : . .
Q?: 10 7
(N .
0.3 4 1:‘ /‘/ ‘;\: -
4 b7 \ \
i VAN
0.2 i \\ ’_.\~ -
J l VLN
/ BRI Lo
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SLIKA 2.5. Grafik funkcije pr(r) za razli¢ite vrednosti parametra p = o3 /o3 i o1 = 1.

2.6 Rice-ov model fedinga

Rice-ov model fedinga se koristi za opisivanje signala u okruzenjima gde postoji opticka vidljivost
izmedju predajnika i prijemnika. Komponenta signala koja se prostire duz linije opticke vidljivosti je
znacajno intenzivnija od komponenti koje se dobijaju rasejanjem. Ovaj model se koristi za opisivanje
zemaljskih mobilnih kanala u slabo naseljenim mestima i predgradjima gradova (gde najéesée postoji
linija opticke vidljivosti) kao i za opisivanje satelitskih kanala.

Podsetimo se da je primljeni signal u Clarke-ovom modelu oblika

E, = X1(t) cos(wct) — Xa(t) sin(w,t)

gde su X () 1 X2(t) komponente u fazi odnosno kvadraturi koje se dobijaju superpozicijom N reflek-
tovanih talasa razlic¢ite amplitude C),, faze ¢, i Doppler-ovog pomeraja wy,. Videli smo da ukoliko su
amplitude svih ovih komponenata priblizno jednake pogodno je primeniti Rayleigh-ev model fedinga.
Sada predpostavimo da postoji linija opticke vidljivosti duz koje se prostire nulta komponenta signala
koja ima znacajno ve¢u amplitudu Cy od ostalih komponenti. Prema tome vazi

N
X1 (t) =m (t) + Z EyC COS(wnt + ¢n), m1 (t) = EyCy COS(th + (;50)
n=1
N (2.13)
Xo(t) =ma(t) + Y EoCrsin(wnt + ¢n), ma(t) = EgCosin(wot + ¢o).

n=1
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Za fazu ¢y ne moze se reéi da je uniformno raspodeljena sluéajna promenljiva. Stavise, vrednosti
Co,wo 1 ¢p su konstante. Procesi Xi(t) i Xo(t) vise nemaju nultu srednju vrednost pa Rayleigh-ev
model fedinga ovde ne vazi.

Dalja razmatranja izvodi¢emo pod predpostavkom da je frekvencija nulte komponente fy jednaka
nuli. To znadi da je dolazedi direktan talas normalan na pravac kretanja prijemnika (predajnika). Pod
ovom predpostavkom dobijamo da su mq (t) i ma(t) konstante koje su respektivno jednake EyCyp cos(¢o)
i EyCpsin(¢g). U nastavku oznacavaéemo ih sa my i ma. Iz (2.13) dobija se da su ove veli¢ine zapravo
srednje vrednosti procesa X (t) i X2(t). Kao i u slucaju Rayleigh-evog fedinga, odnosno kao u odeljku
2.1 i ovde su Xj(t) i Xa(t) Gauss-ovi slucajni procesi jednakih varijansi o2

Odredimo sada statistike prvog reda Rice-ovog modela. Polazimo od zdruzene gustine raspodele

procesa X1 (t) i Xo(t). Posto su ovi procesi nekorelirani (odeljak 2.1) sledi da je njihova JPDF jednaka

L oo (_ (21 —m1)® (w2 — m2)2> ‘

2mo? ¢ 202 202

DX, X, (21, T2) =

Da bi odredili PDF anvelope R(t) i faze J(t) koristi¢emo transformaciju slu¢ajnih promenljivih datu
slede¢im izrazima X; = Rcosd i Xo = Rsind. Jakobijan ove transformacije je J = R. Zamenom
dobijamo trazenu JPDF

(2.14)

72 — 2r(my cos ¢ + maysin ) +m3 + m%)
202 '

(r¢) = s-5e
r,p)=-—=exp|—
PRy (1, p) = 55 XD

Integracijom po promenljivoj ¢ predhodnog izraza dobijamo PDF anvelope za Rice-ov feding

r 72 +m? + m3 2m 1My €Os ¢ + Mg sin
pr(r) exp | ———— 35— exp | — 5 dip
0

= 9n02 202 o
T r2+m%+m§ r\/m%—i—m%
= exp| ————= | I | ———"=2.
2mo? 202 o2

U slucaju m; = mg = 0 ovaj izraz se svodi na izraz (2.5) za Rayleigh-ev feding. Napomenimo da se
osim predhodnog izraza za raspodelu anvelope R(t) koristi i izraz u kome figurise Rice-ov faktor K
[17]. Umesto parametra o uvodi se parametar ), koji predstavlja moment drugog reda procesa R(t).
Ova dva parametra odredjena su sledeéim izrazima

m% + m%

K —
202

Q, = 20%(K + 1).

Zamenom dobijamo sledeéi izraz za gustinu raspodele pr(r) anvelope [17]

r 72
pr(r) = MS(ZI:'—DGXP (—K - (K;pl)> Iy <2’I“ Kg;;”) .

Napomenimo jo$ da se Rice-ov model ¢esto naziva i Nakagami-n model [17], gde je parametar n
definisan kao n = V K.

Sli¢éno, integracijom izraza (2.14) po promenljivoj r dobijamo izraz za PDF procesa faze ¥(t).
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2.7 Nakagami-m model fedinga

Rayleigh-ev i Rice-ov model fedinga najses¢e se koriste da bi se opisale statisticke promene signala
na prijemu koje se deSavaju usled razli¢itih putanja prostiranja signala. Pored ovih modela cesto
se koristi i Nakagami-m model zbog lake manipulacije i Sirokog opsega primenljivosti pri ¢emu ovaj
model veoma dobro opisuje mobilni radio kanal. Tako je za razliku od predhodnih modela ovaj model
empirijski, prilicno je elegantan i u praksi se dokazao korisnim.

Anvelopa primljenog signala R(¢) u Nakagami-m modelu ima sledeéu gustinu raspodele (PDF)

2mmyp2m—1 mr?

Parametar m se naziva parametar fedinga (fading figure) i moze uzeti bilo koju vrednost u intervalu
(1/2,400). Parametar Q2 predstavlja moment drugog reda raspodele (2.15). U opstem slu¢aju, moment

n-tog reda ove raspodele dat je pomocu

E[R"] = /;Oo r"pr(r)dr = F(”IZ(ZLT)L/?) <Z>n/2.

T (m, m{f)
- T(m)

gde je I'(a, b) nekompletna gama funkcija definisana pomocu

Odgovarajuc¢a CDF anvelope je

Fr(r) =

b
F(a,b):/ 2% exp(—z)dz.
0

Raspodela anvelope kod Nakagami-m modela, za razli¢ite vrednosti parametara m i € svodi se na
Rayleigh-evu, Rice-ovu, Nakagami-q ili jednostranu Gauss-ovu raspodelu, ili je njihova veoma do-
bra aproksimacija. Tako za m = 1 relacija (2.15) postaje raspodela anvelope (2.5) kod Rayleigh-
evog fedinga. Za m = 1/2 raspodela anvelope (2.15) postaje jednostrana Gauss-ova raspodela. Ova

raspodela dobro aproksimira Rice-ovu raspodelu za sledeéi izbor parametara

m2—m Q
K=_Yym-m 02:—<1—\/1—m_1).
m—vmZ—m 2

Pokazaéemo dva pristupa za izvodjenje raspodela Nakagami-m modela. Drugi pristup je novijeg
datuma i ujedno prvi koji u obzir uzima i fazu ¥(t).

Najpre ¢emo izloziti pristup iz [24]. Predpostavimo da je parametar m tako izabran da je n = 2m
ceo broj. Neka su dati Gauss-ovi slucajni procesi Xi1o(t), X11(t), ..., Xi|m|(t), X21(t),..., Xo|pm(t)
nulte srednje vrednosti sa jednakom varijansom o2. Svi ovi procesi su statisticki nezavisni. Neka je
Zo(t) = |X10| a Zi(t) = \/ X%(t) + X2.(t) zai=1,...,n. Anvelopa R(t) definiSe se kao

m—1/2
Z2(t) + Z Z2(t), 2m neparno,
Rt =< .. i=1 (2.16)
Z Z2(t), 2m parno.
i=1
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Primetimo da je slucajni proces Z(t) = R%(t) zapravo jednak zbiru kvadrata n = 2m Gauss-ovih
slucajnih procesa. Prema tome, Z(t) ima x? gustinu raspodele sa m stepeni slobode datu sledeéim

izrazom
m ., m—1

(2) m™z ( mZ)

)= ———exp|(—+).

bz Tim)am “P\7

Parametar  jednak je 2 = 2mo?. Primenom transformacione formule Z = R? iz predhodnog izraza
lako dobijamo izraz (2.15) za PDF anvelope R(t).

Razmotrimo sada gustinu raspodele izvoda anvelope R(t) Diferenciranjem jednacine (2.16) dobi-

jamo
m—1/2
1 Zozo + Z ZzZza 2m neparno,
R = 7y om i=1 (2.17)
Z Zi 2, 2m parno.
i=1
Posto su Z;i(t) za i = 0,...,n Rayleigh-evi procesi, njihovi izvodi Z;(t) imaju Gauss-ovu raspodelu

nulte srednje vrednosti i varijanse 8. Kako je linearna kombinacija Gauss-ovih sluc¢ajnih procesa
takodje Gauss-ov proces, na osnovu (2.17) dobijamo da je uslovna raspodela za R pod uslovima
Z; = z Gauss-ova. Pogto svi procesi Z; imaju nultu srednju vrednost sledi da R takodje ima nultu

srednju vrednost. Prema tome imamo da je

1 i
: . = —— . 2.18
pR|Zo...Zn(r | 20,---,2n) Vb exp ( 2b> ( )
Ostaje nam da odredimo vrednost b. 1z (2.17) direktno dobijamo da je
m—1/2
ngZg + Z ZZQEZZQ, 2m neparno
b=E[R? | Zo=20,.... Zn=20]=~-% i=1 = 3.
r .
Z 22EZ2, 2m parno
i=1
Na osnovu ovog rezultata zaklju¢ujemo da uslovna verovatnoca p B1%o... 7 (r| zo,...,2n) ne zavisi od

vrednosti 2, ...z,. Prema tome, izraz (2.18) zapravo predstavlja trazenu gustinu raspodele izvoda

anvelope, odnosno vazi

, 1 i
)= o (35
Stavise iz uslova da PiZo... 20 (r | zo,...,2n) ne zavisi od vrednosti zo, ...z, mozemo zakljuciti da
su procesi Z;(t) i R(t) statisticki nezavisni, $to dalje povlaéi da su R(t) i R(t) statisticki nezavisni
odnosno da vazi
Pri(r7) = pr(r)pR(7).

Videli smo da ovaj uslov zadovoljavaju i Rayleigh-ev i Rice-ov model. U narednoj glavi pokaza¢emo

da Nakagami-q¢ model ne zadovoljava ovaj uslov.

Nedostatak izlozenog modela je to $to je razmatrana samo anvelopa primljenog signala R(¢) a ne i
faza ¥(t). U radu [25] prvi put je izlozen Nakagami-m model koji razmatra i anvelopu i fazu signala.

Ovaj model je validan samo ako je m prirodan broj, odnosno 2m paran prirodan broj.
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Predpostavimo da je prijemni signal u kompleksnom domenu oblika

X(t) = Xy (t) + j Xa(t)

gde je
m
XP(t)=,|> X&), i=1,2
i=1
pri ¢emu su Xi1(t),..., Xim(t), Xo1(t),..., Xom(t) za i = 1,...,m statisticki nezavisni Gauss-ovi

slucajni procesi nulte srednje vrednosti i varijanse 0. Na osnovu definicije mozemo da zaklju¢imo da

proces Z;(t) = X2(t), i = 1,2 ima x? raspodelu sa m stepeni slobode zadatu sledeé¢im izrazom
m™m/2m/2-1 mz

~Qm/2T(m)2) T <_ﬁ>

Primetimo da je anvelopa R(t) ovako definisanog procesa X (t) zapravo potpuno ista kao i anvelopa

pZi(Z)

u predhodnom modelu. Razlika je u tome, sto sada jasno definiSemo osim anvelope R(t) i fazu ()
procesa X (t). Posto su anvelope iste, ovde mozemo direktno da zaklju¢imo da je PDF pg(r) zadata
izrazom (2.15). Medjutim sada ¢emo izvodjenje sprovesti malo drugacije sa ciljem da pored gustine

raspodele anvelope dobijemo i gustinu raspodele faze. Uvodjenjem transformacije Z; = XZ-Q, 1 =1,2

dobijamo
mm/2|x|m—1 mar2
. = - e —_—— .
Parametar ) je ponovo jednak € = 2mo?. Posto su procesi Xij(t)zai=1,217=1,...,m statisticki

nezavisni dobijamo da su takvi i procesi X;(t) i X2(¢) odnosno da je JPDF ovih procesa jednaka

Px1 x5 (71, 72) = px, (71)px, (T2).
Sada pristupamo ra¢unanju gustine raspodele anvelope i faze procesa X (t). Zdruzenu gustinu raspodele
Pro(r, ) mozemo da odredimo iz predhodnog izraza pomoc¢u transformacije
X1 =Rcost?, X5 = Rsint¢
Jakobijan ove transformacije je jednak J = R. Prema tome dobijamo da je

Pro(1, 9) = 1Px, X, (7 COs @, 7 sin ) = rpx;, (1 cos ©)px, (rsinp)

mmr2m=l] sinm_1(2gp)\ mr?
2mOmI2(m/2) Q2

Integraljenjem po r odnosno ¥ predhodnog izraza dobijamo redom gustine raspodele faze 9(¢) odnosno

anvelope R(t). Za anvelopu se dobija izraz (2.15) kao §to smo i ocekivali dok se za fazu dobija sledeéi

izraz

I(m)|sin™ ! (2¢)]
9mT2(1m/2)

Na osnovu izracunatih izraza za py(v), pr(r) kao i pry(r,¢) dobijamo da su faza i anvelopa kod

po(p) =

Nakagami-m fedinga statisticki nezavisni, odnosno da vazi

Pro (T, 9) = PR(T)D8(P)-

Ovakav rezultat imamo i u slu¢aju Rayleigh-evog fedinga. Napomenimo da je u slu¢aju m = 1 vrednost
py(¢) konstantna i jednaka (2)~!, §to predstavlja gustinu raspodele faze kod Rayleigh-evog modela.

Ovo poklapanje potvrdjuje ispravnost izlozenog modela.



Glava 3

Statistike drugog reda Nakagami-q
signala

U ovoj glavi opisatemo statistike drugog reda prijemnog signala na izlazu kanala sa Nakagami-g
fedingom. Statistike prvog reda ovog signala izvedene su u predhodnoj glavi. Izveséemo formule u
zatvorenom obliku za srednji broj osnih preseka anvelope (LCR), faze (PLCR) kao i srednje vreme
trajanja fedinga (ADF). Drugi glavni rezultat ove glave su uslovne PDF anvelope i izvoda faze za
definisanu vrednost faze. Osim opsteg sluc¢aja Nakagami-q fedinga, razmotri¢emo i nekoliko specijalnih
sluc¢aja a posebno slucaj Rayleigh-evog fedinga. Rezultati prikazani u ovoj glavi su novijeg datuma i
uglavnom su publikovani u radovima [27] i [28]. Pored toga, prikaz rezultata je nesto drugaéiji nego u
[27] i [28]. Neki izrazi su izvedeni na drugaciji nacin a za neke je upotpunjeno originalno izvodjenje.
Ima i nekoliko originalnih rezultata preuzetih iz nasih radova [18], [19], [20].

Napomenimo da se za sve grafike u ovoj glavi podrazumevaju sledeée vrednosti parametara o; =
0.322351,09 = 0.174608, 51 = 1103.43, B> = 1091.52. Ovi rezultati su dobijeni fitovanjem statistika
prvog i drugog reda anvelope R(t) za Nakagami-¢ model na izmerenim podacima. Meren je signal na

prijemu mobilnog satelitskog kanala u prisustvu efekta senke [27].

3.1 Definicije statistika drugog reda i osnovna svojstva

U mobilnim komunikacijama primljeni signal se menja u Sirokom opsegu vrednosti. Zbog toga je za
projektovanje digitalnih i analognih sistema potrebno poznavati statisticke karakteristike signala. Veé
smo definisali statisticke karakteristike (statistike) prvog reda. To su gustine raspodele verovatnoée
anvelope i faze i autokorelaciona funkcija. Pored ovih karakteristika, potrebno je poznavati i ku-
mulativne karakteristike kao $to su srednji broj osnih preseka i srednje vreme trajanja fedinga. Ove
veli¢ine daju dodatnu informaciju koja kada se kombinuje sa drugim statistickim podacima omogudéava
projektantima da naprave racionalna resenja sistema [8].

Srednji broj osnih preseka (LCR - Level Crossing Rate) i srednje vreme trajanja fedinga (ADF
- Average Duration of Fades) su vazne statisticke karakteristike drugog reda za opisivanje kanala sa
fedingom. Ove veli¢ine su korisne u projektovanju mobilnih radio komunikacionih sistema i za analizu
performansi istih. U digitalnim telekomunikacijama nagli pad vrednosti anvelope primljenog signala
direktno vodi do drasti¢nog povecanja verovatnocCe greske. Za optimizaciju sistema kodovanja koji

su potrebni za korekciju gresaka nije vazno samo koliko puta primljeni signal prolazi kroz dati nivo

20
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u jedinici vremena veé i koliko dugo je u proseku taj signal ispod zadatog nivoa. Srednji broj osnih
preseka i srednje vreme trajanja fedinga su upravo odgovarajuce mere usko povezane sa kvalitetom
primljenog signala [13].

Stoga za razna pitanja sistem inzenjeringa kao §to su

e izbor duzine bloka za kodovanje paketskih sistema,

e projektovanje metoda kodovanja sa konkatenacijom sa i bez interlivinga,

e optimizacija veli¢ine interlivera,

e izbor kapaciteta bafera za Seme adaptivne modulacije i procena komunikacionih protokola,

potrebno je poznavati LCR i ADF. Tehnike izra¢unavanja statistika drugog reda narocito se primenjuju
kod diverziti sistema koji su se pokazali kao veoma korisni za smanjivanje uticaja fedinga.

Srednji broj osnih preseka signala X (¢), u oznaci N3 (z) definiSe se kao brzina kojom signal preseca
nivo z sa pozitivnim izvodom u tacki preseka z. Za izrac¢unavanje LCR potrebno je znati CDF
Py x (2, @) procesa X (t) i X (¢).

Ocekivano vreme za koje vrednost signala pripada intervalu (z,x + dx), za dati nagib & i vreme
dt jednako je p(z,&)dxdidt. Potrebno vreme za jedan prelazak nivoa z za dati nagib 4 u intervalu
(z,z + dx) je dx/%. Odnos ove dve veli¢ine daje ocekivani broj prelazaka nivoa z, signala X za dati
nagib & i vreme dt

tpy i (z,)didt.

Prema tome, ukupan ocekivan broj preseka nivoa z u jedinici vremena dat je slede¢im izrazom

+oo
Ni(z) = /O ipy ¢ (z,4)dd. (3.1)

Srednje vreme trajanja fedinga, u oznaci T'x—(x) je takodje vazna statisticka karakteristika drugog
reda i predstavlja srednje vreme za koje se anvelopa signala nalazi ispod zadatog nivoa x. Neka je duzi
vremenski interval u kome se posmatra anvelopa T i neka je ¢; trajanje i-tog boravka signala ispod

nivoa z. Tada je verovatnoca da je nivo signala X (¢) manji od nivoa x
1
Fx(z) =P[X(t) <] = T th
1

Srednje vreme trajanja fedinga je

Tx_(z) = TN+ Zt ”;).

Ove velicine su takodje znacajne i za izbor bitske brzine prenosa, duzine reci i kodnih §ema u digitalnim

radio sistemima. Takodje su neophodne za procenu performansi sistema [21].

3.2 JPDF faze i slucajnog FM Suma kod Nakagami-¢g fedinga

Da bi izveli izraz za gustinu raspodele verovatnoée FM Suma kao i srednji broj osnih preseka faze

d(t) potrebna nam je zdruzena gustina raspodele verovatnoée procesa R(t), R(t),d(t),J(t) u oznaci
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Privgs(Ts 70, ¢). Ova JPDF moze da se izracuna iz JPDF procesa X (t), X1 (t), Xa(t), Xo(t) pri-
menom odgovarajuce transformacije Descartes-ovih koordinata (x1,z2) u polarne koordinate (7, ).

Transformacione izraze dobijamo na uobicajen nac¢in

= Rcosd,
X1 = Rcosd — Rsind,
(3.2)
Xo = Rsin®,
(, = Rsin® + RV cos ¥.
Imamo da je Jakobijan ove transformacije jednak
. _ cos ¥ 0 —Rsinv 0
0(X1, X1, Xo, X9) sin 0 Rcos? 0 _ B2
1 A(R, R, 9,0) —¥sind cos?¥ —RsintY + RYcost?y —Rsind |
—dcos? sinY Rsind + RYsind  Rcosd
Prema tome imamo da je trazena JPDF procesa R(t), R(t),9(t),d(t) jednaka
pRRM(Tv T Q, Q) = T2pX1X1X2X2 (rcosp, T cosp — resin g, rsing, 7 sin @ + rg cos @). (3.3)

Za simetricnu Doppler-ovu spektralnu gustinu snage (PSD - Power Spectral Density) gde su procesi

X1(t), X2(t), X1(t) i Xo(t) Gauss-ovi, i u parovima nekorelirani, vazi da je

( )= oxp (- 2 IE) gy
r1,T1,T9,T Xp |\ — T 5 2 95 T 54 ’
Py 51 X%, (T1 L1, 22, 2 47720102@ P\T27 " 202 728, 2%
Zamenom predhodnog izraza u (3.3) dobijamo trazenu JPDF
r2 in2 i
9 [ cos“p sin‘p .9 [ COST @  SIN”
P T, exp 4 —r + > T ( + >
plrF 0.9 =g e (G + W2 ) gy

)
.9 .9 cos?p sin®y (1 1>, }
—r -+ —rr — — — | SIn Y COS .
v ( 203 261 ) 90(52 B L

Poslednji izraz vazi ako je 0 < r < 400, —00 < 7,0 < 400 i —7 < ¢ < mw. Varijanse (3; procesa
X;(t) (i = 1,2) mogu se odrediti kao 3; = —ix,x,(0), odnosno predstavljaju negativnu krivinu au-
tokorelacione funkcije rx,x,(7) u tacki 7 = 0. Za klasi¢cnu Jakes Doppler-ovu spektralnu gustinu
snage vrednost ; moze da se predstavi kao 3; = 2(70; finaz,;) gde je fmaz; maksimalna Doppler-ova
frekvencija procesa X;(t). Iako ¢injenica da procesi X1 (¢) i X2(t) imaju razli¢ite maksimalne Doppler-
ove frekvencije nema odgovarajucu fizicku interpretaciju, ona omogucava vec¢u fleksibilnost modela i
poboljsava slaganje sa eksperimentalnim rezultatima [22].

Zdruzenu funkciju gustine raspodele procesa 9(t) i 9(t) mozemo odrediti integracijom izraza (3.5)

po promenljivama 7 i . Drugim rec¢ima potrebno je naéi integral

+oo  ptoo
pﬁqé(SOa @) = /O / pRRﬁé(Tv 7, @, p)drdr.
—00

Najpre ¢emo izraCunati integral po promenljivoj 7 a zatim po r. Primetimo da se funkcija gustine

raspodele ppp05(7, 7, 0, ) moze zapisati na sledeci nacin kao funkcija argumenta r

Prizgd (157> 9, 9) = Miexp (—ari? + b + ¢1) (3.6)
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gde su Mi,aq,b; i ¢; odgovarajuéi parametri. Integraljenjem predhodnog izraza po promenljivoj 7 i

zamenom vrednosti parametara dobijamo

2 12 (cos?p sin® @ 2
" exp{ 2 ( ot + o3 T B sin? o432 cos? ¢

(27)3/20 109/ 1 sin? p + B cos? o

(3.7)

p}wﬁ(ra 2 <P) =

Sledeci korak je integracija po promenljivoj r. Funkciju gustine raspodele pp (7, ¢, ¢) mozemo za-
pisati u obliku

pRﬁﬁ(r') 2 SO) = M2r2 exp(—agr2)
gde su takodje Ms i ay parametri koji se dobijaju na osnovu izraza (3.7). Integraljenjem predhodnog

izraza po r konacno dobijamo JPDF p,;(¢, ) procesa ¥(t) i J(t) u zatvorenoj formi

H> + cos? p + sin® —3/2
B1 sin? 42 cos? @ o3 o3

Amoio9y/ B sin® ¢ + B2 cos? o

Pyg(s ) = (3.8)

Na slici 3.1 prikazan je 3D grafik funkcije py;(p, ¢). Grafik je dat samo za pozitivne vrednosti J
posto je funkcija py;(w, ¢) parna po ¢.

0.001C
Py
0.0005

SLIKA 3.1. 8D grafik funkcije zdruzene gustine raspodele (JPDF) faze 9(t) i izvoda (1), Py (@, ).

U predhodnom odeljku smo videli da se u slu¢aju o1 = 09 = 0 i f1 = B2 = [ Nakagami-q feding
svodi na Rayleigh-ev feding. Zamenom u izraz (3.8) dobijamo JPDF procesa 9(t) i 9(t) za slucaj

kanala sa Rayleigh-evim fedingom

2 -3/2
(5 + )

Pw(% 90) = 47_‘_0_2\/3 (39)

Primetimo da ova verovatnoca ne zavisi od faze ¢ procesa veé¢ samo od izvoda ¢. Trivijalno, integral-

jenjem izraza (3.9) po promenljivoj ¢ (u granicama od 0 do 27) dobijamo PDF izvoda faze p;(¢),

¢ 1\
pi(p) = —( . ;;;\)B :

odnosno slué¢ajnog FM Suma

(3.10)
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Integraljenjem po promenljivoj ¢ predhodnog izraza lako se dobija odgovarajuca CDF F(¢) slucajnog

FM Suma
) 1 %
Fy(@) =5 (1 + ) . (3.11)

VB + %

Napomenimo jo§ jednom da izrazi (3.10) i (3.11) vaze samo za slu¢aj Rayleigh-evog fedinga.
Analogno mozemo nac¢i PDF izvoda faze p;(¢) za slucaj Nakagami-q fedinga, integracijom izraza
(3.8) po promenljivoj ¢. Nazalost ovaj integral nije mogucée naéi u zatvorenom obliku.

I pored ove poteskoée, mozemo izvesti neke generalne zakljucke vezane za proces p(t). Posma-
trajmo srednju vrednost (matematicko oc¢ekivanje) ovog procesa Eid(t). Iz izraza (3.8) sledi da je

Py, ©) parna funkcija po promenljivoj ¢. Posto je

21
py(p) = /0 Py (@, @)dep,

mozemo zakljuciti da je i p;(¢) parna funkcija po ¢. 1z ovoga direktno sledi da je E(¢) = 0. Naravno,
predhodno je potrebno pokazati da E(t) postoji, tj da odgovarajuéi integral konvergira u granicama

od —oo do +oo. Na slici 3.2 prikazan je grafik funkcije p;() za slucaj Nakagami-q fedinga.

0.0040 - | | | | i
0.0035 1 i
0.0030 N
0.0025- N
S 000204 I
0.0015- i
0.0010- i

0.0005 =

0.0000 : : : , . , :
-400 -200 0 200 400

¢

SLIKA 3.2. Grafik funkcije gustine raspodele py(p) izvoda faze ﬂ(t)

Odredimo sada varijansu izvoda faze. Posto je E¢(t) = 0, varijansa procesa ¢(t) jednaka je
momentu drugog reda
400
BPW) = [ o)
Posto je p;(¢) parna funkcija po ¢, predhodni integral mozemo dobiti kao dvostruku vrednost integrala
u granicama od 0 do +c0. Moze se pokazati da je vrednost ovog integrala jednaka +oco. Takodje vazi

da je
oo .92 . .
/ @Dy (0, )dp = +o0,
—00

za svako ¢ € (0,2m).
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Na osnovu predhodnog razmatranja zaklju¢ujemo da varijansa FM Suma nije pogodna za opisivanje
stepena rasipanja vrednosti ovog procesa oko srednje vrednosti Eﬁ(t) = 0. Kao alternativnu meru
mozemo koristiti vrednost E[J(t)|. Ovakav pristup koristio je Rice [14] u svojoj analizi FM suma kod

kanala sa Rice-ovim fedingom. Imamo da vazi sledeéi izraz

2

. +oo
EJ)(1)] = 2 /0 erg(@)ag =2 [ N (pydo (3.12)

Sa Nj () oznacen je srednji broj osnih preseka faze (PLCR) 9(t). U slede¢em odeljku pokazaéemo
da je

1 [Bisin? o + facos? ¢
Ny () ¢ (3.13)

A\l 02 sin? o + 02 cos?

Iz izraza (3.12) ocigledno sledi da je E|0(t)| konacno. Medjutim u opstem sluéaju Nakagami-q fedinga,
integral u izrazu (3.12) ne moze da se odredi u zatvorenoj formi. Nasuprot ovome, u sluc¢aju Rayleigh-

evog fedinga, odnosno kada vazi da je 1 = (B9 = B 1 01 = 09 = o, integral je reSiv i imamo da

VB

g

vazi

E[9(t)] =

Na kraju ovog odeljka napomenimo jos da je E|19(t)| zapravo srednja vrednost broja osnih preseka

procesa ¥(t) usrednjena po svim nivoima ¢ € (0, 27).

3.3 Srednji broj osnih preseka faze kod Nakagami-q fedinga

Srednji broj osnih preseka faze ¥(t) (PLCR) u oznaci NJ (¢) je ocekivan broj prolazaka signala, u
jedinici vremena, kroz zadati nivo ¢ u pozitivnom (ili negativnom) smeru. Izraz po kome se rac¢una
PLCR je

400
Ny (p) = /0 PPy (@, ©)dep. (3.14)

U slucaju Nakagami-q fedinga ova JPDF je odredjena izrazom (3.8). Zamenom u definicioni izraz
(3.14) dobijamo

n H> + cos? o + sin? ¢ —3/2
+ °  \ By sin2 o1 B cos? o o2 o3
Ny (o) = —
0 ATo109 \/ﬁl sin” ¢ + (33 cos? o

Izracunavanjem predhodnog integrala u zatvorenom obliku (detalji ovog izracunavanja dati su u do-

2

dy.

datku) dobijamo slededi izraz za srednji broj osnih preseka faze u slu¢aju Nakagami-q fedinga

N3 ()

_ 1\/ﬂ1 sin? ¢ + B cos? (3.15)

4m \ oFsin? o + 0Z cos? ¢

Na slici 3.3 prikazan je grafik srednjeg broja osnih preseka faze Nq;r (¢) za Nakagami-q feding. U
slucaju Rayleigh-evog fedinga (51 = 2 = 1 01 = 09 = o), predhodni izraz se umnogome uproséava
g VB

NJ(‘P) = A v = o (3.16)

Veli¢ina v je takozvani poluprecnik Ziracije (radius of gyration) Doppler-ove spektralne gustine snage

i ima oblik
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SLIKA 3.3. Grafik funkcije srednjeg broja osnih preseka faze (PLCR) Ny ().

procesa X1 (t) 1 Xo(t). Posto je u ovom slucaju faza ¢(t) uniformno raspodeljena imamo da je srednji
broj osnih preseka NJ () konstantan, tj nezavisan od nivoa .

Primetimo da se u slu¢aju Nakagami-q fedinga za vrednosti nivoa faze ¢ = 0 kao i ¢ = 7 izraz
(3.15) takodje svodi na (3.16). U tom slucaju je
_r V2

T 2= oy

Ny (0) = Ny ()
Analogno smo sa 72 oznagcili poluprecnik ziracije Doppler-ove spektralne gustine snage procesa Xo(t).
Jednakost Ny (0) = N (7) moze se objasniti na osnovu fazorskog dijagrama na slici 2.3. Mozemo
uociti da faza preseca nivo ¢ = 0 u pozitivnom smeru ukoliko je Xi(t) > 0 a X3(t) preseca = osu
(odnosno nivo 0). Analogni zakljuc¢ak vazi i za nivo faze ¢ = 7 pri ¢emo je sad X;(¢) < 0. Posto su
procesi Xi(t) i Xo(t) nezavisni i posto su verovatnoée dogadjaja X1(t) < 01 X;(¢) > 0 medjusobno
jednake (X1 (t) je Gauss-ov proces) direktno zakljuéujemo da je jednakost N (0) = N (m) zadovoljena.
Napomenimo jos da je Ng(go) srednji broj okretanja faze za 27 u pozitivnom smeru detektora faze
ukoliko on na izlazu daje fazu u intervalu (—m, 7). Prema tome to je ujedno i broj pozitivnih spajkova
koji nastaju na izlazu detektora faze.

Analogno se za nivoe ¢ = 7/2,3m/2 izraz (3.15) svodi na (3.16) pri ¢emu je sada

Ny nf2) = N Gr/2) = 1L =Y

Ovaj rezultat se takodje moze objasniti pomocu fazorskog dijagrama na slici 2.3.
Podsetimo se da za klasicnu Jakes Dopplerovu spektralnu gustinu snage vrednosti 3; mozemo

2

predstaviti kao 3; = 2m%0? fﬁmi gde je fmasz, maksimalna Doppler-ova frekvencija procesa X;(t) (za

i = 1,2). Predpostavimo da je frmaz, = fmazy = fmaz- Zamenom u izraz (3.15) dobijamo da je

+ —_ —— P— P—
9 (‘P) pp 2\/57 Mm="7=7
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odnosno da srednji broj osnih preseka zavisi isklju¢ivo od maksimalne Doppler-ove frekvencije procesa
fmaz kao 1 da je jednak odgovarajuéem izrazu za Rayleigh-ev feding. Prema tome, predpostavka da
procesi Xi(t) i Xo(t) imaju razli¢ite Doppler-ove frekvencije drasti¢no uopstava model i omoguéava

bolje uklapanje sa izmerenim vrednostima [22].

3.4 Uslovne gustine raspodele anvelope i izvoda faze

U ovom odeljku izves¢emo izraze za uslovne gustine raspodele anvelope R(t) i izvoda faze 9(t) (FM
suma) pod uslovom ¥(t) = ¢, gde je ¢ proizvoljni nivo faze. Ove uslovne raspodele omoguéavaju
opisivanje statistika anvelope i FM Suma u vremenskim trenutcima kada je ¥(t) = ¢, kao $to je to
prikazano na slici 2.3. One su izvedene u radovima [6, 26] za potrebe proucavanja statistike FM klik
suma koji nastaje u FM prijemnicima [15]. Oznac¢imo sa FRWPJF(T, $) i pRvé\go+(r’ ¢) redom uslovne
JCDF i JPDF procesa R(t) 1 9(t).

Najpre ¢emo dati izraz za racunanje uslovne JCDF FR19|50+ (r,¢) a zatim na osnovu ovog izraza
izves¢emo uslovne gustine raspodela. Velicina Fl, Rile +(r ) zapravo predstavlja uslovnu verovatnoéu
dogadjaja {R(t) < r,9(t) < ¢} pod uslovom da ¥(t) preseca nivo ¢ u pozitivhom smeru u vremenu

dt. Prema tome, vazi sledeéi izraz

P[R(t) < 70,0(t) < ¢o,9(t) sete nivo ¢y u pozitivnom smeru u vremenu dt]

Fr Do) =
Rilipo+ (70> $0) P[Y(t) sece nivo g u pozitivhom smeru u vremenu dt]

f() (Pp}wﬁ T, o, ¥ )ngd?"
Ny (o)

Uvedimo sledeé¢e oznake ,
¢o
I(Tv 2 800) = /0 prRﬁﬁ(n 2 SO)dS()?
I(r, ) = I(r, p; +-00).

Sada mozemo uslovne PDF za R(t) i ¢(t) kao i uslovnu JPDF ova dva procesa izraziti na sledeéi nacin

(3.17)

I(ro, ¥0)
pR“PO+<TO> dr() R19|g00+(T07 +OO) N+(Q00) )
. d PoPgy (o, o)
p19|500+(500) d(p Rﬁ\s@o-i-( 1$0) = NJ(SOO) ( )
: d : I(ro, po; o)
) - F_. _ ]
pRﬁIsooJr(rO’@O) dro Rﬁ|¢0+(7”0,<ﬁo) NJ(QO)
Najpre ¢emo odrediti izraze za I(r,¢;¢o) 1 I(r,¢) u zatvorenom obliku. Zamenom iz relacije (3.7)
dobijamo
o Pl
I(r, ;3 ¢0) = / pexp (— , >dsb-
(21)3/20 09/ 1 sin? ¢ + B cos? p Jo B1 sin? p + B cos? p

Resavanjem integrala i sredjivanjem predhodnog izraza imamo

2 2 12 2.2 R
Ir o o) = exp {1 (2572 + 222) } {1 - e (e b } VI w4 oot
y P3P0) = 2(27’()3/20’10’2

(3.19)



3.4 Uslovne gustine raspodele anvelope i izvoda faze

28

Ako u predhodnom izrazu zamenimo ¢y = +oo dobijamo sledeéi izraz za I(r, ) u zatvorenom obliku

2 2 2 -
() = eXp{_% (Cojfw + Slﬁf)}\/ﬂl sin? ¢ + (3 cos? ¢ 520)
yP) = (271')3/20'10'2 . .

Na osnovu relacija (3.18) kao i (3.19), (3.20) i (3.8) sada mozemo odrediti trazene uslovne raspodele.
Sredjivanjem dobijamo

2 (cos2p siny r?2 [cos?p  sin? @
pthp+(T):\/7r< 7 + - expy =5 | 3 +— . (3.21)

1 g3

Mozemo da zakljuc¢imo da je pgj4 () jednostrana Gauss-ova gustina raspodele pri ¢emu su srednja
vrednost m a varijansa o2 redom jednaki

2 2
010
m = 0, 02—2.2122 5
071 8In” ¢ + 05 cos“ ¢

Analogno dobijamo i preostale dve uslovne PDF. Tako je uslovna gustina raspodele izvoda faze jednaka

pmcﬁ(%p)

@\/J% sin? ¢ + 03 cos? p o2 cos? o . sin o\ ~ /2 322)
20909 (B sin? @ + P cos? @) \ By sin? ¢ 4 Fo cos? o? o3 ’ '
dok je zdruzena uslovna gustina raspodele anvelope i izvoda faze jednaka

i 1 [cos2¢ sing r2 (cosp sin?ep
pR1§|<p+(r7 90> = \/27r < O'% + 0'% > exp _5 o2 + 2

1 03

2
o (3.23)
x{l—exp(— — 3 )]
Pisin® ¢ + B2 cos? ¢

Na slikama 3.4 i 3.5 prikazani su grafici uslovnih gustina anvelope pp, () i faze pl§|¢+(¢) za razlicite
nivoe faze i Nakagami-q feding.

Kao sto se moglo i ocekivati, u specijalnim slucajevima kada je ¢ = 0,7/2, 7, 37/2 uslovna PDF
pR|¢+('r) svodi se na jednodimenzionu Gauss-ovu PDF definisanu sledeé¢im izrazima

2 r2
PR+ (1) = Prins (1) = = e (=579 )
1 1
2 r2
pR|§(T) :pR|377f(T) = mexp —T‘Q .
2 2

Analogno dobijamo da je u specijalnim sluc¢ajevima ¢ = 0, ¢ = 7 kao i ¢ = 7/2, ¢ = 37/2 gustina
raspodele plg‘¢+(gb) jednaka

. .9 73/2
. . o (¢ 1
Pjo+(P) = Pyjri (@) = < + )

o182 \Bo ' o?
. .9 —-3/2
: : ¢ (¢ 1
Pijj /oy (9) = p19|37r/2+(‘p) = 0o <51 T a%)

Primeéujemo da je za ¢ = 0,7 uslovna gustina raspodele izvoda faze nezavisna od o1 i B2 dok je za
@ = 7/2,3m7/2 nezavisna od o2 i #;. Drugim rec¢ima, maksimalna Doppler-ova frekvencija f.z, nema

nikakvog uticaja na mejL(gb) i p19|7r+(gb) dok finaz, nema uticaja na p19|7r/2+(9b) i p19|37r/2+(gb).
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pR|(p+(r)

SLIKA 3.4. Grafik uslovne gustine raspodele anvelope pgj,+ (1) za nivoe faze ¢ = 0,7/4,7/2.

3.5 JPDF anvelope i izvoda

U ovom odeljku razmotriéemo statistike drugog reda anvelope R(t) za kanal sa Nakagami-g fedin-
gom. Da bi odredili LCR i ADF potrebno je nadi zdruzenu gustinu raspodele ppp(r,7) slucajnih
procesa R(t) i R(t). Kao i u slucaju faze i njenog izvoda, kreéemo od JPDF PR (1575 ©, %)
procesa R(t), R(t),9(t),9(t) koja je veé izracunata (izraz (3.5)). Najpre odredjujemo JPDF procesa
R(t), R(t),V(t) resavanjem sledeceg integrala
+o00
Prio(20) = | baigilr oo £ (3.21)

—00

Primetimo da je pppg (7, 7, 0, ¢) kao funkcija promenljive ¢ sledeceg oblika

Prizgs(Ts T, 0, ¢) = M exp(—agp? + b + ¢),

gde su M, a,b i ¢ odgovarajuéi parametri. Iz ovoga mozemo zakljuciti da se integral u izrazu (3.24)

moze resiti u zatvorenom obliku 1 vazi

12 (cos?p | sin?p) 72
nexp { 2 ( ot + o3 ) 2(1 sin? p+02 cos? @) }
(277)3/20102 \/51 sin? o+ 2 cos? p

Sledeéi korak je integracija izraza (3.25) po promenljivoj ¢, odnosno potrebno je naéi sledeéi integral

(3.25)

pRRﬁ(T7 7.‘7 SO) =

2
P ) = /O Py (17 0)de. (3.26)

Dobijeni integral nije moguée odrediti u zatvorenom obliku.
U slucaju Rayleigh-evog fedinga (81 = B2 = B i 01 = 02 = o gustina raspodele ppp (7,7, ¢) ne

zavisi od ¢, pa integral u izrazu (3.26) trivijalno resavamo i dobijamo

7.2 ,r',2
) T exp <—F + %)
pRR(T’ T) = 27_‘_0_2\/3




3.5 JPDF anvelope i izvoda 30

0.0040 - -
0.0035 - S L
0.0030 - -

0.0025 ~ PR -

Plo-(@)

0.0020 - SN .
000154 [ / . Sl L
0.00104 [ .~ TNLlol b

0.00054/,." -

00000 f+—FT———F—— 77— 7T 7
0 50 100 150 200 250 300 350 400

¢

SLIKA 3.5. Grafik uslovne gustine raspodele izvoda faze pmv_s_(gb) za nivoe faze ¢ = 0,7/4, /2.

Analiticki izraz za pp,(r,7) moguce je dobiti u jos nekim specijalnim slucajevima a mogu se odrediti
i aproksimativni izrazi. Ove slucajeve razmatra¢emo u narednog glavi. Na slici 3.6 je prikazan 3D

grafik funkcije pgp(r,7) za Nakagami-q feding.

1.0°-100
SLIKA 3.6. 3D grafik funkcije pgp(r, 7).

Odredimo sada gustinu raspodele p,(7) izvoda anvelope R(t). Ova gustina moze da se dobije

integraljenjem izraza (3.26), odnosno (3.25) po promenljivoj r. Imamo da je

_ 2
9102 exp ( 2(f1 sin® p+032 cos? w))

2w
Pp(i) = /
R 0 (2m)3/2(02sin? p 4 02 cos? )/ 1 sin® ¢ + By cos? ¢

(3.27)

Kada je u pitanju Rayleigh-ev feding, predhodni integral se takodje trivijalno resava i dobija se sledeci
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izraz

_ 1 72
i) = e (~33)

Vidimo da je u pitanju Gauss-ova raspodela ¢ija je srednja vrednost jednaka 0 dok je varijansa jednaka
g.

Mozemo primetiti da u opstem sluc¢aju Nakagami-q fedinga ne vazi p g, (r,7) # pr(r)py(7) odnosno
da procesi R(t) i R(t) nisu statisticki nezavisni. Nasuprot ovome ukoliko je Rayleigh-ev feding u
pitanju, jednakost ppy(r,7) = pr(r)p;(7) ofigledno vazi. Moze se pokazati da su R(t) i R(t) nezavisni
i u slucajevima Nakagami-m i Rice-ovog fedinga. U oba ova slucaja raspodela pp () izvoda anvelope

R(t) je Gauss-ova, §to ocigledno ne vazi za Nakagami-q feding.

3.6 Srednji broj osnih preseka i vreme trajanja fedinga

U ovom odeljku izvodimo srednji broj osnih preseka (LCR) i srednje vreme trajanja fedinga (ADF)
za Nakagami-q i Rayleigh-ev feding. Obe statistike ra¢unamo za proces anvelope R(t). Podsetimo se
definicionih izraza za N (r) (LCR) i Tg—(r)

_ Fr(r)
N (r)

+oo
NE(T)Z/O 1ppp(r,)di,  Tr_(r) (3.28)

Pritom je Fr(r) CDF procesa R(t). Posto u izrazu (3.26) figurise integral po promenljivoj ¢, potrebno

je odrediti u zatvorenom obliku vrednost sledeéeg integrala

+oo
Li(r,p) = / TP R (75T, @)dr
0

Primetimo da pp (7,7, ¢) (izraz (3.25)) kao funkcija od 7 predstavlja Gauss-ovu raspodelu cija je

srednja vrednost 0 a varijansa (3; sin® ¢ + (32 cos® . Prema tome imamo da vazi

72 [cos?y sin? o . i 72
TP { 2 ( 7 o ) } oo Texp { 2(B1 sin® p-+f2 cos? ) } dr
2mo09 0 V27m(Bysin? @ + By cos? @)

2

11(7’, 90) =

T exp {—% (Cojzw + Sigf)}
= L 2 \/ﬁl sin? ¢ + (35 cos? .

2mo109

Srednji broj osnih preseka sada ra¢unamo kao integral izraza I (r, ¢) po promenljivoj ¢. Tako dobijamo

da je

2 2 2 ;2
r % ([ cos sin .
N (r) = /0 exp{— ( 02('0 + 2¢> } \/ﬁl sin? ¢ + B2 cos? pdp. (3.29)

2mo109 2 ] o5

Na slici 3.7 prikazan je grafik funkcije srednjeg broja osnih preseka anvelope NE(T) za Nakagami-q
feding. Vrednosti funkcije N;{(r) raCunate su na osnovu izraza (3.29) pri ¢emu je integral racunat
numericki.

Nazalost ni predhodni integral nije moguée resiti u zatvorenom obliku u op$tem slu¢aju. Naravno,
u slucaju Rayleigh-evog fedinga izraz pod integralom u (3.29) ne zavisi od ¢ pa je integral trivijalno
reSiv. Na taj nacin dobijamo sledeéi poznati izraz za LCR kanala sa Rayleigh-evim fedingom
Br exp (— %)

2 (3.30)

Ni(r) = ——
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SLIKA 3.7. Grafik funkcije N7 (r) za slucaj Nakagami-q fedinga.

Postoje resenja za LCR u zatvorenom obliku za jo§ neke specijalne slucajeve. O ovome ¢e biti vise
reci u sledecoj glavi.

Podsetimo se da je CDF procesa R(t) data sledeé¢im izrazom

"o ooy 211 /1 1
F — dr = =+ ) )L~ (S5 -=))a 31
wirw) = [ ntryir = [ e (- (ﬁ*@)) (s ( )) v e

Zamenom predhodnog izraza i (3.29) u (3.28) racunamo ADF Tx_(r) za Nakagami-q feding. Na slici

3.8 prikazan je grafik srednjeg vremena trajanja fedinga Tr_ (7).

17 L | s | s 1 L | s | L |

10
10
1013:

11

15
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10—3 T T T T T T T T T T T T
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r

SLIKA 3.8. Grafik funkcije Tr— (1) u logaritamskoj razmersi.
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U slucaju Rayleigh-evog fedinga CDF procesa R(t) data je sledeé¢im izrazom

LS T2 ’1“2
F = — —— ) dr=1- -0 ).
r(T0) /0 3 exp < 202) r exp ( 202)

Prema tome, za Rayleigh-ev feding mozemo da izracunamo Tr_(r) u zatvorenom obliku na sledeéi

Tr-(r) = ” (eXp <ﬁ§2) - 1) :

nacin




Glava 4

Statistike prvog i drugog reda zbira
kosinusnog talasa i Nakagami-q signala

U ovoj glavi razmatracemo statistike drugog reda slozenog signala koji se sastoji od dve komponente.
Prva komponenta predstavlja signal na prijemu iz kanala sa Nakagami-q fedingom dok je druga kosi-
nusni talas. Za slozeni signal su izvedeni izrazi najpre za statistike prvog reda (PDF anvelope i faze)
a zatim i statistike drugog reda (LCR, PLCR, ADF). Kao u predhodnoj glavi i ovde smo razmatrali
nekoliko specijalnih i grani¢nih slucaja. Takodje razmatrane su i uslovne PDF anvelope i izvoda faze.
Najpre su sve veli¢ine izvedene za slucaj konstantne vrednosti amplitude kosinusnog signala a i izvoda
a. Nakon toga posmatran je slucaj kada je A(t) Rayleigh-ev proces.

Ovaj model moze da se iskoristi u slu¢aju kada jedna komponenta slozenog signala koristan signal
dok je druga interferencija. Takodje, ovaj model predstavlja generalizaciju Rice-ovog modela, pri ¢emu
kosinusni talas ima ulogu komponente signala duz linije opticke vidljivosti prijemnika i predajnika.

Kao i u predhodnoj glavi i ovde se za sve grafike podrazumevaju slede¢e vrednosti parametara
o1 = 0.322351, 09 = 0.174608, 51 = 1103.43, B3 = 1091.52. Napomenimo jos jednom da su ovi rezultati
dobijeni fitovanjem statistika prvog i drugog reda anvelope R(t) za Nakagami-¢ model na izmerenim
podacima. Meren je signal na prijemu mobilnog satelitskog kanala u prisustvu efekta senke [27].

Rezultati izlozeni u ovoj glavi su originalni i preuzeti iz nasih radova [19],[18] i [20].

4.1 Opis modela i statistike prvog reda

U opstem slucaju amplituda druge komponente predstavlja slucajni proces. Prema tome u ovoj glavi

posmatramo sledeéi signal
x(t) = X1 (t) cos(wt) + Xo(t) sin(wt) + A(t) cos(wt). (4.1)

Komponente X(t) i X2(t) su kao i u predhodnoj glavi nekorelisani Gauss-ovi procesi ¢ija je sred-
nja vrednost jednaka nuli dok su varijanse redom jednake o? i 03. U kompleksnom domenu, signal
predstavljamo na sledeéi na¢in

X(t) = X1(t) + A(t) + j Xao(t). (4.2)

Nakagami-q signal (signal na izlazu iz kanala sa Nakagami-q fedingom) razmatran u predhodnoj glavi
dobija se kada je A(t) = 0.

34
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Najpre éemo predpostaviti da su vrednost amplitude kosinusnog signala A(t) i njen izvod A(t)
konstantni. Sviizrazi izvedeni pod ovom predpostavkom su uslovni i uslovljeni su vrednoséu amplitude
signala A i izvoda amplitude u vremenu A. Naravno, ovaj slucaj je fizicki mogué samo za A =o.
Medjutim kada je A(t) sluéajni proces pri cemu su poznate raspodele za A(t) i A(t), karakteristike
signala u ovom slucaju dobijamo usrednjavanjem odgovarajuéih uslovnih karakteristika. Prema tome,
u nastavku é¢emo predpostaviti da su A(t) i A(t) konstantni i jednaki a odnosno .

Definisimo anvelopu i fazu slozenog signala X (¢) na uobi¢ajen nacin

R(t) = \/(Xa(t) + A1) + X3 (1),

_ X, (t) (4.3)
Y¥(t) = arctan (M) :

Da bi odredili zdruzenu gustinu raspodele procesa R(t) i ¥(t) polazimo od gustine raspodele procesa

X1(t) 1 Xo(t) definisane izrazom (2.7) koji ovde ponovo navodimo

1 x? 73
- 1) 4.4
X, X2 (71, 72) 2mo109 xp ( 207 203 (4.4)

Koristi¢emo sledeée transformacione formule Descartes-ovih u polarne koordinate koje su ekvivalentne
formulama (4.3)
X1 = Rcos? — A,
(4.5)
Xo = Rsind.
Jakobijan ove transformacije je oc¢igledno J = R. Koriséenjem relacija (4.4) i transformacionih formula

(4.5) direktno ra¢unamo trazenu JPDF

(4.6)

2 2 2
. r rCOSY —a 74 sin
Pro (T, ©) = rpx, x,(rcosp — a,rsing) = X (—( 14 ) — cp) .

2mo109 20% 20%

Gustine raspodele faze i anvelope dobijaju se integraljenjem (4.6) po promenljivima r i ¢. Prvo

odredjujemo gustinu raspodele faze ¥(t). Imamo da se (4.6) moze napisati u obliku
Pro(r, ) = Mirexp(—ayr® + bir + 1), (4.7)

gde su parametri My, a1,b1 i ¢; odredjeni sledeéim izrazima

2 2
1 o ar a
©
Ml = s al = 72 7 bl = —27 Cl = —72_
2wo109 20705 o7 207

Integraljenjem izraza (4.7) i zamenom vrednosti parametara dobija se konacan izraz za gustinu raspo-

+oo 01079 a? aos CoS
= 7’, d7’ — ex - . 48
po(p) /0 pro(r,¢) oo p < 20%) g S (4.8)

Sa g(s) i 0, oznacili smo slede¢e pomocéne funkcije

g(s) =1+ Vmsexp(s?)(1 + erf(s)),

— 2 (in2 2 cg2
Op = 1/ 07 sIn” @ + 05 cos” .

dele faze

(4.9)

Na slici 4.1 prikazan je grafik funkcije py(yp) za razlic¢ite vrednosti amplitude kosunusnog signala a.

Ukoliko je a = 0, predhodni izraz se svodi na (2.10) kao §to smo ocekivali.
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SLIKA 4.1. Grafik funkcije py(p) u zavisnosti od amplitude kosinusnog signala a.

Za slucaj Rayleigh-evog fedinga za koji vazi o1 = 09 = o izraz (4.8) postaje

() 1 . a® acos ¢
=—exp|—= .
byl o p 902 9 o2

Vidimo da py(¢) nije konstantna kao sto je to bio slucaj za a = 0. Sada ¢emo razmotriti grani¢ne

slucajeve kada jedna od varijansi o; (i = 1,2) tezi nuli.

1. Neka 09 — 0. Za ¢ # 0,7 imamo da argument funkcije g u (4.6) tezi nuli, pa onda i vrednost
funkcije ¢ za taj argument tezi vrednosti g(0) = 1 (posto je g neprekidna). Vrednost o, tezi ka
o1sinp # 0. Na osnovu ovoga zaklju¢ujemo da za o9 — 0 vazi py(p) = 0 za ¢ # 0, 7. Ispitajmo sada
sta se desava za ¢ = 0 odnosno ¢ = 7. Za obe vrednosti funkcija py(¢) tezi beskonaénosti kada o9
tezi nuli. Prema tome, rezultujuéi izraz za py(y) je linearna kombinacija Dirac-ove delta funkcije ()

i pomerene Dirac-ove delta funkcije §(z — 7) kao u (2.11) odnosno

po(p) = A16(p) + A26(p — ).

Konstante A; i Ay zadovoljavaju uslov A; + Ay = 1. Takodje vazi

b () (1 ()
) oy () v (e (25))

Iz predhodna dva uslova lako odredjujemo vrednosti konstantni A; i Ao i dobijamo

lim py () = - <_%) LV (1 el (”1%» () + =P (_%) VT (1 ot <olaﬂ>> &
o2—0 2exp (—%)—1—2\/7? 2 exp (‘%)‘FQ\/E

¢ —)

2. Neka sada 07 — 0. Medjutim razmatrajuéi samo izraz (2.10) nije moguce odrediti trazenu grani¢nu

vrednost. Zbog toga (2.10) zapisujemo u slede¢em razvijenom obliku

2 2 2
o9 a T a0 COS a®sin® ao9 COS ¢
= 01 ex - | + ——€X —— 1+erf I . (4.10
po(s) 27”30[1 (=57 ) /5 e (-5 )( <Mﬁ>>] (4.10)
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Odmah mozemo da uo¢imo da o1 exp (—%) — 0 za svako a > 0. Takodje primetimo da o, —
1

o3| cos p|. Zbog ove ¢injenice razlikujemo 2 podslucaja.

4920059 _, 2 odnosno da
ToV2 V2 010,

aoy cos Y
l+erf| —— | — 2.
(Ulaw\@)

Zamenom predhodnog izraza u (4.10) dobijamo da

aoa cos ¢

2.1. Neka je cosp > 0. Tada imamo da >~ — 100 pa prema tome

a’® tan? %}

a
9 — ——— exp | — , cosp > 0.
po(p) Trag st p P < 202 > ©

. aog Cos - aog Cos .
2.2. Neka je cos p < 0. Tada wroos oo pa 1+erf (701%\/5) — 0. Na osnovu ovoga direktno

zakljucujemo da py(¢) — 0 za cosp < 0. Ako je cosp = 0 onda je singp = +1 (¢ = 0,7) i vazi

a2
g1exp | — 720%

po(0) = py(m) = 20y

odakle oc¢igledno dobijamo da py(p) — 0 kada je cos¢ = 0. Ovim smo dokazali da kada o1 — 0 vazi

2 2
il )
olligopﬁ(g)) = Vonogcoty p e (0,7/2) U (3m/2,2m) (4.11)
0, ¢ € [m/2,3m/2]

Na slici 4.2 prikazano je nekoliko grafika funkcije py(p) za razli¢ite vrednosti o1. Moze se uociti

da kada o tezi nuli, vrednost funkcije py(p) tezi graniénoj vrednosti odredjenoj izrazom (4.11).

Py(©)

SLIKA 4.2. Grafik funkcije py(¢) u zavisnosti od parametra o1. Za o1 = 0 koriséen je graniéni izraz (4.11).

Gustina raspodele anvelope pr(r) dobija se integracijom izraza (2.9) po promenljivoj ¢. Kada je
a > 0 ovaj integral nije analiticki resiv. Na slici 4.3 dat je grafik funkcije pr(r) za razlicite vrednosti

a.



4.2 JPDF faze i FM Suma za konstantne vrednosti amplitude kosinusnog signala i izvoda 38

1 1 1 |
2.5 _ a=0 i
PN ----a=0.1
7 N\
’ NG e a=0.3
201 )/ N - a=0.5 -
< 154 ) -
[i4 - .
o S T
104 [~ o RN .
N a \ . N
. s \\ . \\.
.' ,/ N ‘0. \~\
054/ e .
7 s ..
-/ AN
2 e
0.0 T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

SLIKA 4.3. Grafik funkcije pr(r) za razlicite vrednosti amplitude kosinusnog talasa a.

4.2 JPDF faze i FM Suma za konstantne vrednosti amplitude kosi-
nusnog signala i izvoda

Da bi odredili statistike drugog reda anvelope i faze potrebna nam je JPDF procesa R(t), R(t), 9(t),d(t).
Podsetimo se da je JPDF procesa X (t), X2(t), X1(t), X2(t) u slu¢aju Nakagami-q fedinga data izrazom
(3.4) koji ponovo navodimo

: ) 1 AR R U (4.12)
o v (T1,T2,21,T2) = —————F——exXp| =5 — =% — 55 — =~ |- .
P, X0 X W00 2 T ) = BB P\ 207 202 231 2Bs

Kao i u predhodnom slu¢aju, i ovde uvodimo transformaciju Descartes-ovih koordinata (x1,z2) u
polarne (7, ). Transformacione formule se neznatno razlikuju od formula (3.2) iz predhodne glave
X1 =TCcosp —a,
T9 = rsin p,
(4.13)
T1 =7Tcosp —rpsing — a,
To = 7"SIN @ + 7 COS .

2

Jakobijan ove transformacije je jednak J = —r®. Sada mozemo izraziti pp (7,7, ¢, 9) na sledeci

nacin
Prigs(TH T 0, 0) = r2pX1X1X2X2 (rcose —a,mcosp —rpsing — a,rsin g, 7sing + ro cos ).
Zamenom konacéno dobijamo trazenu JPDF procesa R(t), R(t),9(t), d(t)

(.7 ) r? (rcosp — a)2 r2sin? ¢
boa(T 1,0, Q) =—————————exp | — —
Pricyd\5 00 oo/ BiBe 207 203

(Fsing +rpcosp —a)? (7 cosp — rpsinp)? }

2

(4.14)

201 2032



4.2 JPDF faze i FM Suma za konstantne vrednosti amplitude kosinusnog signala i izvoda 39

U ovom odeljku odredi¢emo JPDF procesa 9(t) i 19(15) Znaci potrebno je izvrsiti integraciju izraza
(4.14) najpre po promenljivoj 7 a zatim po 7.

Uvedimo sledec¢e oznake
B, = Bisin® p + By cos® o,

(4.15)
op = \/o% sin?  + 03 cos? .

Primetimo da pp (7, 7, 0, ) moze da se izrazi kao funkcija promenljive 7 na slede¢i nacin
Priwd (T 7%, ¢) = Miexp (—ari® + b+ ¢1) . (4.16)

Parametri a1, b1, c; i M7 imaju vrednosti

r Bisin® g + Ba cos °
My=——F—— @a= )
4mey/ 1520102 20102
b — (B2 — P1)psinpcos ¢ dcoscp’ (4.17)
152 B
(a—rcosp)?  r?sin?p  (rpsinp+a)®  rocosyp
L= — 5 - 5 — - .
207 205 26 202
Integraljenjem izraza (4.16) i zamenom vrednosti parametara dobijamo trazenu JPDF
2 2 2 (o2
, r (a —rcos ) 7 sin® ¢
Pros(T: 0, 9) = eXp{— =
R (27)3/201 09 \/ﬁl sin? ¢ + By cos? v 201 205 (4.18)
_ (rgsing + a)? _ Tpcosp n [r(B2 — 1)@ sing + a)® cos? .
261 20, 261021 sin® @ + B cos? ) |

Slededi korak je integracija po promenljivoj r. Sredjivanjem izraza (4.18) mozemo zakljuciti da se

PRy 19(7', v, ¢) kao funkcija promenljive r moze izraziti na slede¢i nac¢in
Pros (T, @) = Mar® exp (—agr? + bar + ¢3) (4.19)

gde su parametri ag, ba, co and My odredjeni pomocu

My — ! Yo T
(m)3/20109\/ By 28, 20}03’ (4.20)
b2:acosgo_a<psingo CQZ_i_aQSinQ@
U% By ’ 2‘7% 20,

Integral izraza (4.19) mogudée je odrediti u zatvorenom obliku. Vrednost ovog integrala data je u
dodatku. Resavanjem integrala izraza (4.19) i zamenom vrednosti parametara (4.20) dobijamo sledeéu

relaciju za py; (¢, $) u zatvorenom obliku

(0. 1 < a®> @ sinzw) Fcose @psin g (4.21)
Py (s @) = exp =52~ B ' '
9 A(map,y )3 o102, 208 26, otaiV2  BoafiVe

Zbog jednostavnijeg pisanja uveli smo pomoénu funkciju f(s) odnosno a,y na sledeéi nacin

f(s) = 2s 4+ /m(1 + 25%) exp(s?) (1 + erf(s)),

. 2
s —9ay = & T (422)
P = 2= @p 0%02'
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SLIKA 4.4. 3D grafik funkcije pyy(@,¢) zaa=0.114ia=0.

Na slici 4.4 dat je 3D grafik funkcije p,,; (¢, ©) za konstantnu vrednost amplitude kosinusnog talasa
a=0.1.
Razmotrimo sada nekoliko specijalnih slu¢ajeva izraza (4.21). Zamenom a = & = 0 u (4.21)

ocigledno dobijamo izraz (3.8) za Nakagami-q feding bez dodatnog signala

( H? n o?sin? g + o2 cos? p -3/

0 ) 2 2 2

p’ﬁ’goo((p, (,0) — fg/Q) — ﬁl sm-” ¢ + ﬂ2 COS“ ¢ — 0105 (423)
4(magpp)3%01090, dmo1o9+/ B1sin? ¢ + B2 cos? o

Vrednost py;(p, ¢) u ovom specijalnom slucaju oznagili smo sa p,0,(9, #)-
Predpostavimo da je ampliduda kosinusnog signala konstantna, odnosno da je ispunjeno a # 0 a

a@ = 0. Zamenom u (4.21) dobijamo da tada vazi

a’ acos o
Pso (3 0) = Pygon (1 2) exD <—>f . (4.24)
9190 900 20% U%CL;{;\/Q

Na slican nacin kao u predhodnoj glavi i ovde mozemo da izracunamo PDF p;(¢) izvoda faze 19(t)

integraljenjem izraza (4.23) po promenljivoj .

27
pi(P) = /0 Py, @)dy (4.25)

Medjutim, ovaj integral nije moguce odrediti u zatvorenoj formi ¢ak ni u slu¢aju Rayleigh-evog fedinga
ili za @ = 0. Na slici 4.5 prikazan je grafik funkcije p;(¢) za @ = 0. Pritom je integral u izrazu (4.25)
je rac¢unat numericki.

Napomenimo neka svojstva PDF izvoda faze ¢(t). U slucaju a = 0, srednja vrednost ovog procesa
je nula, tj. vazi E(ﬁ(t)) = 0. Da bi ovo dokazali, dovoljno je da uocimo da je p,;(,¢) parna funkcija
po promenljivoj ¢ (aee je takodje parna funkcija po ¢). Na osnovu ovoga mozemo zakljuciti da je i
p;(¢) parna funkcija, sto direktno dokazuje da je E(J(t)) = 0. U opstem slucaju kada je a # 0 vazi
Eﬁ(t) # 0. Ovaj zakljucak jos jednom potvrdjuje ¢injenicu da je slucaj a = 0 fizicki neostvariv.

Za & = 0 moze se dokazati da je EﬁQ(t) = 4o00. Pod istim uslovom, vazi i sledeéi opstiji zakljucak
za svako ¢ € (0,2m)

400
| raitep)dp = +o.

—00
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SLIKA 4.5. Grafik funkcije py(p) za konstantnu vrednost amplitude kosinusnog signala a (@ =0).

Prema tome slucajni proces ¥(¢) nema momente drugog reda, pa ukoliko zelimo da opisemo stepen
rasturanja vrednosti ovog slucajnog procesa oko srednje vrednosti E¥(t) = 0 moramo da koristimo
neku drugu veli¢inu, na primer

2

+o0
EJ9(t)] = 2 /0 ey = [ NF (el

4.3 Srednji broj osnih preseka faze

Sada mozemo da pristupimo izracunavanju srednjeg broja osnih preseka faze 9¥(t) slozenog signala.
Kre¢emo od izraza (4.21) za zdruzenu gustinu raspodele p,;(¢, ) faze i izvoda. Kao funkcija pro-

menljive ¢, izraz (4.21) moze da se zapiSe na sledeéi nacin

pw(so,sb)z( My f( b+ 03¢ )

P \ VPt QR

Ovde su P, Q, M}, bl i by odgovarajuéi parametri. Predhodni oblik nije pogodan za rac¢unanje integrala

u izrazu za PLCR. Zato ¢emo iskoristiti slede¢u transformaciju i zameniti redosled integrala
+oo
Ny = [ mle o
+00 +oo
— [ e[ pnaitreoirds (4.26)
0 0

+oo +oo
- /0 dr /0 P (1 01 )

Podsetimo se da smo izraz unutar integrala po r oznagcili sa I(r, ¢), odnosno da je

—+o00
I(m@)—/o DD R (159, @)dp.



4.3 Srednji broj osnih preseka faze 42

Najpre ¢emo nadi I(r, ¢) u zatvorenom obliku a onda ¢emo taj izraz integraliti po promenljivoj 7. 1z

izraza (4.21) sledi da se pp,;(7, o, ) moze na slede¢i nacin predstaviti kao funkcija promenljive ¢

Pros (T, @) = Mzexp (—azd® + bs + c3) (4.27)

gde su parametri M3, as, b3 i c3 definisani sledeé¢im izrazima

2 2

M — r 7 agzr—, b3:_arsing0’
(27‘()3/20’102 /8(p 26@ ﬁcp (4.28)
_ o Z, 9  @COS( a? a?sin? ¢
O a3 Tl T T2 25,

Primetimo da je oblik (4.27) identi¢an obliku (4.16) samo §to je ovde ¢ promenljiva i §to parametri
imaju drugacije vrednosti. Integracijom izraza (4.27) i zamenom vrednosti parametara (4.28) dobijamo

slededi izraz

1/2 - 2 2 22
asing O, o  GCOSEp a a*sin® ¢
I(r, ) = — 1% . exp | - 2y po &SP 4.29
(r.¢) (271’)3/20‘10'29( 2@0) p( 20302 o? 207 26, ) (4.29)

Podsetimo se da smo sa g(s) oznagcili sledeéu pomoénu funkciju (izraz (4.9))

g(s) = 1+ Vmsexp(s?) (1 + erf(s)).

Izraz (4.29) je pogodan za integraciju po promenljivoj r. Imamo da I(r,¢) kao funkcija promenljive
r ima isti oblik kao (4.16) (tj. (4.27)), odnosno da vazi

I(r, ) = Myexp (—a47’2 + byr + c4) (4.30)
Parametri My, aq,bq i ¢4 su jednaki

M, \/ﬁ? <_dsin go)

g
21)3/2010 2
(2m)* 10, Pe (4.31)
Ufp a cos ¢ a? a?sin® o
ayg = — 5 5, = R Cl = ——— —
4 20303 4 o? 4 203 203,
Integracijom i zamenom vrednosti parametara kona¢no dobijamo sledeéi izraz za PLCR

By asin e a’sin®? o a’sin? @ aog Cos @
Ni(p) = - exp | — — l+erf | —— (4.32)

v 4mo, V20, 202, 28, 010,V2

Na slici 4.6 prikazana su 4 karakteristi¢na grafika funkcije Nq;r (¢). Razmotrimo sada dva specijalna

slucaja izraza (4.32). Kada je a = @ = 0 dobijamo izraz za srednji broj osnih preseka faze za Nakagami-

q feding
N ( )_\/ﬁso_i 1 sin®  + (32 cos? o (4.33)
900\% dmo,  Am\ ofsin® ¢ + 02 cos? '

Kao sto smo i ocekivali, predhodni izraz je isti kao (3.15) iz predhodne glave.

Za slucaj konstantne amplitude kosinusnog signala (a # 01 @ = 0) imamo da vazi

2

a®sin? ¢ ao CoS
@ @
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SLIKA 4.6. Grafik funkcije Ny ().

Na slici 4.7 prikazan je grafik funkcije NJO(cp) za razli¢ite vrednosti parametra a. Na kraju ovog
odeljka primetimo da vrednosti N (0) i N () viSe nisu jednake, odnosno da jednakost vazi samo u
slucaju a = a = 0. Isto vazi i za Ny (7/2) i N (3m/2). Ovaj rezultat je ocekivan jer se uvodjenjem
kosinusnog signala rusi simetrija na osnovu koje su odgovarajuée jednakosti vazile. Ukoliko su maksi-
malne Doppler-ove frekvencije procesa Xi(t) i X(t) jednake zamenom dobijamo da Nj () ne zavisi

od ¢ samo ako je a = a = 0.

4.4 Uslovne gustine raspodele anvelope i izvoda faze

U ovom odeljku razmotri¢emo uslovne raspodele anvelope i izvoda faze za slozeni signal X (¢). Princip
izvodjenja je slican kao u odeljku 3.4 pri ¢emu ovde neéemo rac¢unati uslovnu JCDF F Rl o +(7“, $) zato
§to je odgovarajudi izraz suvise komplikovan.

Podsetimo se da je uslovna JCDF procesa R(t),¥(t) definisana u odeljku 3.4 na slede¢i nacin:

QTO dr fOsOo @pRﬁﬁ (r, @0, ¢)dp

FRjlpos (To; 0) = (4.35)
RO|po+ NJ(SDO)
Iz predhodnog izraza dobijamo uslovnu PDF anvelope pg,o+(70) kao
PRIgo+ (10) = - Frijjg (1 +00)
= (4.36)

_ f0+oo PGP gy (10, 0o, @) dp _ I(ro, ¢o)
NZ (o) Ny (o)

Zamenom izraza za I(r, ) (4.29) i Njf (¢0) (4.32) dobijamo trazenu uslovnu PDF u zatvorenom obliku.

. (r—m)?
2 &P ( 207 ) ‘ (4.37)
2m0 1+ erf(m)

pRWo-ﬁ-(T) =
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SLIKA 4.7. Grafik funkcije N;r()(go) za razlic¢ite vrednosti parametra a i a = 0.

Parametri m i o definisani su slede¢im izrazima
0102 aog COS Y
, m=———=2.
Op 010 \/5

Primetimo da (4.37) predstavlja odse¢enu Gauss-ovu funkciju raspodele sa parametrima m i o.

Najpre mozemo da zaklju¢imo da ppg|,4 (1) ne zavisi od a. Takodje veli¢ina a utice samo na srednju
vrednost m a ne i na varijansu o2. U sluéaju a = 0 dobijamo m = 0 pri éemu se izraz (4.37) svodi na
(4.29) iz odeljka 3.4, kao $to smo i ocekivali.

U specijalnim slucajevima ¢ = 0, +7/2, 7 parametar o svodi se na o1 (ako je ¢ = 0,7) ili o9 (ako
je ¢ = *+m/2). Primetimo da je parametar m jednak 0 za ¢ = £7/2 i za te vrednosti je prjpo+(7)
jednostrana Gauss-ova gustina raspodele, kao $to se dobija u slucaju a = a = 0.

Za ¢ = 0,7 imamo da je m = o% odnosno gustina raspodele pg,4 () je nezavisna od parametara

o9 and (2 procesa Xs(t).

Sliéno dobijamo drugu uslovnu PDF p 10 . (¢) na slededi nacin

: d ,
pr¢+(¢0)::“*Fhm¢y+(+co,¢o)

dip p—
_ Jo7% @op s (1, 90, 0) dr (4.38)
Ng (o)
_ PPy (©0, %0)
NJ(@O)

Ponovo kombinovanjem izraza (4.21) i (4.32) dobijamo formulu u zatvorenom obliku za drugu uslovnu
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gustinu raspodele

( acos ¢ d2¢singo>
. 1/2 o 1/2
Opp U%%{b V2 ﬂ%"awib V2
aog Cos
l1+erf | ——=
(Ula@\/i )]

Pijpe+(P) = :
Jlpot 2V 2m0102(Bpapy)?/? ( asincp>
gl -
Na slikama 4.8 i 4.9 dati su grafici uslovnih gustina raspodele anvelope i izvoda faze za razlicite

(4.39)

V2B,

vrednosti amplitude a kosinusnog signala i nivoa faze ¢. Podrazumevana vrednost za a je nula.

5.0 . L . 1 . 1
4'5__ \‘\\ o ¢=0,a=0.2 i
404 G 7 ---- ¢=n/4,a=0.2 L
3.5 i N ¢=n/2,a=0.2 i
. Se p=mt/4 t
e 3.0 1--%~ \\\ - (p:(), a=04 B
i o5 N e gn/4, @=0.4 i
QE_: e Dl ¢=n/2,a=0.4

SLIKA 4.8. Grafik funkcije prj,+(r) 2a @ = 0 i razlicite vrendosti ¢ i a.

U slucaju a = a = 0 izraz (4.39) svodi se na (3.21) u odeljku 3.4, kao $to smo i ocekivali. I ovde
¢emo analizirati specijalne slucajeve kada je vrednost nivoa faze jednaka ¢ = 0,0 = +x/2 ili ¢ = 7.

Zamenom ¢ = 0 ili ¢ = 7 u (4.39) dobijamo

Y ~3/2 i
pz@\w+(¢) = p19|0+(gb) = <ﬁ;ﬁ;<%1>+ ererjlcS/i;;%) ' (4.40)

Primecujemo da u predhodnom izrazu ne figuriSsu parametri 47 and oy. Drugim re¢ima i ovde

maksimalna Doppler-ova frekvencija fiq.:1 nema uticaja na uslovou PDF Pijo +(#). Zamenom ¢ =
+7/2 u (4.39) dobijamo

.9 —3/2 ..

2 1 Fap

nta) —
1 2 B1V2 <p2+;§

Pmig_;_(@) = (4.41)

B <:F - >

02019 o
V20

Poslednji izraz ne zavisi od a. Prema tome za konstantnu vrednost amplitude kosinusnog signala a

(& = 0) dobijamo potpuno isti izraz kao u slu¢aju a = 0. Dalje vidimo da je uslovna PDF pﬁ|i7r/2(9b)
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SLIKA 4.9. Grafik funkcije p,,W+(¢>) za a = 0 i razlicite vrendosti ¢ i a.

data izrazom (4.41) nezavisna od (3 i o1, tj. na nju ne utice maksimalna Doppler-ova frekvencija

fma:):Q .

4.5 Srednji broj osnih preseka faze kada je amplituda A(¢) Rayleigh-
ev proces

U naredna dva odeljka predpostaviécemo da je amplituda kosinusnog signala zavisna od vremena i
da je slucajni proces. Takodje smatracemo da A(t) ima Rayleigh-evu raspodelu a A(t) Gauss-ovu
raspodelu. Predpostavi¢emo jos da su A(t) i A(t) statisticki nezavisni procesi. Sva ova svojstva ima
upravo proces anvelope kod kanala sa Rayleigh-evim fedingom. Prema tome, odgovarajuc¢a JPDF
procesa A(t) i A(t) ima sledeéi oblik

) ) a a’ a?
Paila,a) =pa(a)p,(a) = W exp <—M - 2@;) : (4.42)

U ovom odeljku izra¢unac¢emo srednji broj osnih preseka za ovakav signal a u narednom racunac¢emo
uslovne PDF anvelope R(t) i izvoda faze 9(t).

Srednji broj osnih preseka NJ (¢) u ovom slucaju mozemo odrediti na osnovu sledeéeg izraza

+oo +oo
Nit)= [ N4 40| 040, 8)dadi. (1.43)
0 —00 ’

Sa N;_I 4 A((p | a,a) oznacili smo srednji broj osnih preseka za konstantne vrednosti amplitude i izvoda
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kosinusnog signala, tj izraz (4.32) iz odeljka 3.3. Zamenom (4.42) i (4.32) u (4.43) dobijamo

Ny (p) = )y /;\/FEUQ%

teo 1 sin? ¢ aoy cos
2 2 ¥
X aex — 4+ l+ef| —— || da
/0 P [ (202 202 >] T10,\/2 (4.44)

+0o0 .9 1 sin2<p asin @ .
7o ) )

Podsetimo se da smo sa g(s) oznagcili sledeéu pomoénu funkciju (izraz (4.9))

g(s) = 1+ Vmsexp(s?) (1 + erf(s)).

C
RS
pa
6.=0,=0 “----~
5 ----c,=01,p=0 .
~~~~~~~ 5,=0, B_=1000
~-= 5.=0.1, B,=1000
0 T T T T T T i
-180 -90 0 20 180

\

SLIKA 4.10. Grafik funkcije N@L(cp) za razli¢ite vrednosti o, 1 (B,

Oba integrala u predhodnom izrazu mogu da se izracunaju u zatvorenom obliku (detalji su

prikazani u dodatku). ReSavanjem ovih integrala dobijamo sledeéi izraz za srednji broj osnih pre-

\/ B + Basin® ¢ 2¢in2 o\
Ny () = L 1+ 027?(308(,0 (1 + W) . (4.45)
dmo, oo\ 0% + 02 o

©
Na slici 4.10 prikazani su grafici funkcije NJ () razlicite vrednosti parametara f3, i o,. Prakti¢no,

seka

prvi slucaj kada je o, = 0.001 a 8, = 1 zanemarljivo se razlikuje od slucaja kada je B, = o, = 0,
odnosno kada nema kosinusnog signala. U ostalim slucajevima najpre je o, > 0 onda (B, > 0 i na
kraju su oba parametra vec¢a od 0.

Na slikama 4.11 i 4.12 prikazan je uticaj parametra o, odnosno 3, na NT;“ (p). Vrednosti parametara

B4 odnosno o, su 0.1 odnosno 1000.
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SLIKA 4.11. Grafik funkcije Ny () za razlicite vrednosti o4 i 3, = 1000.

4.6 Uslovne gustine raspodele anvelope i izvoda faze kada je ampli-
tuda A(t) Rayleigh-ev proces

U ovom odeljku odredi¢emo uslovne verovatnoée amplitude i izvoda faze za slucaj kada je A(t)
Rayleigh-ev proces.
Podsetimo se da je uslovna PDF p R|%+(r0) definisana na sledeé¢i nacin
+ . . .
Jo = P pos(ros w0, @)de  I(ro, ¢o)

Phiga(70) = NS (@) " Nilp) (4.46)

Srednji broj osnih preseka NJ (¢) smo za posmatrani slucaj veé¢ odredili u predhodnom odeljku (relacija

(4.45)). Ostaje nam jo§ da izrac¢unamo I(rp,¢p). U odeljku 4.2 pokazali smo da za konstantne

vrednosti amplitude i izvoda (a i @) kosinusnog signala vazi sledeéi izraz

1/2 .. 2 ) )
o = _asing 0y 5 acosp a®  atsinfy
I(r, pla.a) = (2%)3/201029 ( 25@) P ( 20%0§T + o? " 203 20, ) ’

Kao i u slu¢aju srednjeg broja osnih preseka (predhodni odeljak) i ovde odredjujemo I(r, ) usrednja-

vanjem uzimajuéi u obzir JPDF p, ;i(a,a) procesa A(t) i A(t) definisanu izrazom (4.42). Prema tome
vazi
o] +o00
1(7"7 90) = / / I(T’, @’aa a)pA A(a7 a)dada
0 —o0 '

1/2

2
o
© ¥ 2
= exp | ——=—=r
2 2
(2m)%2010202+/Ba < 20%0% )
Foo 7 COS a?
X a exp 50— 5 | da
0 o7 207,
C.l2

X/Jrooe < a?sin? > asin g y
xp | ———iF— — - a.
e P\TT28, 28,0\ eB,

(4.47)
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SLIKA 4.12. Grafik funkcije N () za razli¢ite vrednosti (3, i 04 = 0.1.

Ovde smo oznaéili o1, = \/1/(1/07 + 1/02). Oba integrala u predhodnom izrazu (4.47) mogu da se
reSe u zatvorenom obliku i imaju sledeée vrednosti

0_2 T0q COS
\/ 27Ba(Bp + Fusin® p)
Be '

Detalji vezani za reSavanje ovih integrala dati su u dodatku. Zamenom i sredjivanjem dobijamo slede¢i

izraz
Itrg) = a1\/ﬁ¢+5asin290 exp (_ U?D r2> g ( T0q COS > .
’ (27)3/209(07 + 02) 20703 o1v/2(07 + 02)
Iz (4.6) i (4.45) direktno dobijamo uslovnu PDF pg, (r) procesa anvelope R(t)

2 o1 (03, + o2 sin? )

T o9\/07 + 02(0pr\/0% + 02 + 020, COS )

, (4.48)
exo | — o 2 T0q COS
P\ 2t )\ o2t )

Na slici 4.13 prikazan je grafik funkcije pp),(r) za tri razlicite vrednosti nivoa faze ¢ i o, = 0.1.

pR|go+(r) =

Sledeéi cilj je odredjivanje uslovne PDF pm(ﬁ(gb) izvoda faze ¥(t). Podsetimo se da je pm(ﬁ(gb)
definisana slede¢im izrazom

pis (8) = @1333(2;;0)'

Posto smo odredili PLCR preostaje nam jos da odredimo JPDF p,;(¢, ) procesa faze i izvoda faze
za posmatrani slucaj.
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SLIKA 4.13. Grafik funkcije prj,(r) za 04 = 0.1.

U odeljku 4.2 izrac¢unali smo ovu JPDF za konstantne a i @ i pritom dobili slededi izraz (4.23)

o 1 a? a?sin? ¢ a Ccos ¢ ap sin @
o4 Al Pla,a) = e —_—— — .

1%
(4.49)
Podsetimo se da smo f(s) i a,y definisali u izrazu (4.22)) na sledeci nacin
f(s) = 25+ /7(1 + 25%) exp(s?)(1 + erf(s)),
e
B, oto3
Trazenu JPDF racunamo sli¢no kao u slucaju I(r, ¢) odnosno PLCR Ny (¢)
00 +oo
P91 5) = /0 | poiaaterdla. i, ifa, d)dada. (4.50)
—0o0

Nazalost ovaj integral nije moguée odrediti u zatvorenom obliku. Iz predhodnog izraza moguce je
dobiti PDF izvoda faze (FM Suma) na isti na¢in kao u odeljku 3.2. Pritom je potrebno numericki
racunati tri integrala za svaku vrednost ¢ §to umnogome povecava vreme potrebno za izra¢unavanje.

Na slici 4.14 prikazan je grafik funkcije p bl +(gb), pri ¢emu je integral u izrazu 4.50 ra¢unat nu-

mericki. Vrednosti parametara o, i 3, su redom 0.1 i 1000.

4.7 Srednji broj osnih preseka anvelope

U naredna dva odeljka rac¢unacemo statistike drugog reda procesa anvelope R(t) za slozeni signal
koji prouc¢avamo u ovoj glavi. Ograni¢iéemo se na slucaj kada je amplituda kosinusnog signala A

konstantna i jednaka a. Tada je @ = 0. Ova predpostavka ¢e vaziti kako u ovom tako i u narednom
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SLIKA 4.14. Grafik funkcije p,lg,|¢+(gb), za o4 = 0.1 1 3, = 1000

odeljku. Podsetimo se da srednji broj osnih preseka (LCR) procesa R(t) kao i srednje vreme trajanja

fedinga (ADF) ra¢unamo na osnovu sledeceg izraza

_ Fg(r)
N (r)

+00
Ni(r) = /0 ippp(rsP)di,  Tr_(r) . (4.51)
Da bi odredili LCR koris¢enjem predhodnog izraza potrebno je najpre da nadjemo JPDF pp,(r,7)
procesa R(t) i R(t).
Polazimo od JPDF procesa R(t), R(t), 9(t), 9(t) definisane izrazom (4.14). Zamenom & = 0 dobi-

jamo

2 .
Prizod (s T %5 ©) =4272 exp {_ (r cos L a)” r? sm22 0
m20102v/B1 02 203 202
(Fsing +rpcosp)?  (Feosp —rpsing)
- 26, - 5 } .

Najpre odredjujemo JPDF procesa R(t), R(t) i 9(t) integraljenjem izraza (4.14) po promenljivoj ¢.

Izraz (4.14) mozemo predstaviti u slede¢em obliku kao funkciju promenljive ¢

Prizws (T 0, @) = Miexp (—a1? + b1 + ¢1) (4.52)

Parametri a1, b1,c1 i M odredjeni su slede¢im izrazima

2 ) »
M, = 27'—’ a; = r2 By . b= (B2 — B1) sin( (p)’
STV 2615 23132 (4.53)
a? ar cos ¢ .9 ,8@ .2 o'?p )
0] = ——s . B |
T2t 2B 20703

Integraljenjem izraza (4.52) po promenljivoj ¢ u granicama od —oo do +00, zamenom konstanti (4.53)
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i sredjivanjem dobijamo

a? ar cos ¢ 7'2030 72
rexp | ——s + — - —
2 2 2 2
207 o1 20705 2B,

(27) 210, 7 . (4.54)

pRRﬂ(Tv 7;‘7 90) =

Slededi korak bi trebao da bude integracija izraza (4.54) po promenljivoj ¢. Medjutim ¢ak i u slucaju
a = 0, kao §to smo videli u odeljku 3.6, integral nije moguce odrediti u zatvorenom obliku. Zbog toga

¢emo zameniti redosled integrala kao u odeljku 3.6 i srednji broj osnih preseka ra¢unac¢emo kao

Ny (r) = /W Ii(r, o)dp, (4.55)

—T

gde je I;(r, p) definisano na sledeéi na¢in

+oo
11(7“,<p):/0 TP Rz (T, T @)dr

Sada pristupamo racunanju izraza Ii(r,¢). Primetimo da se ppp,(r,7,¢) moze na sledeéi nacin
napisati kao funkcija r:
Prizo(r: 7, ¢) = My exp (—azi® + by) , (4.56)

gde su parametri Ms, a9 i by definisani slede¢im izrazima

273132 1 (a—rcosp)?  r2sin?p
Mo = , — , bo = — — . 4.57
T\, T 207 207 (4.57)

Integracijom izraza (4.56), zamenom vrednosti parametara i sredjivanjem dobija se

3 a? . ar cos TQU?O
rexp | ——= —
ks 2(7% 20% 2(7%0%

(27)3/20109

Li(r,p) = (4.58)

Zamenom u (4.55) dobijamo sledeéi izraz za N (r)

r T (a —rcosp)?  r?sin? gp) .
N (r) = / ex (— — sin? ¢ + 32 cos? pdp. 4.59
)= ol B 207 202 \/ Brsin® ¢ + Pz cos® dp.  (4.59)

Integral u izrazu (4.59) nije moguée odrediti u zatvorenom obliku. To je moguée uraditi u nekim
specijalnim slu¢ajevima o ¢emu ¢e biti re¢i u narednom odeljku.

Na slici 4.15 prikazan je grafik funkcije N (r) za razlicite vrednosti parametra a.

Srednje vreme trajanja fedinga Tr_(r) racuna se direktno zamenom (4.59) u definicioni izraz.

Razmotrimo sada izraz (4.59) za srednji broj osnih preseka procesa R(t) u nekoliko specijalnih
slucaja. Najpre ¢emo posmatrati slucaj kada nema kosinusnog signala, odnosno kada je a = 0. U tom

slucéaju izraz (4.59) svodi se na izraz (3.29) za Nakagami-q feding

2 2 2 .92
cos s
Ni(r) = " /0 exp {_r ( 2 L 90) } \/ﬁl sin? ¢ + B9 cos? pdep. (4.60)

2710109 2 o1 0'%




4.7 Srednji broj osnih preseka anvelope 53

35 . 1 . 1 . 1 . I
~ a=0
30+ 77N ----a=01 i
'/ N
T ’/ L . “.\ """" a=02
25 4 ,/ - ——— a=0.3 B
] I," ‘/'/ \‘\‘ L
— 20+ Zad N o
+\-E: 1 : /'/ \\ 3
< 454 ) AN -
! \‘Z AN
] ! N LN
104 f/ N -
g \\V’. \'\
/ VRN
S5k \\\m S~ o
1p S .__’\‘\,\\
0 T T T T E—
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

SLIKA 4.15. Grafik funkcije N% (r) za razlicite vrednosti parametra a.

Zamenom vrednosti 31 = 2 = (8 u predhodni izraz (4.60) dobijamo
NE(r) = rv/B ( r2 cos? ¢ 2 sin? sﬁ)d(p
221320109 ) — 207 203
2
o1

4.61
IR B a2 W CT T ) (4.61)
- \V2n0109 P 4oios ’ dofol .

Ukoliko je 01 = 02 = 0 zamenom u (4.60) dobijamo

T exp

2\f7r3/2 2 / \/ﬁ1Sln o+ o cos? p)dyp

20 T B
= 7T3/2 3 exp <_%t2> FE <1 ﬁ;)

Pritom su Iy(-) i E(-) redom modifikovana Bessel-ova funkcija nultog reda i kompletan elipticki integral

Nt (r) =
R () (4.62)

definisan pomocéu
w/2 1/2
E(x) = / (1 —xcos?0)"do. (4.63)
0
Primetimo da su izrazi (4.61) i (4.62) sustinski razli¢iti sto potvrdjuje ¢injenicu da se u opstem slucaju
integrali u (4.59) i (4.60) ne mogu resiti u zatvorenom obliku.

Razmotrimo sada slucaj kada je 01 = 09 = 0 1 1 = 2 = 3, odnosno kada komponente X;(t) i

Xo(t) odgovaraju Rayleigh-evom procesu. Zamenom u (4.59) dobijamo

rv/ 3 @ a® — 2ar cos p + r?
Nt(r)= —¥Y= — d
1 (7) 2213/262 | P < 202 v

B rv/3 ox _a2-|-7’2 I (ﬂ)
V2702 P 202 "\o2 )"

Za a = 0 predhodni izraz se svodi na izraz (3.30) za Rayleigh-ev feding odredjen u odeljku 3.6.

(4.64)
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Na kraju ovog odeljka odredi¢emo aproksimativni izraz za N;g(r) koji vazi za male vrednosti
promenljive 7. Iz (4.59) dobija se N (0) = 0. Za male vrednosti 7 kvadratni ¢lan u eksponentu u

izrazu (4.59) moze se zanemariti, pa prema tome vazi sledeca aproksimacija

(a —rcosp)?  r?sin?yp a? Lo
exp [ — - ~exp | ——5 —cosp | .
P 207 203 P 203 o? 4

Zamenom aproksimacije u (4.59) dobijamo sledeéi priblizni izraz za N (r)

2
or( 5]
(27)3/201 09

Ni(r) = / <1 + % cos go) \/ﬁl sin? ¢ + 35 cos2 pdp. (4.65)
1

—T

Primetimo da je integral

/ cos go\/ﬁl sin? ¢ + B cos? pdyp

—Tr

jednak nuli kao integral neparne funkcije na simetri¢nom segmentu. Zamenom u (4.65) dobijamo

V202 r’ P
Ni(r) = 202 exp <—20102> E <1 - ﬂz) . (4.66)

Predhodni izraz je veoma sli¢an izrazu (4.62). Ova aproksimacija je treceg reda, tj. vazi da je razlika

izmedju tacne i priblizne vrednosti za N (r) kada r — 0 jednaka O(r3).

Na slici 4.16 prikazan je grafik funkcije Ng(r) i aproksimacije date izrazom (4.66).

25 " | L 1 L | L |
- - - - Aproksimacija B
—— Tacdan izraz P
20 e =
15 - L= -
S %
+ @ 7
= P
10 - 7 -
5 -
0 T T T T T T T T T
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r

SLIKA 4.16. Priblizna (isprekidana linija) i tacna (puna linija) formula za N7 (r) i vrednost parametra a = 0.1

4.8 Generalisani srednji broj osnih preseka anvelope

Srednji broj osnih preseka anvelope R(t) predstavlja srednji broj preseka trajektorije ovog procesa
sa pravom y = r u pozitivnom smeru u jedinici vremena. Ova definicija moze da se generalizuje na

sledeé¢i nac¢in. Posmatra¢emo srednji broj preseka trajektorije procesa R(t) sa pravom y = r u jedinici
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vremena pri ¢cemu je u trenutku preseka faza () u tacno definisanim granicama tj ¢ < 9(t) < po.
Ovaj broj oznaci¢emo sa Ng‘ (7501, 02) 1 nazvacemo ga generalisani sredngji broj osnih preseka (GLCR
- Generalized Level Crossing Rate).

Sliénu generalizaciju srednjeg broja osnih preseka faze (GPLCR) prvi put je posmatao Rice u radu
[14] kada je razmatrao problem klik Suma u FM sistemima. U radu [4] autori su posmatrali GPLCR za
Nakagami-m kanal. U ovom odeljku izves¢emo GLCR anvelope R(t) za sloZeni signal koji posmatramo

u ovoj glavi. Imamo da se GLCR anvelope izra¢unava primenom sledeéeg izraza [4]

:12 f0+oo "PRrie(r, T, @)didp . f;’? Ii(r, p)dyp
Fy(p2) — Fy(e1) 2 pa(p)dy

Npgpg(r5 01, 02) = (4.67)

Oznaci¢emo sa Fy(p) CDF procesa faze ¥(t). Takodje, u slucaju kada p1 — @9, razmotri¢emo grani¢nu
vrednost za Ngpy(7; 1, p2)-
Podsetimo se da je PDF faze py(¢) definisana izrazom (4.8)

) 0109 ( a? ) ao cos
bolp) = exXp |\ — g .
271'0'% 203 awal\/ﬁ

Odgovarajuc¢u CDF faze dobijamo integracijom predhodnog izraza po promenljivoj ¢. Nazalost ovaj

integral nije moguce odrediti u zatvorenom obliku. Kao sto smo ve¢ videli, isto vazi i za integral u
brojiocu.

U zatvorenom obliku mozemo da izra¢unamo malo drugaciju generalizaciju srednjeg broja osnih
preseka. Posmatrajmo vrednost GLCR kada o — ;1. To je zapravo uslovni LCR procesa anvelope
R(t) uslovljen vrednoséu faze 9(t) = ¢. Ako ozna¢imo ¢ = ¢ 1 posmatramo grani¢nu vrednost izraza

(4.67) kada 9 tezi ¢, primenom L’Hospital-ove teoreme dobijamo sledeéu grani¢nu vrednost

)
Npgpy(r | ¢) = lim f‘PQ Iy (r, w)du _ Li(r,0)

A Folpn) — Fole) ~ pole) (4.68)

Sada zamenom izracunatih izraza za brojioc (4.58) i imenioc (4.8) dobijamo slededi izraz u zatvorenom

obliku

(a —rcosp)? a’sin®p 12

2
sin® ¢
roey/ By exp( 203 + 202, 203 )

Nrjo(r | ¢) =
aog Cos
opoom | 1 +erf [ ——
o ( (Ulﬁ%))

Napomenimo da se u slu¢aju Rayleigh-evog fedinga (81 = 2 = 61 01 = 02 = o) predhodni izraz

(4.69)

uproséava na slede¢i nacin

T/ B exp <_(a 008252_ L >

Npp(r | @) = 1o <1 + erf (g?@>>

Na slici 4.17 prikazan je grafik funkcije Npjg(r | ¢1,¢2) u Cetiri razlicita slucaja. Vidimo da su

grafici veoma sli¢ni graficima sa slike 4.15.
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SLIKA 4.17. Grafik funkcije Ngjo(r | ¢1,02)

Videli smo da veli¢ina Np,(r | ) zapravo predstavlja uslovni srednji broj osnih preseka kada je
J(t) = ¢. Zbog same prirode ove veli¢ine, logitno je da posmatramo njen polarni grafik (slika 4.18) u
zavisnosti od (.

Na kraju prikazujemo 3D grafik funkcije Npjy(r | ¢) na slici 4.19.
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SLIKA 4.18. Grafik funkcije Ngj,(r | ¢) za a = 0,0.1,0.2,0,3,0.4,0.5, » = 0.05 u polarnom koordinatnom
sistemat.
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SLIKA 4.19. 8D grafik funkcije Ngjy(r | ¢) za a = 0.1
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Zakljucak

Osnovni problemi koji nastaju pri digitalnom prenosu podataka kroz beziéni komunikacioni sistem
su pojava fedinga i efekta senke. Signal se prostire po vise putanja kroz bezi¢ni kanal, tako da na
prijemu suma svih oslabljenih i zakasnelih kopija signala moze rezultovati slabljenjem signala. Kada
se mobilna jedinica krece ili se javljaju prostorne promene u propagacionom okruzenju, dolazi do
promene rezultujué¢e amplitude i faze prijemnog signala. To takodje dovodi do slabljenja signala. Pod
fedingom se podrazumevaju brze promene amplitude na malim rastojanjima kada za slabljenje usled
prostiranja vazi predpostavka da je ono priblizno konstantno.

U ovom radu je razmatrano vise modela fedinga i izvedene su najvaznije statisticke karakteris-
tike za ove modele. Pokazano je da slucajni karakter ovih pojava, posebno u prisustvu Sumova i
smetnji, dovodi do toga da se signal na prijemu ponasa kao sluc¢ajni proces. Iz tog razloga razvijeni
su mnogi modeli mobilnih kanala koji omogucéavaju da se na osnovu statistike procene performanse
bezi¢nih sistema. Postoje razli¢iti modeli procesa fedinga, kao npr. Rayleigh-ev, Rice-ov, Nakagami-m
i Nakagami-q. Posebna paznja posvecena je Nakagami-¢ modelu kao i Rayleigh-evom koji predstavlja
specijalni slu¢aj Nakagami-¢ modela. Svaki od ovih modela ima primenu za odredjeni tip okruzenja.
Rayleigh-ev model se koristi u urbanim sredinama kada ne postoji LOS komponenta, pa se signal
prostire samo putem refleksije, difrakcije i rasejanja. Rice-ov model je najvise u upotrebi kada se raz-
matraju satelitski sistemi i okruzenje u kome postoji LOS (Line Of Sight) komponenta signala (npr.
van gradova). Nakagami-q i Nakagami-m model imaju Sirok opseg primenljivosti i Cesto se koriste
zbog lake manipulacije.

Kada se procenjuju performanse sistema, najces¢e se navodi verovatnoca greske pri koris¢enju
razli¢itih modulacionih postupaka. Medjutim, pri digitalnom prenosu podataka, feding primljenog
signala dovodi do paketskih gresaka. Zbog toga je potrebno poznavati neke druge statisticke osobine
kanala. Na primer, da bi se pronasla optimalna duzina paketa, potrebno je odrediti srednje vreme
trajanja fedinga (ADF). Takodje, za optimalni izbor kodova za korekciju greske, potrebno je poznavati
koliko puta signal preseca odredjeni nivo u jedinici vremena (LCR). Zato je u ovom radu pomenutim
statistikama drugog reda posveéena narocita paznja.

Svi rezultati izozeni u ovom radu mogu se sistematizovati na slede¢i nacin:

A. Detaljno je opisan prenos signala u kanalima sa fedingom. Definisani su najvazniji modeli kanala
sa fedingom i detaljno opisane njihove statisticke karakteristike. Rezultati i zakljuéci do kojih

smo dosli, mogu se sistematizovati na sledeé¢i nacin:

o8
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A.1. Najpre je opisan model prostiranja signala po viSe putanja. Detaljno je opisan Clarke-
ov dvodimenzioni model [3], [12], [8]. Opisana je promena frekvencije signala na prijemu usled
kretanja mobilnog prijemnika. Na osnovu ovih promena, i uz predpostavku da postoji N ra-
zli¢itih putanja po kojima se prostire signal, dati su izrazi za elektri¢no i magnetno polje signala
na prijemu. Uz odredjene predpostavke, pokazano je da signal na prijemu ima sluc¢ajni karakter

pri ¢emu su amplitude direktne i ortogonalne komponente Gauss-ovi sluc¢ajni procesi.

A.2. Dat je prikaz osnovih veli¢ina koje opisuju kanal sa fedingom [8]. Posto je utvrdjeno
da se signal na prijemu moze modelirati slu¢ajnim procesom, sve prikazane veli¢ine predstavljaju

statistike prvog i drugog reda odgovaraju¢ih slucajnih procesa.

A.3. Opisan je Rayleigh-jev model fedinga [8], [17]. Ukazano je na primenu ovog modela
kada izmedju prijemnika i predajnika ne postoji linija opticke vidljivosti. Takodje je ukazano i

na nekoliko prakti¢nih primena ovog modela.

A .4. Sliéno razmatranje obavljeno je i za Nakagami-¢g (Hoyt-ov) model kanala [7], [27], [28].
Ovaj model predstavlja uopstenje Rayleigh-evog modela i u praksi pokazuje bolje rezultate.

Ukazano je na prakti¢ne primene Nakagami-g modela.

A.5. Statisticke karakteristike prvog reda izvedene su zajedno za Nakagami-q i Rayleigh-ev
model [28]. Ova dva modela su zajedno razmatrana zbog velike medjusobne sli¢nosti i ¢injenice
da je Rayleigh-ev model specijalni sluéaj Nakagami-¢ modela. Polazeéi od funkcija gustine
raspodele (PDF) direktne i ortogonalne komponente signala, kao i uslova da su ove dve kompo-
nente signala nezavisne izvedeni su izrazi za PDF faze i anvelope. Ovi izrazi su razmatrani u
nekoliko specijalnih i grani¢nih sluc¢aja. Data je i veza Nakagami-q i Nakagami-m modela, kao i

drugi nac¢in predstavljanja funkcije raspodele anvelope [17] u kome figurise parametar q.

A.6. Dalje je opisan Rice-ov model koji je u upotrebi kada izmedju prijemnika i predajnika
postoji linija opticke vidljivosti. Izvedeni su izrazi za statistike prvog reda i ukazano je na

nekoliko primena.

A.7. Na kraju je izlozen Nakagami-m model. Ukazano je na ¢injenicu da je ovaj model em-
pirijski i da se pokazao veoma primenljivim u mnogim situacijama. Dat je izraz za PDF anvelope
kao i dva nac¢ina za izvodjenje ovog izraza [10], [25]. Ova dva naéina ustvari predstavljaju modele
odredjenih prenosnih sistema u kojima anvelopa signala ima Nakagami-m raspodelu. Kao sto je
ve¢ konstatovano, Nakagami-m model ima mnogo Sire primene. Drugi nacin za izvodjenje PDF

anvelope (drugi model) [25] je novijeg datuma i daje PDF kako anvelope tako i faze.

B. Izvedeni su izrazi za statistike drugog reda faze i anvelope za kanal sa Nakagami-q fedingom.
Svi dobijeni izrazi dati su i za slu¢aj Rayleigh-evog fedinga. Ovi rezultati su novijeg datuma i
mahom su preuzeti iz [27] i [28] a ima jedan broj novih rezultata. Dobijeni rezultati i zakljucci

mogu se sistematizovati na sledeéi nacin:

B.1. Najpre su definisane statistike drugog reda nekog slucajnog procesa. Navedeno je

nekoliko primena statistika drugog reda faze i anvelope.

B.2. Izveden je izraz za zdruzenu funkciju gustine verovatnoée (JPDF) faze i izvoda faze

(FM 8um). Razmatrana je i PDF slucajnog FM Suma za koju izraz, nazalost, nije mogudée
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odrediti u zatvorenom obliku. To je moguée za slucaj Rayleigh-evog fedinga i odgovarajuéi izraz

u zatvorenom obliku je dat.

B.3. Koris¢enjem predhodno izvedenog izraza za JPDF faze i izvoda odredjen je srednji
broj osnih preseka faze (PLCR). Razmatrano je i nekoliko specijalnih slu¢ajeva kao i slucaj kada
su Doppler-ove frekvencije procesa Xi(t) i Xs(t) jednake. U tom slu¢aju dobijen je identican

izraz kao za Rayleigh-ev feding, odnosno pokazano je da je PLCR faze konstantan.

B.4. Izracunate su uslovne gustine anvelope i izvoda faze, uslovljene vrednoséu procesa faze.
Svi izrazi su dobijeni u zatvorenom obliku. I ovde je razmotreno nekoliko specijalnih slucajeva.
Posmatran je uticaj maksimalnih Doppler-ovih frekvencija procesa Xi(t) i X2(t) na ove uslovne

gustine. Ove veli¢ine imaju znacajnu ulogu u projektovanju FM prijemnika.

B.5. Dalje se pristupilo racunanju statistika drugog reda anvelope. Najpre je odredjena
JPDF anvelope i izvoda. Integral po vrednosti procesa faze koji figuriSe u ovom izrazu nije
moguce resiti u zatvorenom obliku u opstem slucaju. To je mogucée za slucaj Rayleigh-evog
fedinga kada su procesi faze i izvoda faze nezavisni. Ovaj zakljucak ne vazi za Nakagami-q

feding.

B.6. lako izraz za JPDF anvelope i izvoda nije bilo moguce izra¢unati u zatvorenom obliku
u opstem slucaju, za srednji broj osnih preseka (LCR) je dobijen izraz u zatvorenom obliku.

Takodje je izveden izraz za srednje vreme trajanja fedinga (ADF).

C. Statistike prvog i drugog reda su racunate za zbir kosinusnog talasa i Nakagami-q signala. Ovi
rezultati su originalni i preuzeti iz nasih radova [18], [19] i [20]. Ovaj signal prakti¢no predstavlja

generalizaciju signala na izlazu kanala sa Rice-ovim fedingom.

C.1. Najpre je definisan model i izracunate su statistike prvog reda slozenog signala. Svi
izrazi su izvedeni pod predpostavkom da je amplituda kosinusnog signala konstantna. Anal-
izirano je i nekoliko specijalnih slu¢aja i pokazano da se u slu¢aju nulte amplitude dobijeni izrazi

svode na odgovarajuce izraze za Nakagami-q feding.

C.2. Nakon toga izveden je izraz za JPDF faze i izvoda faze slozenog signala. Ovaj izraz
je izveden pod predpostavkom da su amplituda i izvod amplitude u vremenu kosinusnog talasa
konstantni. Ova predpostavka ima fizickog smisla samo u slu¢aju da je vrednost izvoda amplitude
jednaka nuli, odnosno tada dobijamo slu¢aj konstantne amplitude. Medjutim sa druge strane,
izveden izraz predstavlja uslovnu JPDF za odredjenu vrednost amplitude i izvoda i samim tim

nam omogucava rac¢unanje statistika drugog reda u sluc¢aju promenljive amplitude.

C.3. Izraz u zatvorenom obliku izveden je i za srednji broj osnih preseka faze slozenog sig-
nala. Razmotreno je nekoliko specijalnih slucaja i pokazano da se u odgovarajuéem specijalnom
sluc¢aju ovaj izraz svodi na izraz za PLCR Nakagami-q fedinga. Diskutovan je slucaj kada su
maksimalne Doppler-ove frekvencije procesa Xi(t) i X5(t) jednake. Pokazano je da je PLCR

konstantan jedino u slucaju kada nema kosinusnog talasa.

C.4. Odredjene su i uslovne gustine anvelope i izvoda faze, uslovljene vredno$éu procesa
faze. I ovde je posmatran uticaj maksimalnih Doppler-ovih frekvencija procesa X (t) i Xa(t) i

dobijeni su sli¢ni rezultati, kao i u slu¢aju Nakagami-q fedinga.
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C.5. Srednji broj osnih preseka faze kao i uslovne gustine raspodele anvelope i faze odredjene
su i u slucaju kada je amplituda kosinusnog signala Rayleigh-ev proces. Rezultati dobijeni
za konstantnu amplitudu i izvod amplitude su usrednjeni koris¢enjem odgovarajucéih raspodela
vrednosti i izvoda za Rayleigh-ev proces. Uslovnu gustinu raspodele izvoda faze, kao i JPDF

faze i izvoda nije moguce dobiti u zatvorenom obliku.

C.6. U nastavku su razmatrane statistike drugog reda anvelope slozenog signala. Sva
izvodjenja vezana za anvelopu slozenog signala izvedena su pod predpostavkom da je amplituda
kosinusnog talasa konstantna. Izveden je izraz za JPDF anvelope i izvoda. I ovde integral po
vrednosti faze nije bilo moguce izra¢unati u zatvorenom obliku. Dalje je odredjen LCR anvelope
gde takodje nije bilo moguée resiti integral po vrednosti faze. Ovi integrali mogu da se rese u

nekim specijalnim slu¢ajevima, koji su ovde razmotreni.

C.7. Izracunat je takodje i generalisani srednji broj osnih preseka anvelope (GLCR) za
slozeni signal. Ova veli¢ina predstavlja srednji broj osnih preseka anvelope kada je vrednost faze

u odredjenom intervalu. Posmatran je i grani¢ni slucaj kada duzina ovog intervala tezi nuli.

Na samom kraju ovog rada, napomenimo da bi dalja istrazivanja ove problematike mogla da se

odvijaju u slede¢im pravcima:

1. Racunanje statistika drugog reda anvelope za slu¢aj promenljive amplitude kosinusnog signala.
Najpre bi bilo potrebno izvesti sve izraze za slucaj konstantne amplitude i izvoda kao §to je to
uéinjeno za fazu, a zatim te izraze usrednjiti odgovarajuéim raspodelama za amplitudu kosi-

nusnog signala i njen izvod.

2. Izvodjenje statistika drugog reda za sluc¢aj kada amplituda kosinusnog talasa i njen izvod imaju

drugacije raspodele (npr. lognormalnu, itd.).

3. Analiza slozenog signala koji se dobija kao zbir kosinusnog talasa i signala na izlazu kanala

modeliranog nekim drugim modelom fedinga (npr. Nakagami-m, Weibull, itd.).

4. Izvodjenje statistika drugog reda za diverziti sisteme, pri ¢emu su sve grane kanali sa Nakagami-q
fedingom. Detaljna analiza statistika drugog reda za diverziti sisteme i nekoliko modela fedinga
(Rayleigh-ev, Rice-ov, Nakagami-m, Weibull-ov, itd.) data je npr. u [10]. Koliko je nama

poznato, slicna analiza za Nakagami-q model nije izvrzena.

5. Analiza statistika drugog reda za slozeni signal i diverziti sisteme. Napomenuli smo da jedna od
komponenti slozenog signala moze da igra ulogu korisnog signala, dok je druga interferencija.

Ovakav scenario moze da nastane kod diverziti sistema kada postoji preslusavanje izmedju grana.



Dodatak A

Vrednosti koriséenih integrala

Svi navedeni izrazi vaze u sluc¢aju da su vrednosti parametara realni brojevi i da je parametar a

pozitivan. Za racunanje integrala koriséen je programski paket MATHEMATICA verzija 6.0.
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