Glava 1

Kinematika specijalne teorije
relativnosti

Kada se pomene re¢ relativnost veéina ljudi ima asocijaciju na AjnStajna.
Prve uspesne teorije relativnosti su medutim razvili jos Galilej i Njutn. Pod
relativno$éu se u fizici podrazumeva proucavanje toga kako razli¢iti posma-
traci (u relativnom kretanju) vide isti dogadaj. Relativnost koju je Ajnstajn
razvio je stoga preciznije zvati "moderna” teorija relativnosti pri ¢emu se
ona deli na specijalnu i op§tu. Specijalna relativnost se odnosi na opisivanje
merenja koja se vrSe u razli¢itim inercijalnim (neubrzanim) sistemima
reference, dok se u okviru OTR proucavaju i ubrzano relativno kretanje i
gravitacija. Ajnstajnove teorije relativnosti! su napravile radikalne rezove u
predstavama o prostoru i vremenu i dale revolucionarna predvidanja pa stoga
nisu odmah po formulisanju prihva¢ene. Danas su ove teorije potvrdene sa
velikom preciznoséu u velikom broju eksperimenata.

Njutnova fizika i Galilejeva relativnost, iako ne potpuno tacne, pred-
stavljaju veoma dobru aproksimaciju za (relativno) velika tela koja se kreéu
(relativno) sporo. Primena pak samo klasiéne fizike u lansiranju satelita i
funkcionisanju, na primer, modernog sistema za globalno odredivanje poloza-
ja (GPS) dovela bi do znacajnih gresaka. U klasi¢nom limesu (”velika” tela
koja se kreéu sporije od 1% brzine svetlosti?) Ajnstajnova relativnost daje
iste rezulate kao i Njutnova mehanika.

1Osim Ajnstajnovih, postojale su i alternativne teorije relativnosti koje su pak
odbagene jer nisu prosle odgovarajuée eksperimentalne testove.

2Termin brzina svetlosti se odnosi na brzinu svetlosti (¢) u vakuumu, ukoliko nije
naglaseno drugacije. Brzina svetlosti u bilo kojoj materijalnoj sredini je uvek manja od
¢ a moze biti manja i od brzine kretanja naelektrisanih Cestica u istoj sredini. Ovakva
pojava je poznata pod nazivom efekat Cerenkova.
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1.1 Brzina svetlosti i zakon sabiranja brzina

Krajem 19. veka, zdanje klasi¢ne fizike je bilo uglavnom zavrSeno. Dva
najvaznija kamena temeljca, Njutnovi zakoni iz 1687. godine (koji pocivaju
na pojmovima o apsolutnom prostoru i vremenu) i Maksvelove jednac¢ine
iz 1865. godine (opisuju elektromagnetne i svetlosne pojave) jesu, kako je
izgledalo, bila dovoljno ¢vrsto postavljena. Tako na primer, Maksvelove
jednacine predvidaju da se svetlost u vakuumu kreée brzinom ¢ = \/6(1)% R~
3-108 m/s, gde su ¢g = 8,85 x 10712 F/m i pg = 47 x 10~7 H/m, dielektri¢na
i magnetna permeabilnost vakuuma, respektivno.

Za svetlost se tada sa pouzdanodéu smatralo da je talas,® na Sta je
upucéivao jos Jangov eksperiment difrakcije svetlosti na dva proreza iz 1801.
godine. Do tada je bilo poznato vise vrsta mehanickih talasa a svima je
bilo zajednic¢ko da im je za prostiranje uvek bila neophodna neka sredina.?
Na osnovu toga se smatralo da i za svetlost, ukoliko je talas, mora da pos-
toji neka sredina koja sve prozima i koja bi sluzila za prenoSenje svetlosnog
talasa sa jednog mesta na drugo. Brzina svetlosti ¢ bi, prema tome, bila
brzina u odnosu na sredinu koja je prenosi. Ta sredina je dobila naziv etar.

Moderno shvatanje etra potice od Kristijana Hajgensa iz 1678. godine.
Termin je pozajmljen od Aristotela, koji je tako nazvao peti element, ”sup-
stancu od koje su sazdana nebesa i koja sve prozima”. Hajgens je prilagodio
Aristotelov etar u nastojanju da objasni otkri¢e danskog astronoma Olafa
Remera da je svetlosti sa jednog Jupiterovog meseca potrebno izvesno vreme
da stigne do Zemlje, umesto da tu udaljenost prevali trenutno. To je li¢ilo na
situaciju kod prostiranja zvuénog talasa kroz vazduh kome treba odredeno
vreme da se kroz sredinu prenese od izvora do prijemnika pa je on zakljucio
da je i svetlost talas. Za zvucne talase je medutim bio potreban medijum,
a ako je prostor prazan, smatralo se, kroz njega ne bi mogao da se krece
nikakav talas pa je pretpostavljeno postojanje etra.’

Ako imamo medijum (koji ne vidimo i ne ose¢amo) koji prenosi svetlosni
talas, prirodno je da se zapitamo kakve su njegove osobine. Francuski fizicar
Ogisten-Zan Frenel je 1821. godine pokazao da je svetlost transverzalni ta-

3Time je, izgledalo je, resena dugogodisnja zagonetka prirode svetlosti. Naime, do tada
je preovladavalo misljenje da je Njutnovo Cesticno objasnjenje ponasanja svetlosti bolje
od Hajgensove ideje da je svetlost talas.

4Naime, kroz prazan prostor — vakuum, mehanicki talasi ne mogu da se prostiru, jer
nema Sta da ih prenese (zvuk se ne moze ¢uti u vakuumu).

®Vide¢emo da je Hajgensov etar morao da ima veoma neobiéne osobine pa stoga
za zivota Hajgensa ova teorija nije bila prihvacena veé je preimuéstvo dato Njutnovom
Cesti¢nom videnju svetlosti.
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las. Iz toga je sledilo da sredina koja je prenosi mora da ima odredene
elasticne osobine koje su definisane implicitno izrazom za brzinu svetlosnog
talasa ¢ = \/E/p, gde je E veli¢ina koja opisuje elasti¢ne osobine sredine (u
odnosu na deformacije smicanja), a p njena gustina.® Kako je za brzinu svet-
losti izmerena mnogo veéa vrednost nego za mehanicke talase,” nametnuo
se zakljucak da ta hipoteticka sredina, koja prozima sve u kosmosu, mora
da bude izuzetno elasti¢na i veoma male gustine.® Sa druge strane,
s obzirom na to da je apsolutno sve uronjeno u nju i da se sva tela kreéu
kroz etar ne osetajuéi njegovo postojanje, to je moguce samo ako je trenje
izmedu etra i "ostatka” sveta jednako nuli. Na primer Zemlja kada se krece
kroz etar ne povlaéi ga za sobom jer nema trenja.” Iz toga sledi da ta
sveprozimajuca sredina treba da bude u stanju apsolutnog mirovanja.

Takav medijum za prenosSenje svetlosti — etar, koji poseduje navedene
osobine, omoguéio bi onda odredivanje necega sto se do tada smatralo
nemoguéim, a to je apsolutno kretanje. Naime, ako je re¢ o sredini koja
miruje, onda bismo mogli da u odnosu na nju posmatramo kretanja svih
tela i da odredujemo njihove apsolutne brzine.

U osnovi klasicne mehanike se nalazi Galilejev princip relativnosti i
Njutnovi zakoni koji u istom obliku vaze u svim inercijalnim sistemima
reference. Prema Galilejevom principu relativnosti, ne postoji nijedan od
takvih sistema koji bi po ne¢emu bio privilegovan u odnosu na druge — svi
su ravnopravni. Direktna posledica ove ¢injenice je da ¢e rezultat bilo kog
mehanickog eksperimenta biti jednak u svim takvim sistemima.'® Drugim
reCima, zakoni mehanike su isti u svim inercijalnim sistemima refe-
rence. Podsetimo se takode da je u to vreme Njutnova mehanika smatrana
potpuno ta¢nom i proverenom teorijom koju je moguce, uz manje ili vece
modifikacije, primeniti na sve procese i pojave u prirodi.

U takvim uslovima, sasvim je prirodno zapitati se do kakvih rezultata
¢e dovesti primena Galilejevog principa relativnosti na ”novu” vrstu neme-
hanickih talasa, odnosno na svetlost. Kako je besmisleno govoriti o brzini

50vaj izraz je napisan po analogiji sa izrazom koji vazi za mehanicke transverzalne
talase koji se prostiru kroz elasti¢nu sredinu.

"Podsetimo se da brzina zvuka kroz suvi vazduh temperature 20 °C iznosi 343,2 m/s.

81z ovakvog razmatranja je bilo jasno da sredina sa ovakvim osobinama, ako stvarno
postoji, mora da izgleda veoma ¢udno, najcudnije od svih do tada poznatih. Naime,
najelasti¢nije sredine su sredine koje mozemo da smatramo prakticno idealnim krutim
telom. Dakle, ta hipoteticka sredina u kojoj se nalazi sve i kroz koju se sve kreée bi
morala da bude neka vrsta krutog telal!?

9Slicno kretanju lopte kroz idealan fluid - fluid bez unutrasnjeg trenja.

10Primer koji se najcesée navodi je izvodenje mehanickih eksperimenata u vozu koji se
kreée uniformno pravolinijski u odnosu na Zemlju i u vozu koji miruje u odnosu na nju.
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necega a ne re¢i u odnosu na Sta se taj objekat kreée izmerenom brzinom,
u ovom postupku je prvo neophodno razresiti netrivijalno pitanje sistema
reference u odnosu na koji svetlost ima brzinu c.

Polazeéi od klasiénog zakona sabiranja brzina, koji je posledica Galile-
jevog principa relativnosti, dolazi se do zakljucka da u razli¢itim sistemima,
reference i brzina svetlosti mora da ima razli¢itu vrednost.!! Drugim re¢ima,
izmerena vrednost za brzinu svetlosti ¢ mora da se odnosi na jedan sistem
reference koji bi bio vezan za etar i koji bi, prema tome, mirovao. Ukoliko
bi se posmatra¢ u odnosu na taj sistem kretao nekom brzinom w u pravcu
kretanja svetlosti, onda bi za njega brzina svetlosti morala da bude razli¢ita
od ¢, odnosno iznosila bi c+wu, u zavisnosti od toga da li se on krece ka izvoru
svetlosti ili od njega. To govori teorija a da vidimo Sta kaze eksperiment.

Interesantno je napomenuti da
je i sam Maksvel, nakon for- Ny N TStrwgagie™ N
mulisanja jednacina elektromagne-
tizma, ubeden da je svetlost ta-
las, bio pristalica teorije o posto-
janju etra. Maksvel je bio i prvi
koji je uocio da, ukoliko se svet-
lost kreée brzinom ¢ u odnosu na
etar i ukoliko se Zemlja krece kroz
njega kruznom (zapravo elipti¢nom)
orbitom oko Sunca, onda ¢e brzina Slika 1.1: Etar i njegovo ”strujanje” oko
kojom se svetlost priblizava Zemlji Zemlje.
varirati u zavisnosti od toga gde se
Zemlja na svojoj orbiti nalazi (slika 1.1). Maksvel je 1864. godine postavio
i prvi eksperiment za proveru ove pretpostavke. Pripremio je i rad koji nije
objavio a o svojoj ideji je pred smrt napisao pismo jednom prijatelju na
osnovu koga je rad objavljen posthumno u ¢asopisu Nature.

\

Sve negde do pred kraj 19. veka, merna aparatura kojom su raspolagale
laboratorije nije bila dovoljno precizna da bi mogla da izmeri malu razliku
izmedu c i ¢ = u, a i metodologija koja se zasnivala na kretanju aparature
u laboratoriji nije puno obecavala. Da bi se razresio taj problem tragalo se
u dva pravca. Jedan je povecanje brzine u €iji bi se "dodatak” na brzinu
svetlosti mogao izmeriti, a drugi razvijanje aparatura vece rezolucije koje
bi to lakSe registrovale. Tako se 1880. godine doslo na ideju da se u ovu
svrhu iskoristi kretanje Zemlje oko Sunca koje se odvija brzinom od oko

1 0Ovaj zakljucak automatski znaci i da se vrednosti dielektriéne i magnetne konstante
vakuuma menjaju pri prelasku iz jednog inercijalnog sistema u drugi!
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u = 3-10* m/s i da se za Zemlju veze pokretni referenti sistem iz koga bi
se merila razlika u brzini svetlosti. Situaciju u kojoj se npr. Zemlja kreée
u susret svetlosti brzinom u, u tom smislu ¢emo smatrati, na bazi klasi¢nog
zakona slaganja brzina, ekvivalentnom situaciji u kojoj je Zemlja nepokretna
a svetlost se ka njoj kreée brzinom ¢ + «.'? Na taj nacin, u ovom sluéaju
mozemo situaciju da predstavimo analognom situaciji u kojoj je Zemlja (i
aparatura koja se nalazi na njoj) stati¢na, a etar se kreée ka njoj ili od nje.!?

Merenja su se, prema tome, svodila na odredivanja brzine strujanja etra
prilikom kretanja Zemlje kroz njega brzinom u. U tom slucaju, izmerena
brzina svetlosti ¢e imati maksimum ¢ = ¢ + u, kada se svetlost kreée "niz
vetar” (slika 1.2), biée minimalna ¢’ = ¢ — u kada se svetlost krece "uz
vetar”, a imace neku vrednost ¢’ = v/¢2 — u?2, koja je izmedu ove dve, kada
se meri u smeru normalnom na ”vetar”.

Ukoliko se pretpostavi da Sunce

miruje u odnosu na etar, brzina stru- ¢ P

janja etra ¢e biti jednaka orbital- < , "
. .. . 4 c'=ctu

noj brzini Zemlje (oko 3 - 10* m/s). @

Ocekivalo se da odstupanja od brzine

svetlosti mogu da se registruju pri- ¢ ¥ ¢ ¢

likom merenja "uz vetar” i "niz ve- —>
7 : ~ .

tar”.  Merenja su vrSena Majkel- b) ©

sonovim interferometrom koji je imao
mogucnost da izvrsi merenje potrebne  glika 1.2: Razlika u brzini svetlosti u
tacnosti, medutim, svi pokuSaji da se zavisnosti od nacina kretanja ”vetra”.
odredi ovaj uticaj na brzinu svetlosti

(a time i pokaze postojanje apsolutnog referentnog sistema vezanog za etar)
bili su neuspesni.

Negativan rezultat je ukazivao na mogucu teorijsku kontradikciju izmedu
Maksvelove elektrodinamike i Njutnove mehanike. Zakljucci koji slede iz
ovih razmatranja su da: (i) ili osnovni zakoni elektromagnetizma nisu isti
u svim inercijalnim sistemima reference, ili (ii) Galilejev zakon sabiranja
brzina nije tacan.

12Brzina u bi bila relativna brzina etra (koji “nosi” i svetlost brzine ¢ u odnosu na njega)
u odnosu na Zemlju.

13Primetimo da okolnost da Zemlja kruzi oko Sunca odredenom brzinom ne znaci da
se i kroz etar krece tom istom brzinom s obzirom na raznoobraznost i slozenost kretanja
u kojima ona ucestvuje. Bez obzira na to odavde ipak proizilazi da se Zemlja u svakom
slucaju krece kroz etar nekom brzinom za koju je prirodno ocekivati da se menja sa
vremenom (a ta promena mora biti najuocljivija sa promenom godisnjih doba), buduéi da
se pravac i smer kretanja Zemlje (u odnosu na etar) takode menja u zavisnosti od njenog
trenutnog polozaja na orbiti.
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Ukoliko je prvi zakljucak tacan, morao bi da postoji jedan sistem refe-
rence u kojem je brzina svetlosti c¢. Brzine svetlosti koje mere posmatraci
koji se nalaze u drugim inercijalnim sistemima moraju onda da budu vece
ili manje od ove, u zavisnosti od brzine relativnog kretanja sistema. Ukoliko
je tacan drugi zakljucak, morale bi da se razmotre predstave o apsolutnom
prostoru i vremenu koje predstavljaju osnovu klasicne mehanike.

1.2 Majkelson-Morlijev eksperiment

Sada ¢emo se upoznati sa detaljima
najpoznatijeg eksperimenta'? koji je o IE
osmisljen da izmeri o¢ekivanu malu
promenu u brzini svetlosti, a koji je

pravac strujanja etra

izveo Albert Majkelson 1881. godi- frak 1
ne. 15 izvor svetlosti
U tu svrhu je iskoriS¢en interfero- -——T
metar (slika 1.3), izuzetno osetljiv krak 2

uredaj koji je Majkelson konstruisao
da bi mogao da vrsi dovoljno precizna
meranja u kojima bi mogli da se uoce
predvideni efekti. U njemu, snop -
svetlost koji emituje svetlosni izvor [} durbin
nailazi na polupropustljivo ogledalo
0,6 koje je postavljeno pod uglom -
od 45% u odnosu na pravac pro- Slika 1.3: Majkelson-Morlijev interfe-
stiranja snopa. Polupropustljivo rometar.

ogledalo ima zadatak da upadni snop

svetlosti podeli na dva snopa koji ¢e se nadalje kretati razli¢itim pravcima.
Jedan snop nastavlja da se kreée u istom pravcu i smeru, odnosno ka ogledalu
O a drugi se reflektuje i krece se ka ogledalu O;. Recimo da je krak 2 in-
terferometra u pocetku bio postavljen u pravcu kretanja Zemlje po orbiti.

1 0sim ovog vrieni su i drugi eksperimenti koji su imali isti cilj. Samo neki od fizicara
koji su se bavili ovim problemom su Fizo (1860.), Maskart (1872.), Lord Rejli (1902.).
Njihovi eksperimenti su imali za cilj da izmere promene u indeksu prelamanja dielektrika
izazvane kretanjem Zemlje kroz etar. Interesantni su i eksperimenti Trouda i Noblea
(1903.) koji su pokusali da odrede promenu u nalektrisanju plo¢a kondenzatora usled
njegovog kretanja kroz etar.

15FEksperiment je kasnije ponovio vise puta u saradnji sa Edvardom Morlijem pa je zato
u nauci poznat pod nazivom Majkelson-Morlijev eksperiment.

18T agano posrebreno polupropustljivo ogledalo je izumeo Fizo 1851. godine.
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Kao sto je ve¢ receno, kretanje Zemlje kroz etar brzinom w je ekvivalentno
strujanju etra prema Zemlji brzinom istog intenziteta ali suprotnog smera.
Strujanje etra u smeru suprotnom od realnog kretanja Zemlje, dovodi do
toga da brzina svetlosti u sistemu reference vezanom za Zemlju postaje c—u
kada se svetlost kreée ka ogledalu Oz a ¢ + u nakon reflektovanja od njega.

Dva svetlosna snopa odbijena od ogledala O; i O2, kada se sretnu inter-
feriraju i daju sliku koja se sastoji od niza naizmenic¢nih tamnih i svetlih
(koncentri¢nih) traka. Majkelson je znao da dva kraka njegovog uredaja
ne mogu biti idealno jednakih duzina kao i to da nema nacina da izmeri
njihove duzine sa greSskom manjom od talasne duzine koriséene svetlosti.
Osim toga, nije imao nacina da sazna kakav ugao njegov uredaj gradi sa
brzinom strujanja etra. Ove probleme je resio tako $to je rotirao uredaj za
90 stepeni, ¢ime su zraci menjali uloge, i merio pomake u interferencionim
slikama pre i posle rotacije. Rotacija je trebalo da izmeni interferencionu
sliku za mali ali merljivi iznos jer je usled rotacije promenjena brzina stru-
janja etra duz kraka interferometra. Merenja su, medutim, pokazala da
nema nikakve promene u interferencionoj slici. Eksperiment je ponovljen
viSe puta tokom kalendarske godine, jer se ocekivalo da je promenjen i smer
a i intenzitet brzine strujanja etra oko Zemlje, ali je rezulat uvek bio isti:
nije primeéena promena interferencione slike koja bi po velicini
odgovarala teorijskim predvidanjima.

Da vidimo sada kako su izgledali teorijski prorac¢uni koji su proveravani
u Majkelson-Morlijevom eksperimentu. Pretpostavimo da oba kraka inter-
ferometra imaju istu duzinu L. Kao $to je ve¢ naglaseno brzina svetlosti
duz kraka 2 interferometra je ¢ — u kada se svetlost priblizava ogledalu Os, a
c+ u nakon reflektovanja svetlosti o ogledalo. Na taj nac¢in, vreme potrebno
svetlosti da prede put L, kre¢uéi se ka ogledalu iznosi L/(c—u), a od ogledala
L/(c+ w). Ukupno vreme potrebno svetlosti da ode do ogledala i vrati se,
prema tome je

L L 2Lc 2L

t: — = ¢ . 11
! c+u+c—u c2 —u? _u? (1.1)

Razmotrimo sada kretanje svetlosnog snopa duz kraka 1, koji se nalazi pod
pravim uglom u odnosu na strujanje etra. Kako je brzina svetlosti u odnosu
na Zemlju u tom slucéaju v/c2 — u?, vreme koje joj je potrebno da ode do
ogledala Oy je L/+v/¢? —u?. Vreme potrebno da se vrati nazad je jednako,
pa je ukupno vreme za putovanje svetlosti u pravcu kraka 1

2 %
\/62—u2 \/1_%;

to =

(1.2)
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Razlika ova dva vremena je

2L 1 1
At:tl—tgzc[ — u2]. (13)
c? Vi =2
Kako je u?/c? < 1, prethodni izraz moze da se uprosti razvojem binoma, uz
zanemarivanje ¢lanova drugog i viseg reda, pa se za razliku vremena dobija

Lu?

At =1t —to ~ .
1 -t~ —3

(1.4)
Ova razlika u vremenima koja su potrebna zracima da dodu na zaklon izaziva
njihovu faznu razliku odnosno ima za posledicu stvaranje interferencione
slike na njemu. Kada se interferometar zarotira za 90°, zraci menjaju mesta,
pa Ce dodi i do promene u interferencionoj slici. Rezultat je duplo veéa
vremenska razlika ova dva zraka od one date relacijom (1.4). Usled toga ce
razlika predenih puteva zraka biti

2Lu?
2

Ad = c¢(2At) = (1.5)
Promena u predenom putu za jednu talasnu duzinu dovodi do pomeranja u
interferencionoj slici za jednu svetlu traku. Na taj naCin pomeranje inter-
ferencione slike S zavisi od odnosa putne razlike i talasne duzine svetlosti

B & B 2Lu?

5 A A2

(1.6)

U eksperimentima koje su vrsili Majkelson i Morli, svaki zrak je bio reflek-
tovan vise puta o ogledalo, tako da je efektivno prelazio put od 11 metara.
Na taj nacin je razlika u putevima izmedu zraka bila

. . 104 2
Ay 2 11m(3-10" m/s)
(3-108 m/s)?

=2,2-107" m. (1.7)

Ta putna razlika je trebalo da prouzrokuje merljivi pomeraj u interferen-
cionoj slici. Ukoliko se u eksperimentu koristi svetlost talasne duzine 500
nm, predvideni pomeraj u interferencionoj slici je
Ad  2,2-107"m
S=—=""—+-—~0,44. 1.8
A 5,0-10~" m (18)
Uredaj koji su koristili u eksperimentu Majkelson i Morli je mogao da detek-
tuje pomeraj u interferencionoj slici reda veli¢ine 0,01. Medutim, na njihovo
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iznenadenje, nije primeéena nikakva promena. Nakon toga, eksperiment je
ponovljen mnogo puta, od strane mnogih nau¢nika i pod razli¢itim uslovima,
ali nikakvo pomeranje nije uocteno. Nuzno je sledio zakljucak da kretanje
Zemlje u odnosu na etar ne moze biti registrovano.'”

Negativan rezultat Majkelsona i Morlija je naiSao na mlaku reakciju u
nau¢noj javnosti. Veéina naucnika je mislila da eksperiment jednostavno,
usled neke greske, nesavrSenosti aparature ili metode, nije uspeo da regis-
truje efekat u koji su svi bili toliko sigurni da ga nisu dovodili u sumnju —
apsolutnu brzinu kretanja Zemlje kroz etar. Svi su svesno ignorisali ¢injenicu
da je taj rezultat dobijen instrumentom izuzetne osetljivosti, i prema tome,
verodostojan je. Mnogo truda je uloZzeno u pogresno nastojanje da se ob-
jasni negativan rezultat eksperimenta tako sto bi se sacuvao koncept etra i
Galilejev zakon sabiranja brzina. Veoma brzo se medutim pokazivalo da su
svi ti pokusaji bili pogresni.

I tako je bilo sve do 1905. godine, kada je Ajnstajn objavio svoj prvirad o
specijalnoj relativnosti u kome je, posavsi od radikalno novih ideja, pokazao
da postojanje etra zapravo nije neophodno. U ovom radu je, analizirajuci
Maksvelove jednacine, ¢injenicu da one za brzinu svetlosti predvidaju c,
proglasio postulatom svoje specijalne teorije relativnosti.'®

1.3 AjnsStajnovi postulati

Ajnstajn je, razmisljajuéi o tome da se svetlost (u vakuumu) kreée uvek brzi-
nom c¢, zakljuc¢io da postoji kontradikcija izmedu tog predvidanja i Njutnove
mehanike, u kojoj se brzine sabiraju kao vektori. Ako bi ovo bilo primenljivo
i na elektromagnetne talase, onda bi dva posmatraca koja se kreéu razlic¢itim
brzinama registrovali razli¢ite brzine kretanja svetlosti.!”

"Bez obzira na Majkelsonov ”neuspeh” u najvaznijem eksperimentu koji je izvrsio
svojim interferometrom, rad na njemu je bio od izuzetnog znacaja jer je tako osetljiv
instrument nasao mnogobrojne primene. Tako je 1920. i 1921. godine, sa Frensisom Pizom
uspeo, koristeéi modifikaciju interferometra koja je nazvana astronomski interferometar,
da odredi pre¢nik nekih zvezda. Majkelson je za svoja otkri¢a postao prvi Amerikanac
koji je dobio Nobelovu nagradu za fiziku, 1907. godine.

18 Ajnitajn je o relativnosti razmisljao od svoje 16. godine a formulisao ju je dok je
bio zaposljen kao sluzbenik nizeg ranga u jednom patentnom birou u Bernu. Iste godine
je objavio jo$ cCetiri rada. Osim relativnosti u njima je bilo re¢i o jo§ dve znacajne teme
— o Braunovom kretanju (rad koji spada u najcitiranije u istoriji moderne fizike) gde se
ukazivalo na to kako u eksperimentima moze biti odredena veli¢ina atoma, a druga tema se
ticala objasnjenja fotoefekta. Objasnjenje koje je on ponudio je bitno uticalo na zasnivanje
kvantne mehanike. Za ovaj rad Ajnstajn je 1921. godine dobio Nobelovu nagradu.

197 stvari, on je pokusao da shvati kako bi svetlosni talas izgledao nekome ko se kreée
istom brzinom kao i sam talas. Ako bi takvo kretanje bilo mogude, ovaj talas (koji pred-
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Sve brzine se mere u odnosu na neki sistem reference. Najprostiji sistemi
reference su oni koji se ne kre¢u ubrzano i koji ne rotiraju. Njutnov prvi
zakon (zakon inercije) vazi u takvim sistemima, koji se prema tome nazivaju
inercijalni sistemi reference. Posmatrano iz njih, tela koja miruju ostaju
u stanju mirovanja, a ona koja se kre¢u konstantnim brzinama po pravoj
liniji nastavljaju da se tako kre¢u sve dok na njih ne deluju spoljasnje sile.

Stavise, zakoni fizike imaju najprostiju formu u inercijalnim sistemima
reference. Na primer, sistem reference koji je vezan za Zemlju je samo
priblizno inercijalan. S obzirom na to da se Zemlja ne kreée uniformno i
pravolinijski, moze da se primeti da u njoj postoji dodatna sila?® (Kori-
olisova), koja komplikuje opisivanje kretanja tela u odnosu na Zemlju.?! T
Sto je jos vaznije, zakoni fizike imaju isti oblik u svim inercijalnim sistemima
reference, jer ne postoji ni jedan koji bi bio po bilo ¢emu privilegovan.

Ajnstajnova specijalna teorija relativnosti po¢iva na dva postulata:

1. Princip relativnosti: Zakoni fizike imaju isti oblik u svim inerci-
jalnim sistemima reference.

2. Princip konstantnosti brzine svetlosti: Brzina svetlosti u vaku-
umu, odnosno maksimalna brzina prostiranja interakcije, iznosi ¢ = 3 - 10®
m/s i ima, nezavisno od relativne brzine izvora svetlosti i posmatraca, istu
vrednost u svim inercijalnim sistemima reference.

Prvi postulat predstavlja tvrdenje da su svi zakoni fizike (iz oblasti
mehanike, elektriciteta, optike, magnetizma, termodinamike, ...) isti u svim
referentnim sistemima koji se, jedni u odnosu na druge, kre¢u konstantnim
relativnim brzinama. Ovaj postulat je generalizacija Galilejevog principa
relativnosti koji se odnosi samo na mehanicke pojave.

Sa eksperimentalne tacke gledista, Ajnstajnov princip relativnosti kazuje
da svi eksperimenti (na primer merenje brzine svetlosti), izvrseni u labora-
toriji koja je u stanju mirovanja, mora da daju iste rezultate i kada se izvrse
u laboratoriji koja se kreée konstantnom brzinom u odnosu na nju. Drugim

stavlja spregnuto oscilovanje elektri¢cnog i magnetnog polja pod pravim uglom u odnosu
na pravac prostiranja talasa) bio bi stacionaran (nepromenljiv u vremenu) za posma-
traca, sa elektri¢cnim i magnetnim poljem ¢iji bi intenziteti imali razlicite vrednosti na
razli¢itim udaljenostima od njega, pri Cemu se one ne bi menjale sa vremenom. Ajnstajn
je medutim znao da tako neSto Maksvelova elektrodinamika ne predvida. Zakljucio je
da su ili Maksvelove jednacine pogresne, ili da je nemoguce kretati se brzinom svetlosti.
Ukoliko su jednacine ipak tac¢ne jasno je da to ukazuje na nemoguénost kretanja brzinom
c sa jedne strane, a sa druge da je brzina svetlosti u vakuumu jednaka za sve posmatrace.
Posledica toga je da za svetlost ne vazi klasi¢ni zakon sabiranja brzina.

20U tom sluéaju ukupna sila koja deluje na telo nije jednaka proizvodu mase tela m i
ubrzanja @ veé se mora dodati jo§ jedan sabirak.

21Ova sila, izmedu ostalog, izaziva i dodatnu rotaciju orkanskih vetrova.
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reCima, nema privilegovanih sistema, te prema tome nije mogucée definisati
apsolutno kretanje.

Drugi postulat je u odredenom smislu povezan sa prvim. Naime, ako
brzina svetlosti ne bi bila ista u svim sistemima reference, njeno merenje bi
moglo da se iskoristi za pravljenje razlika izmedu sistema, odnosno ne bi bili
svi ravnopravni, §to je u kontradikciji sa prvim postulatom.

U skladu sa postulatima STR, jasno je da je osnovna premisa Majkel-
son—Morlijevog eksperimenta (bazirana na klasi¢cnom zakonu sabiranja br-
zina i na koncepciji apsolutnog prostora i vremena) pogresna, pa je tako i
negativan rezultat eksperimenta logi¢an.??

1.4 Posledice Ajnstajnovih postulata

Pre upustanja u posledice Ajnstajno-

vih postulata, razmotrimo na koji (D) D) P (D)

. By .. . () [ &) ) )
nac¢in posmatra¢ koji se nalazi u o/ o N4 |
nekom sistemu reference opisuje J
dogadaj. Sva.ki dogadaj je u dat'om ) (D) D f_L}
referentnom sistemu S odreden trima 7/ W/ 7/ W/
prostornim (x,y,z) i jednom vre- J \

. 23 .

rnensko.rvl.l }{oordmatO{r.l t J z?.sno .Je D\ D\ D KD
da razli¢iti posmatraci, iz svojih sis- 7 W W W/
tema reference opisuju iste dogadaje

razli¢itim koordinatama. Sistem
reference iz koga opisujemo dogadaje
se, u principu, sastoji od koordinatne
mreze i skupa casovnika koji se nalaze u tackama preseka mreze, kao sto je
pokazano na slici 1.4 u dve dimenzije.

Slika 1.4: Koordinatna mreza sa sinhro-
nizovanim satovima.

Kako u datom sistemu reference ima vise ¢asovnika, oni moraju biti
sinhronizovani. To se moze uraditi uz pomoé¢ svetlosnih signala na sledeéi
nacin. Pretpostavimo da se u tacki koja predstavlja koordinatni pocetak
nalazi posmatrac¢ sa ”glavnim” satom i da je, kada je na njegovom satu bilo

2Interesantno je napomenuti da Ajnstajn u svojim izvornim radovima nije citirao rezul-
tate Majkelsona i Morlija i na njima gradio osnove svoje teorije (kao $to je uobi¢ajeno
danas u veéini udzbenika iz ove oblasti). On se, umesto toga, bavio nesaglasnoséu Njut-
nove mehanike i Maksvelove elektrodinamike u odnosu na formule koje omoguéuju prelaz
iz jednog inercijalnog sistema reference u drugi. Forma jednacina Njutnove mehanike se
oc¢uvava pri Galilejevim, a forma Maksvelovih pri Lorencovim transformacijama.

Z3Naime, za svaki dogadaj, kao i u svakodnevnom zivotu, moramo da znamo gde se
desio i kada je to bilo.
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t = 0 s, poslao svetlosni puls. Pulsu je potrebno vreme r/c¢ da dode do
sata koji je na rastojanju r od koordinatnog pocetka. Prema tome, taj sat
je sinhronizovan sa glavnim samo ukoliko pokaze r/c u trenutku kada puls
stigne do njega. Ovakva procedura sinhronizacije?* podrazumeva ¢injenicu
da se svetlost kreée jednakom brzinom u svim pravcima i u svim sistemima
reference. Posmatra¢ koji se nalazi u jednom sistemu reference S ¢ée neki
dogadaj okarakterisati skupom prostorno vremenskih koordinata (x,y, z, t)
koji odgovaraju njegovoj koordinatnoj mrezi i satovima koji su sinhroni-
zovani u njoj. Drugi posmatra¢, koji se nalazi u nekom drugom sistemu
reference S’, istom dogadaju e pripisati druge koordinate (z/,y', 2/, t').

1.4.1 Relativnost istovremenosti

Jedna od osnovnih premisa Njutnove mehanike je da postoji univerzalna vre-
menska skala, ista za sve posmatrace. Iz toga sledi da ako su u jednom sis-
temu reference dva dogadaja istovremena, istovremeni su u svim sistemema
reference koji se u odnosu na njega kreéu (ma koliko velikom) konstantnom
brzinom. Medutim, ukoliko vaze Ajnstajnovi postulati, dva dogadaja koja su
istovremena u jednom sistemu reference ne mogu biti istovremena u drugom
koji se u odnosu na prvi kreée nekom uniformnom brzinom.

Pretpostavimo da jedan posmatra¢ (ozna¢imo ga slovom B) registruje
dva nezavisna dogadaja (recimo da ih obelezimo bojama da bismo ih raz-
likovali C-"crveni” i P-"plavi” dogadaj) koji se, za njega, odigravaju u isto
vreme. Pretpostavimo da postoji jo§ jedan posmatrac, A, koji se kreée kon-
stantnom brzinom # u odnosu na posmatraca B i registruje iste dogadaje C
i P. Da li ¢e za njega oni biti takode istovremeni? Odgovor je da u opStem
slucaju to nece da se dogodi i da moze da se kaze da: Ukoliko se dva posma-
traca nalaze u relativnom kretanju ont se, u opstem slucaju, nece sloZiti oko
toga da li su dva posmatrana dogadaja istovremena ili ne. Ukoliko jedan od
njih utvrdi da jesu, onaj drugi ée u opStem slucaju tvrditi da nisu.

Mi ¢ak ne mozemo reé¢i da je jedan od njih u pravu a da drugi gresi.
Bitna osobina STR je upravo u tome da su obojica u pravu i da ne postoji
opravdanje za tvrdnju da je bilo koji od njih ravnopravniji od onog drugog
(princip relativnosti).?

24Vazno je takode istaéi da ovakav naéin sinhronizacije ¢asovnika ima za posledicu da su
ispunjena dva uslova: (a) uslov simetrije — ako je ¢asovnik koji se nalazi u tacki A sinhron
sa Casovnikom koji se nalazi u tacki B, onda je i casovnik u B sinhron sa ¢asovnikom u A,
(b) uslov tranzitivnosti — ako je ¢asovnik u A sinhron sa ¢asovnikom u B, a ¢asovnik u B
sa ¢asovnikom u C, tada je i ¢asovnik u A sinhron sa ¢asovnikom koji se nalazi u tacki C.
250d Ajnstajnove teorije relativnosti verovatno i ogekujemo ovakva nesvakidasnja
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Mozemo da zaklju¢imo sledeée: Istovremenost nije apsolutni veé relativni
pojam i prema tome zavisi od relativnog kretanja posmatraca.

Ukoliko je relativna brzina kretanja posmatra¢a mnogo manja od brzine
svetlosti, odstupanje istovremenosti ¢e biti toliko malo da merna apartura
kojom raspolazemo verovatno ne¢e moci da ga registruje. Upravo sa takvim
situacijama se sre¢emo u svakodnevnom zivotu pa nam zato relativnost is-
tovremenosti izgleda neobicno.

Naslici 1.5 su prikazana
dva kosmicka broda y
A i B za koje su 0 c P IV P
vezani inercijalni refer- ) W |E
entni sistemi dva pos- ]c d P> [ C 4 P>

matraca. Neka se pos- dogadjaj C (@) dogadjaj P B detektu]é:})oba dogadjaja
A

e A
matraci u nJH.ng nalaze 4 \ 9 > u ] F D)
ta¢no na sredini svakog B B

|
od brodova i neka rel- i Cd k/ d\ . PO Cd . d . P
) ) 4 detektuj P A detektyj ] C
ativna brzina broda A cletuje fogadja) e uj(ed)oga o

C
u odnosu na brod B “
iznosi . Slika 1.5: Registrovanje dva ista dogadaja sa stanovista

Na slici 1.5 (a) dva posmatraca.

je prikazan trenutak u
kome se posmatraci nalaze jedan naspram drugog. Pretpostavimo da su dva
velika meteora okrznula oba broda izazivajuéi dve varnice, crvenu C i plavu
P. Neka svaki dogadaj ostavlja ogrebotinu na oba broda na mestima C i C’,
odnosno P i P’. Od mesta na kojima su se pojavile varnice se §iri svetlost
u obliku talasnih frontova. Pretpostavimo da oba talasna fronta (od crvene
varnice i plave varnice) stizu do posmatraca B u isto vreme (po njegovom
¢asovniku), §to je prikazano na slici 1.5 (b). Da bi proverio §ta se dogodilo
on je prvo otisao do jednog pa do drugog kraja broda i uocio ogrebotine. Di-
rektnim merenjem ustanovio je da se nalaze na mestima jednako udaljenim
od onoga na kome je bio kada je registrovao istovremeni dolazak svetlosti
do njega. Na osnovu toga on zakljucuje sledece:

NFTS) :z;l:

B. Svetlost je sa mesta gde su se odigrali crveni i plavi dogadaj stigla do
mene u istom trenutku. Mereéi rastojanja od mene do mesta na ko-
jima se nalaze ogrebotine na brodu (koje su bile izvor svetlosti) uocio

tvrdenja koja se u ovom slu¢aju svode na to da imamo dva kontradiktorna rezultata o
istom dogadaju. Podsetimo se da se sa sli¢nim rezultatom sre¢emo i u klasi¢noj mehanici
kod Doplerovog efekta, gde frekvencija zvucnog talasa koju meri posmatrac¢ zavisi od re-
lativnog kretanja izvora i posmatraca. Oni ¢e meriti razli¢ite frekvencije istog talasa kao
posledicu medusobnog relativnog kretanja.
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sam da sam sve vreme bio ta¢no na sredini izmedu izvora iz kojih
se svetlost prostirala. Iz toga zakljucujem da su ”crveni” i ”plavi”
dogadaj istovremeni.

Kada je re¢ o posmatracu A, sa slike je evidentno da se on kreée ka
talasnom frontu plavog dogadaja i od talasnog fronta crvenog dogadaja. Iz
tog razloga ¢e talasni front plavog dogadaja do njega doéi pre nego sto Ce to
biti slu¢aj sa talasnim frontom crvenog dogadaja. Ovaj posmatrac ¢e stoga
doéi do sledeceg zakljucka:

A. Svetlost sa mesta gde se odigrao plavi dogadaj je do mene stigla pre
svetlosti sa mesta gde se desio crveni (slika 1.5 (c) i (d)). Meredi rasto-
janja od mene do mesta na kojima se nalaze ogrebotine na brodu koje
su bile izvor svetlosti utvrdio sam da sam sve vreme bio ta¢no na sre-
dini izmedu izvora iz kojih se svetlost prostirala. Iz toga zakljucujem
da crveni i plavi dogadaj nisu istovremeni ve¢ da se plavi odigrao pre
crvenog.

Tako se izvestaji ova dva posmatraca ne slazu, ipak su oba u potpunosti
tacna. Primetimo da su oni registrovali trenutak stizanja po jednog talasnog
fronta koji je krenuo sa mesta gde su nastale varnice i da su se oba kretala
istom brzinom c¢ u oba sistema reference, kao sto zahteva drugi postulat.

Pomenimo na kraju da je moguéa situacija u kojoj bi sevanje varnica bilo
istovremeno za posmatraca A ali u tom slu¢aju bi ono bilo neistovremeno
za posmatraca B.

Stozer relativnosti (i Galilej-Njutnove i Ajnstajnove) je da bilo koji sis-
tem reference moze da se koristi za opisivanje dogadaja odnosno da ne pos-
toji inercijalni sistem reference koji bi bio po ma éemu privilegovan
u odnosu na druge.

Cinjenica da posmatraéi koji se nalaze u razlicitim referentnim sistemima,
svojim Casovnicima i lenjirima mere razlicite vremenske intervale i duzine,
nije u suprotnosti sa tvrdenjem o ravnopravnosti sistema reference. Ravno-
pravnost se svodi na to da svi posmatrac¢i moraju da se saglase oko forme
osnovnih zakona fizike koja mora biti ista za sve posmatrace koji se krecu
uniformno. Tako relacija dp/dt = F u sistemu S mora da ima istu formu
dp’/dt’ = F' u sistemu S’ koji se kre¢e uniformno u odnosu na njega.2

260vo je ¢injenica koja se isti¢e i prilikom analize Galilejevog principa relativnosti.
U okviru AjnStajnove teorije se tvrdi da ona vazi i za velike brzine kretanja i za sve
fundamentalne (ne samo mehanicke) fizicke zakone. U tom smislu i Maksvelove jednacine
elektrodinamike moraju imati isti oblik u svim inercijalnim sistemima reference.
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1.4.2 Dilatacija vremena

Iz relativnosti pojma istovremenosti sledi da ¢e posmatraci koji su u rela-
tivnom kretanju, mereéi vremenski interval izmedu dva (ista) dogadaja,
dobijati razli¢ite rezultate. ZaSto? Zbog toga Sto se, kao u prethodnom
primeru, ovi dogadaji desavaju na razli¢itim mestima u prostoru. Sto su
naime brodovi sa slike 1.5 duzi, vremenski interval izmedu dolaska plavog i
crvenog signala do posmatraca A ¢e biti veéi. Moze se reéi da ée: vremenski
interval izmedu dva dogadaja zavisiti od toga koliko daleko su se oni odigrali
u ova dva sistema reference odnosno da, drugim reéima, postoji veza izmedu
prostornih i vremenskih intervala.

Sada ¢e biti anali-
zirana ova povezanost sat meri \L/tremeuS ' satovi pokazuju vreme u S u
ali u jednom veoma —
specificnom slucaju: Za

jednog od dva posma- . T @
. .y, (04 (04
traca oba dogadaja ce
se desiti na istoj pros- T ‘
uAt N

tornoj lokaciji.

Proanalizirajmo vre- (@) (0)
menske intervale izmedu
dva dogadaja merena
u ”pokretnom” S’
”nepokretnom” sistemu
reference?” S na primeru merenja vremena potrebnog svetlosnom pulsu da
prede odredeno rastojanje (slika 1.6). Neka je ogledalo fiksirano za plafon
vagona, a putnik koji miruje u odnosu na vagon, drzi laser na udaljenosti d
od ogledala. Laser emituje svetlosni puls usmeren ka ogledalu. Odbivsi se,
puls se nakon nekog vremena merenog u tom sistemu vraca ka laseru. Neka
je na satu u S’ za interval vremena izmedu ta dva dogadaja izmereno vreme
At'. Kako se svetlosni puls kreée brzinom c i prelazi put 2d (ka ogledalu i
nazad), ovaj interval vremena je

Slika 1.6: Putanja svetlosnog signala u (a) sistemu refe-
rence koji se kreée zajedno sa izvorom i ogledalom i (b)
i u stacionarnom sistemu reference.

_
D

At (1.9)

Podsetimo se da je za njegovo merenje (u sistemu S’) dovoljan samo jedan
sat, koji se sve vreme nalazi na istom mestu sa koga je emitovan i na
koje se potom vraca svetlosni puls.

2"Napomenimo da ni jedan od posmatraca ne zna (nema nacin da utvrdi) da li se kreée
ili ne. Tagnije, svako od njih je u stanju mirovanja u sopstvenom sistemu reference. Iz tog
razloga su i nazivi sistema ”pokretni” i ”nepokretni” zapisani sa navodnicima.
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Za posmatraca koji se nalazi u sistemu S (slika 1.6 (b)), ogledalo i laser
se kreéu na desno brzinom wu, usled ¢ega niz ova dva dogadaja za njega
izgleda drugacije. Dok svetlost stigne do ogledala, ono se pomeri na desno
na rastojanje uAt/2, gde je At vreme potrebno svetlosnom pulsu da polazeéi
iz tacke O’ nakon odbijanja od ogledala ponovo dode u nju, ali mereno
iz sistema S (u odnosu na koji se vagon kreée uniformno brzinom wu). S
obzirom na ovakvo kretanje vagona i ogledala, on zaklju¢uje da ¢e svetlosni
puls doéi do ogledala jedino ukoliko napusti laser pod nekim uglom u odnosu
na vertikalu. Uporedivanjem situacija (a) i (b) na pomenutoj slici, vidi se
da, gledano iz njegovog sistema reference, svetlost mora preé¢i veéi put da
bi dosla nazad do lasera.

Vazno je takode napomenuti da on

odgovaraju¢a vremena ocitava na dva A
stacionarna (sinhronizovana) ¢asovnika, > d
od kojih se jedan nalazi na lokaciji gde

eksperiment zapocinje (emitovanje signa- uTAt

la) a drugi na lokaciji gde se zavrsava
(prijem signala). U tom smislu, sa nje-
gove tacke gledista, on ¢e uporedivati
pokazivanje jednog pokretnog sata koji
se nalazi u vagonu, na mestu odasiljanja i primanja signala, sa pokaziva-
njem dva nepokretna sata koja se nalaze u njegovom sistemu reference.

Slika 1.7: Trougao predenih puteva
svetlosnog zraka i lasera.

U skladu sa postulatom o konstantnosti brzine svetlosti, za oba posma-
traca se ona krece jednakom brzinom c. Kako mereno iz sistema S, svetlost
prelazi veéi put, interval vremena At, izmeren izmedu dogadaja 11 2 je vedi
od intervala vremena At’ koji je izmerio posmatrac koji se nalazi u sistemu
S’. Da bi se dobila veza ova dva intervala zgodno je iskoristiti pravougli
trougao prikazan na slici 1.7. Primenom Pitagorine teoreme

(B3

za, At se dobija

2d 2d
At = = , (1.11)
Vel —u? e/l - Z—;
odnosno, uz koriséenje (1.9)
At
At = ——— =AY, (1.12)
u
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gde je v = % Lorencov faktor.
-
Kako je faktor v uvek veéi od je-
dinice, ovaj rezultat pokazuje da je vre- v ‘
menski interval At, izmeren od strane 2]

20+
posmatraca u odnosu na koga se izvor 15+
svetlosti kretao, veéi od vremenskog in- 150::
tervala At’ izmerenog u sistemu referen- 1 ——

ce vezanom za izvor. Kako posmatrac
u odnosu na kojeg se izvor krece meri gjks 1.8: Grafik zavisnosti v od
ve¢i vremenski interval, efekat je nazvan brzine kretanja tela v.

dilatacija vremena. Drugim recima

vreme u pokretnim sistemima tece sporije jer svi ¢asovnici, ukljucujuéi i
bioloske, pokazuju krace vremenske intervale.

Vremenski interval At’ meren u sistemu S’ koji se kreée zajedno sa instru-
mentom koji je koriséen za merenje, naziva se sopstveni vremenski interval i
Cesto oznacava sa A7 da bi se istakla njegova specificnost. Naziv sopstveni
vremenski interval poti¢e od toga $to je meren u (sopstvenom) sistemu refer-
ence u kome se posmatrano telo-instrument ne kreée. U sustini sopstveno
vreme je vremenski interval izmedu dva dogadaja meren od strane
posmatraca za koga se oni deSavaju na istom mestu u prostoru. U
tom smislu se sopstveno vreme uvek moze meriti jednim satom koji miruje
u odnosu na referentni sistem u kojem se deSavaju dogadaji. Ukoliko se
taj posmatrani sat kreée u odnosu na nas (a mi se nalazimo u sistemu 5),
on pocinje da zaostaje (kuca sporije) za sinhronizovanim satovima koji se
nalaze u ¢évorovima koordinatne mreze nasSeg inercijalnog sistema S. Ste-
pen zaostajanja je odreden Lorencovim faktorom ~. To zaostajanje za male
brzine nije merljivo a postaje to znacajnije §to je brzina pokretnog sistema
bliza brzini svetlosti.

Zakljucak je izveden za mehanicke satove, medutim on se moze genera-
lizovati i na sve fizicke procese (uklju¢ujuéi hemijske i bioloske) koji postaju
usporeni u odnosu na njihovo trajanje u "nepokretnom” sistemu reference
S. Na primer, otkucaju srca astronauta koji putuje brodom kroz svemir
¢e biti uskladeni sa radom odgovarajuceg sata koji se nalazi u njegovom
sistemu reference. I otkucaji srca i taj sat ¢e biti usporeni®® u odnosu na
"nepokretan” sat koji se nalazi na Zemlji.?"

28 Astronaut ipak neée ni na koji nacin moéi da oseti efekte tog usporavanja sve dok se
nalazi u sopstvenom inercijalnom sistemu (princip relativnosti).

2Dilatacija vremena je fenomen koji moze da se verifikuje i pri relativno malim brzinama
ukoliko se vreme meri izuzetno preciznim satom. U radu koji su u ¢asopisu Science, 1972.
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Jedna vrsta nestabilnih ele- e =22ps
mentarnih Cestica, koje su naz- i }
vane mioni®” (odnosno p mezoni),
nastaju u viSim slojevima at- ®
mosfere prilikom sudara kosmic-
kog zracenja sa Cesticama vaz-
duha. Prosetno vreme zivota
miona (interval izmedu dogada-
ja: dogadajl = stvaranje miona
i dogadaj2 = raspad miona)3!
je oko 2,200 ps, mereno u
njihovom sopstvenom sistemu
reference. Slika 1.9: (a) Nastanak kosmickog zracenja u

Ako pretpostavimo da mioni visim slojevima atmosfere. (b) Put koji mion

nastaju na visini od oko 5 km, prelazi u svom sistemu reference. (c) Put koji
mion prelazi u sistemu reference Zemlje.

T=y1'=63,51us

|

(a) (©)

kreéu pravo ka Zemlji, brzinom
od oko 0,9994c i raspadaju se u
proseku nakon 2,200 us, interesantno je proveriti rac¢unski da li ¢e mion
uspeti da stigne do povrSine Zemlje pre nego Sto se raspadne.

Na prvi pogled put koji mioni mogu da predu pre nego Sto se raspadnu
iznosi I’ = 659,6 m, s obzirom na to da je I’ = 7/ - v = 2,200us - 0,9994 - 3 -
108 m/s ~ 659,6 m. Na osnovu ovoga bi se moglo zakljuéiti da do povrsine
Zemlje ne bi mogao da dode ni jedan mion nastao u gornjim slojevima
Zemljine atmosfere jer bi se svi mnogo ranije raspali. Medutim, eksperimenti
pokazuju da na povrsinu Zemlje stize puno miona. Objasnjenje ove ¢injenice

godine objavila dva americka fizicara Joseph C. Hafele i Richard E. Keating, pod nazivom
” Around the World Atomic Clocks: Relativistic Time Gains Observed”, prezentovani
su rezultati eksperimenta sa cezijumskim satovima. Cetiri takva sata su se nalazila u
avionu tokom njegovog komercijalnog leta a njihov rad je uporedivan sa radom referen-
tnog cezijumskog sata koji se nalazio na Zemlji. Rezultati su u nesumnjivom skladu sa
predvidanjima specijalne teorije relativnosti a pokazivali su na to da su ”leteéi” satovi
kasnili 59 + 10 ns dok je teorija predvidala da kasnjenje bude 40 + 23 ns, Sto predstavlja
prilicno dobar sklad ocekivanja i rezultata merenja. Primetimo da brzina kretanja aviona
ne spada u takozvane ”relativisticke” tj. dovoljno velike da bi efekat bio merljiv standarnim
satovima. U eksperimentu je on utvrden veoma preciznim cezijumskim satovima koji
imaju dovoljno veliku rezoluciju. S obzirom na to, kad god se oni transportuju sa jednog
mesta na drugo avionima, neophodno je izvrsiti ponovnu sinhronizaciju da ne bi unosili u
pokazivanje relativisticki efekat dilatacije vremena.

39Mioni imaju naelektrisanje jednako naelektrisanju jednog elektrona dok im je masa
oko 207 puta veéa od mase elektrona.

31Nakon isteka tog vremena (u proseku) mion se raspada na elektron, mionski neutrino
i elektronski antineutrino.
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daje dilatacija vremena. U odnosu na posmatraca koji se nalazi na Zemlji,
vreme zivota miona nije 7 veé¢ T = 7/, gde je 7/ vreme Zivota miona u
njegovom sopstvenom sistemu reference. Ukoliko mion ima brzinu od v =
0,9994c, to znaci da je brzina kretanja njegovog sistema reference u jednaka
toj vrednosti i da je faktor v & 28,87, pa je na osnovu toga y7' = 63, 51us.
Na osnovu ovoga je srednje rastojanje koje je preSao mion, mereno u sistemu
reference vezanom za Zemlju | = 7v = y7'v ~ 19040 m, Sto objasnjava
¢injenicu registrovanja velikog broja miona na Zemlji.

Paradoks blizanaca

Jedna od veoma intrigantnih konsekvenci dilatacije vremena je takozvani
paradoks blizanaca.?? Razmotrimo misaoni eksperiment u kome ucestvuju
dva brata blizanca. Kada su imali po 20 godina jedan od njih odlazi na
kosmi¢ko putovanje na planetu X, udaljenu 20 svetlosnih godina od Zemlje.?3
Ukoliko se kosmicki brod kretao brzinom od 0,95c¢ u odnosu na Zemlju, do
planete X je putovao oko 21 godinu. Nakon toga je krenuo odmah nazad ka
Zemlji brzinom istog intenziteta. Kada je dosao na Zemlju, bio je Sokiran
¢injenicom da je njegov brat ostareo 42 godine i da sada ima 62 godine. On
sam je u meduvremenu (po zemaljskim merilima), ostareo svega 13 godina.

Gledano iz sistema reference blizanca
koji je ostao na Zemlji, on je mirovao
a njegov brat je putovao. Iz perspek-
tive pak onoga koji je bio u kosmickom
brodu, kosmicki brod je bio u stanju
mirovanja a Zemlja se, najpre udaljavala
od broda 6,5 godina a potom mu se pri-
blizavala jednakom brzinom narednih 6,5
godina. Naizgled, ne bi trebalo da bude Slika 1.10: (a) Odlazak jednog
razlike u njihovim godinama, tj. rezultat blizanca na putovanje sa Zemlje. (b)

"eksperimenta” je paradoksalan. Kada se vratio sa putovanja bio je
mladi od blizanca koji je ostao na

Zemlji.

(b)

Paradoksa u stvari nema veé¢ je Ajn-
Stajnova teorija pogresno primenjena.
Podsetimo se da se ona odnosi na pojave
i procese koji se odvijaju u inercijalnim sistemima reference, odnosno
onima koji se kre¢u jedan u odnosu na drugi uniformno. Da li su sistemi
vezani za Zemlju i brod sve vreme takvi i da li su stoga potpuno ravnopravni?

320vaj paradoks se pripisuje Lanzevenu a ne Ajnstajnu.
33Jedna svetlosna godina je rastojanje koje svetlost prede u vakuumu za vreme od jedne
kalendarske godine.
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Jednostavna analiza pokazuje da to nije tako i da time nema simetrije u opi-
sivanju protoka vremena u ovim sistemima.

Blizanac koji je otputovao brodom, da bi dostigao brzinu od 0, 95¢ morao
je prvo da ubrzava, zatim da na kraju prvog dela puta uspori, zaustavi i
okrene brod, potom da ponovo ubrza, a na kraju da uspori brod i pristane
na Zemlju. Stoga on nije sve vreme ni bio u inercijalnom sistemu reference
pa je primena STR vezano za njegov sistem reference neosnovana. Sledi da
on, u fazama putovanja kada je brod ubrzavao, ne moze da kaze da se nalazio
u sistemu reference koji miruje, dok se blizanac koji je ostao na Zemlji kretao
uniformno pravolinijski u odnosu na njega.

Blizanac koji je putovao brodom bi naravno mogao da kaze kako je in-
terval vremena u toku koga je njegov brod ubrzavao relativno mali u odnosu
na ukupno vreme putovanja pa je tako veé¢inu vremena ipak proveo u inerci-
jalnom sistemu reference - i tu bi bio potpuno u pravu. Medutim, kada dode
do planete X, on mora da zaustavi brod, okrene ga nazad i saops$ti mu brzinu
jednaku onoj koju je imao do tada ali suprotnog smera. Od tog momenta on
se nalazi u drugom sistemu reference! To znaci da jedino blizanac koji
je ostao na Zemlji ima pravo da primenjuje formulu za dilataciju vremena
(1.12) jer jedino u njegovom sistemu reference ona vazi. Na osnovu nje, ako
su na Zemlji protekle 42 godine, u svemirskom brodu je proteklo

2
Al = 4291/1 - = = 13godina,
C

1.4.3 Kontrakcija duzina

Iz dosadasnjeg razmatranja je jasno da

jedna od veli¢ina, oko ¢ijeg iznosa posma- Ay

traci iz razli¢itih inercijalnih referentnih A /

sistema mogu da se sloze, jeste njihova .
relativna brzina. Kako je ona kolicnik 3 1
rastojanja izmedu sistema (pod nave- — s

denim uslovima) i vremenskog intervala
(za koji smo videli da zavisi od toga iz
kog sistema reference ga merimo), jasno
je da i rastojanje sistema mora da zavisi od relativnog kretanja posmatraca.
Jer, ukoliko dva posmatraca mere razli¢ita vremena, da bi relativna brzina
ostala ista za obojicu, onda oni moraju da mere i razli¢ite duzine.

Slika 1.11: Kretanje svetlosti u sop-
stvenom sistemu reference izvora.

Razmotrimo sledeéu situaciju. Osoba A se nalazi u vagonu duzine !’
mereno iz njenog (sopstvenog) sistema reference (sistema reference vezanog
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za vagon), dok se osoba B nalazi van vagona, pored pruge. Izvor svetlosti
se nalazi na zadnjoj strani vagona (slika 1.11), dok se ogledalo nalazi na
prednjoj. Vagon se kre¢e brzinom u u odnosu na Zemlju. Izvor emituje
svetlost koja se krec¢e ka ogledalu, odbija se od njega i odlazi natrag ka
izvoru.

U sistemu reference osobe A (slika
1.11), vreme potrebno svetlosti da prede S
opisani put je /

Aty = 2. 1.13
A= (1.13)

AT

Gledano iz sistema reference osobe B, AL,

situacija je nesto komplikovanija. Neka B

je duzina vagona merena iz njega [. Pos-

matrano iz tog sistema, za vreme t;, za Slika 1.12: Predeni put svetlosti, od

koje je svetlosni zrak dosao do ogledala, izvora do ogledala, uvecan je za put
. ... koji je presao vagon kreéuéi se brzi-

s obzirom na to da se ceo vagon, kre¢uéi

. . . . nom u.
se brzinom u pomerio za rastojanje uAt1,
svetlosni zrak je presao
CAtl =1 + UAtl, (1.14)
odakle je vreme Aty
l
Aty = . (1.15)
c—u
Nakon odbijanja, s obzirom na to da
se vagon kreée suprotno od zraka svet- N
losti zrak je za Aty presao put cAty =
[ — ultsy, $to znaci da je ovo vreme " ﬂ
l
Aty = : 1.16 Y e i
2= (1.16) AT (Z:Atz
Ukupno vreme, mereno iz sistema osobe B ‘
B, je zbir ova dva vremena
2l 1 Slika 1.13: Predeni put svetlosti, od
Atg = At] + Aty = — — (1.17) ogledala do izvora, umanjen je za
cl-— =z put koji je preSao vagon brzinom wu.
Iskoristimo 1i relaciju za dilataciju
vremena (1.12), koja ovde glasi
At
AtB = 4 s
u2
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i zamenimo u jednacinu (1.17), imajuéi u vidu da vazi i relacija (1.13),

dobijamo
T2
I=01-==—. 1.18
iz (1.13)

Kako je faktor v > 1, jasno je da ¢e posmatrac B za duzinu voza izmeriti
duzinu [ koja je manja od duzine merene u sistemu reference vezanom za
sam voz. Drugim re¢ima uvek je | < I, gde je sa I’ oznatena sopstvena
duzina tela. Efekat je poznat pod nazivom kontrakcija duzine i javlja se
u pravcu paralelnom pravcu relativnog kretanja dva sistema.

1.4.4 Doplerov efekat za svetlost

Vazna posledica dilatacije vremena je pomeraj u frekvenciji svetlosti koju
emituju atomi koji se nalaze u kretanju u odnosu na svetlost emitovanu
od strane istih atoma koji se nalaze u stanju mirovanja. Ovaj fenomen,
poznat u fizici pod imenom Doplerov efekat, uveden je ranije za zvucne
talase. Za slucaj takvih talasa, budu¢i da su mehanicki, efekti kretanja
izvora zvuka u odnosu na sredinu kroz koju se prostire talas razlikuju se od
efekta kretanja posmatraca u odnosu na sredinu. Svetlosni talasi se medutim
razlikuju od zvucnih u tome $to im za prostiranje nije neophodna sredina. U
tom smislu u sluc¢aju svetlosnih talasa nemamo nac¢in da napravimo razliku
izmedu kretanja izvora talasa i kretanja posmatraca (5to se inace radi kod
analize Doplerovog efekta u akustici). Veé na osnovu ovoga se vidi da je, u
ovom sluc¢aju, neophodno izvrsiti pazljiviju analizu uticaja kretanja izvora i
prijemnika na razliku u frekvencijama emitovanog i primljenog signala.

Pretpostavimo da svetlosni izvor, u njegovom sopstvenom sistemu referen-
ce S’, emituje svetlosne pulseve frekvencijom v/, kreéuéi se ka posmatracu,
odnosno njegovom sistemu reference .S, brzinom u. Kolika ¢e biti frekvencija
svetlosnih pulseva koji dolaze do oka posmatraca?

Postoje zapravo dva faktora koji doprinose Doplerovom efektu. Prvi
je relativisticki efekat dilatacije vremena: period izmedu pulseva je veéi u
sistemu S pa je time i frekvencija koja ¢e biti registrovana u tom sistemu
manja. Drugi uticaj je uobicajeni Doplerov efekat koji se javlja usled kre-
tanja izvora pulseva — sukcesivni pulsevi treba da predu sve manje i manje
rastojanje (ili sve veée i veée u slucaju da se izvor svetlosti udaljava-tada
je brzina u negativna) da bi stigli do prijemnika. Usled toga se frekven-
cija pulseva koji stizu do posmatraca povecava (ili opada ako je u suprotno
usmerena).
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Neka je vreme izmedu pulseva u sop- @]

stvenom sistemu reference izvora At' = —
1/v/. Gledano iz sistema S, fotoni jednog
pulsa predu rastojanja cAt = cyAt
do emitovanja narednog pulsa. U toku
tog vremenskog intervala, izmedu emito-
vanja dva sukcesivna pulsa, izvor pulseva
prelazi rastojanje uAt = wyAt’ ka sistemu reference S. Zakljucujemo da
su, u trenutku kada je emitovan naredni puls, njegovi fotoni na rastojanju
(gledano iz S) cAt — uAt = cyAt' — uyAt' iza fotona prethodnog pulsa.
Vreme izmedu dolaska pulseva do posmatraca, AT, dobija se kada se to
rastojanje podeli brzinom pulseva c i iznosi

Slika 1.14: Izvor emituje svetlost ka
nepokretnom posmatracu.

_ _ 1-u
AT = " UAt="YAY = ——c Ay (1.19)
C C 1_u2

2

Na osnovu ovog izraza je frekvencija pulseva koje registruje posmatrac

1 2y
= ——=—V. 1.20
YTar T i-e (1.20)
Kako je ovaj izraz izveden za slucaj kada se izvor kreée ka posmatracu
jasno je da je v > v/ i da njutnovski doprinos ukupnom efektu (faktor
1/(1 = wu/c)) dominira nad efektom dilatacije vremena. Nakon jednostavnih
transformacija prethodna formula postaje

_|_B
. (1.21)

R
Il
[
|
ale

Ukoliko se izvor svetlosti udaljava od posmatraca, treba prosto promeniti
znak brzine pa formule (1.20) i (1.21) postaju

1_%22/ 1_%/
v=-"—"0" = eV (1.22)
1o 1+ &

Sada je frekvencija registrovane svetlosti manja od frekvencije emitovane a
na to, "u istom smeru”, uticu oba efekta (i njutnovski i ajnstajnovski).
Doplerov efekat za male brzine

Za male brzine kretanja izvora svetlosti je u < c¢. Radi kompaktnijeg pisanja
uveséemo oznaku 8 = u/c, tako da ée u ovom slucaju vaziti 5 < 1. U tom
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slucaju jednacina (1.22), nakon razvoja do ¢lanova drugog reda po 3, postaje
1
v=1(l - B+ 362, (1.23)

gde je vy = v/ sopstvena frekvencija izvora svetlosti. Odgovarajuca jednacina
za zvucne talase sadrzi prva dva sabirka, Sto znaci da treci, koji je propor-
cionalan /32, predstavlja relativisticki efekat koji se ispoljava kada se izvori

svetlosti kreé¢u malim brzinama.3*

Astronomski Doplerov efekat

Posmatranjem zvezda, galaksija i drugih izvora svetlosti, moguce je odrediti
koliko brzo i u kom smeru se oni kre¢u merenjem Doplerovog efekta svetlosti
koja sa njih dolazi do nas. Ukoliko se posmatrana zvezda ne udaljava od nas,
mi ¢emo detektovati svetlost odredene sopstvene frekvencija vgy. Ukoliko se
pak udaljava od nas ili nam se priblizava, frekvencija ¢e joj biti promenjena.
Kako na Doplerov efekat uti¢e jedino brzina radijalnog kretanja zvezde u
odnosu na nas, na osnovu ovog efekta je nju jedino i moguée odrediti.
Pretpostavimo da se zvezda (ili neki drugi izvor svetlosti) kreée u odnosu
na nas radijalnom brzinom v (brzina njenog sistema reference u u odnosu na
nas je jednaka njenoj brzini v u odnosu na Zemlju) koja je dovoljno mala,
tako da mozemo da zanemarimo ¢lan proporcionalan sa 82 u jednagini (1.23).
Ova relacija tada postaje
v=1y(1-p). (1.24)

Posto prilikom merenja odredujemo obi¢no talasnu duzinu, a ne frekvenciju,
prepisa¢emo ovaj izraz pomocu nje, tj.

A= X(1-5)"" (1.25)
Kako je 5 mala veli¢ina, moguée je po njoj razviti gornji izraz pa se dobija
A= No(1+8), (1.26)

odakle je
g AOAO. (1.27)

34Policijski radar koristi Doplerov efekat kod mikrotalasa za odredivanje brzine auto-
mobila. Radar je izvor snopa mikrotalasa odredene sopstvene frekvencije vy koje emituje
duz puta. Ovi mikrotalasi pogadaju automobil koji se kreée ka njima a frekvencija koju
on "registruje” je veca od vy. Automobil reflektuje mikrotalase a detektor u policijskom
uredaju ih registruje sa dodatno pomerenom frekvencijom jer se automobil sada ponasa
kao izvor tih talasa koji se kreée brzinom u. Brzina kretanja automobila u se odreduje na
osnovu razlike registrovane i sopstvene frekvencije mikrotalasa.
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Kada se zameni 8 sa 2 i A — Ag sa |A)[, radijalna brzina izvora svetlosti je

[AA|
V= —°¢C.

o (1.28)

Razlika u talasnim duzinama je posledica astronomskog Doplerovog efekta.?>

Podsetimo se uslova pod kojima vazi jednacina (1.28). Prvo, ona vazi za
male brzine kretanja izvora svetlosti kao i za kretanje koje se odvija prema
nama ili od nas. Ukoliko se izvor svetlost krece od nas, talasna duzina koju
registrujemo A je veca od A\g, A\ je pozitivno i Doplerov efekat tom slucaju
izaziva ”crveni pomak” u spektralnim linijama koje se snimaju.?® Ukoliko
se pak izvor priblizava nama, talasne duzine koje registrujemo ¢e biti krace
od sopstvene, A\ ée biti negativno a Doplerov efekat izaziva ”plavi pomak”
u spektralnim linijama.

Transverzalni Doplerov efekat

U dosadasnjoj analizi Doplerovog efekta

pretpostavljali smo da se izvor kreée di-  § P
rektno ka ili od posmatraca.3” %? """"""""""""""""""""""""""""""""
Na slici (1.15) je prikazana situacija D

u kojoj svetlosni izvor S prolazi pokraj
posmatraca D. Kada izvor dode do tacke
P brzina izvora je usmerena pod pravim Slika 1.15: Izvor prolazi pored pos-
uglom u odnosu na liniju koja spaja tacke Mmatraca na nekom rastojanju.

P i D iutom momentu se izvor ne krece

radijalno u odnosu na posmatraca. Ukoliko bi se radilo o izvoru zvuka tada
bi prijemnik registrovao zvuk frekvencije jednake emitovanoj, odnosno ne
bi postojao Doplerov efekat. Ukoliko se, medutim, radi o izvoru svetlosti
i dalje bi postojao pomeraj u frekvenciji koji se, s obzirom na geometriju
situacije, naziva transverzalni Doplerov efekat. U toj situaciji, promena u

35 Apsolutna vrednost ove razlike je uzeta zato §to se instrumentima ona jedino i meri.

36Termin ”crveni” ne znaéi da se u ovom slu¢aju detektuje crvena svetlost, pa ¢ak ni
to da je ona makar vidljiva. Naziv je usvojen iz Doplerovog efekta koji se odnosi na linije
koje padaju u vidljivi deo spektra, jer se one u ovom slu¢aju pomeraju ka delu spektra
gde se nalaze vece talasne duzine kojima odgovara crvena boja.

370vo je uobicajena pretpostavka koja se obi¢no koristi i kada se obraduje Doplerov
efekat u akustici, a koja u realnosti obi¢no nije ispunjena. Kada bi naime bilo tako onda
bi zvuk automobilske sirene koji ¢ujemo prilikom priblizavanja imao konstantnu visinu.
Ovo bi moralo da vazi i kada se udaljava od nas a ove dve frekvencije bi se razlikovale od
originalne. Medutim posto to nije slu¢aj onda naSe uho registruje stalni porast u frekvenciji
pri priblizavanju zvuénog izvora kao i njeno stalno smanjenje kada se on udaljava od nas.
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frekvenciji detektovane svetlosti je izazvana jedino dilatacijom vremena i

zadata je izrazom
v=ug\/1— B2 (1.29)

Za male brzine izvora (5 < 1) razvojem ove jednacine se dobija

v = (1 — %ﬁ%. (1.30)

1.5 Lorencove transformacije

Posto su Galilejev princip relativnosti, odgovarajuce transformacije i klasican
zakon sabiranja brzina koji se dobija na osnovu njih, u suprotnosti sa eksperi-
mentalnom c¢injenicom konstantnosti brzine svetlosti, potrebno je uvesti
nove transformacije koordinata izmedu inercijalnih sistema reference. One,
za razliku od Galilejevih, moraju da vaze za sve brzine kretanja, od u = 0
do u=c.

Neka je sistem S, vezan
sa Zemlju ("nepokretan” sis- S S’
tem reference), a S’ se kree ¥ y
u pozitivhom smeru = ose ut 7 dogadaj
("pokretan” sistem referen- T 8
ce) konstantnom brzinom u. < >
Pretpostavimo da su se oba - -
sistema reference u trenutku 0 x O x”
t = t' = 0 poklapala.
Isti dogadaj, posmatrac iz S
bi opisao prostorno vremen-
skim koordinatama (z,y, z, t) dok bi im posmatrac iz S’ pripisao koordinate
(2',y, 2, t'). U kakvoj medusobnoj vezi se nalaze ove koordinate? Za slucaj
malih brzina, one su povezane Galilejevim tranformacijama

<

Slika 1.16: Jedan isti dogadaj ima razli¢ite koor-
dinate u dva razli¢ita sistema reference.

¥=x—ut, =y, =z 1t =t (1.31)

iz kojih sledi klasican zakon sabiranja brzina koji daje netacne rezultate
kada se primeni na svetlost. Stoga je potrebno pronaéi nove transformacije
koordinata koje bi vazile i pri velikim brzinama relativnog kretanja sistema
reference. S obzirom na prikazan nacin kretanja ova dva sistema reference,
bez obzira na iznos njihove relativne brzine, kako duz osa y i z nema kretanja
sistema, kao i u slu¢aju Galilejevih transformacija, vazi

y =y, 2=z (1.32)
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Oko odredivanja funkcionalne veze pre- T-
ostalih koordinata (jedne prostorne i vre-
menske) mora se imati u vidu da ona treba ZI ”””””””””””” 3
da oc¢uva osobine prostora i vremena. Osnovne | 7
osobine prostora su da je homogen i izotropan II
a za vreme da je homogeno.?® Odavde sledi P
da transformacija koordinata mora da bude za- S R R BN
data linearnom funkcijom (slika 1.17). Kako o
se sa slike vidi, u tom slu¢aju duzina odsecka
nece zavisiti od toga u kojoj oblasti prostora
¢e se on nalaziti, naime ako je l; = ly bice i
I} = 1539 Ako bi transformacije bile nelinearne
(slika 1.18), iz I3 = Iy bi sledilo da je I} # l5, odnosno duzina odsecka bi
zavisila od toga u kom delu prostora se on nalazi, sto bi narusilo homogenost
prostora. Analogan zakljuc¢ak vazi i za vreme.

Slika 1.17: Linearna veza x i
2’ koordinate.

Prema tome, trazeni zakon transformacije

koordinata, odnosno njihova medusobna veza !
mora da bude linearna. Najopstija linearna 1
veza koordinata je: IZT """"""" 4

o) =Az+Bt, t'=Mz+Nt, (1.33) [[| /

gde su A, B, M i N konstante koje treba odre- i . >
diti. o ﬁﬁ Ff

Ukoliko posmatramo kretanje neke materi-
jalna tacke duz pravca x ose, gledano iz sistema gk, 1.18: Nelinearna veza
reference S’, ona ¢e u vremenskim trenucima t; i 2/ koordinate.
i t, imati prostorne koordinate x| i f, a njen
pomeraj ¢e biti

Az’ =ab — 2f = A(xg — 21) + B(ta — t1) = AAz + BAL. (1.34)
Interval vremena za koji se on desio (takode u sistemu S’) je

At =ty —th = M(xg — x1) + N(ta — t1) = MAz + NAL. (1.35)

38Podsetimo se da ove Einjenice imaju direktne veze sa zakonima odrzanja u mehanici.

390vu ¢injenicu ne treba mesati sa efektom relativnosti duzine koji se odnosi na merenja
jedne dimenzije jednog istog tela iz dva sistema reference koji su u medusobnom kretanju.
U ovom slucaju je re¢ o merenju u sistemima reference u kojima tela miruju, dakle o
odredivanju sopstvenih duzina.
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Na osnovu ovoga je sada (srednja) brzina posmatrane materijalne tacke koja

se kre¢e duz x ose
, Az’ AAxz + BAt

v = = .

At MAz+ NAt
Kako je u odnosu na sistem S brzina te iste tacke v = %, veza ove dve
brzine je data izrazom

(1.36)

,  Av+B
T Mot N
Dobijen je opsti izraz koji mora da vazi za sve brzine v i v/, pod pret-
postavkom da izmedu koordinata u dva sistema postoji veza oblika (1.33).
Medutim, da bi izraz koji povezuje brzine bio od prakti¢ne vaznosti, treba
u njemu odrediti konstante A, B, M i N. U tu svrhu je zgodno razmotriti
nekoliko posebnih slu¢ajeva kretanja.

Neka materijalna tacka miruje u odnosu na sistem S’ (nalazi se u sop-
stvenom sistemu reference). U tom slucaju je v' = 0 dok je v = u, odnosno
gledano iz nepokretnog sistema ona se kre¢e brzinom jednakom brzini pokret-
nog sistema reference. Imajuéi u vidu tu ¢injenicu, izraz (1.37) postaje

(1.37)

0= Au+ B
~ Mu+N’
odakle je
B = —Au. (1.38)
U slucaju kada tacka miruje u odnosu na S, bi¢e v = 0, dok joj u tom
slu¢aju brzina u odnosu na sistem S’ iznosi v = —u. Ukoliko to zamenimo

u jednacinu (1.37) i iskoristimo (1.38), dobijamo —u = —Au/N, odakle sledi
da je
N = A. (1.39)
Ukoliko umesto materijalne tacke posmatramo kretanje svetlosnog talasa
na osnovu postulata konstantnosti brzine svetlosti, dobijamo

v =v=c, (1.40)

a ako to zamenimo u (1.37), iskoristimo (1.38) i (1.39), sledi ¢ = ﬁgfg,
odakle je

Zamena dobijenih vrednosti za B, M i N u (1.38), daje izraz koji se naziva
relativisticki zakon sabiranja brzina (za kretanje duz x ose)

=28 (1.42)

uv ’

c2
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odakle se, reSavanjem po brzini v, dobija relacija

/
v o (1.43)
T

Jedina razlika ovih dveju jednacina je u predznaku brzine relativnog kretanja
dva posmatrana sistema reference §to je, u skladu sa principom relativnosti,
trebalo i ocekivati.

1.5.1 Lorencove transformacije

Relacije (1.33), nakon zamene vrednosti konstanti B, M i N, postaju
u
v =Ax—ut), t=A4 (t - 62x> (1.44)

u kome je ostala samo jo$ jedna neodredena konstanta A.

Prema principu relativnosti, postoji potpuna ravnopravnost posmatranih
sistema reference. To znaci da mozemo za nepokretan sistem reference uzeti
S’ i smatrati da se u odnosu na njega sistem S krecée brzinom ” —u” (uporedi
jednacine (1.42) i (1.43)). Na osnovu toga, relacije koje povezuju z i t sa 2’
it glase

r=A +ut), t=A4 <t’ + ;x/) . (1.45)
Kada (1.45) zamenimo u (1.44) dobija se
u?
o =A% 2 +ut —ut’ — —a' |, (1.46)
c
odakle nakon skraé¢ivanja 2’ sledi A = ——. Dakle, konstanta A je jed-

1—u2
o2

naka ranije uvedenom Lorencovom faktoru «. Na osnovu ovako odredenih
40

konstanti, transformacije koje su poznate pod nazivom Lorencove®™ imaju
oblik
x — ut t— %
2 = —— vy =y, 2=z = 7022, (1.47)
1-% 1-%
odnosno ) ) o
T+ ut + S
= ——, y=1vy, z=2, t:702. (1.48)
1-% 1-%

“OTransformacije ovog oblika je 1890. godine dobio Hendrik A. Lorenc (1853-1928) u
vezi sa elektromagnetnim pojavama. Znacaj Ajnstajna je u tome §to je prvi uvideo njihovu
vaznost i dao im odgovarajucéu interpretaciju u okviru specijalne teorije relativnosti.
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One povezuju prostorno vremenske koordinate (z,y, z,t) i (¢/, v/, 2/, ') jednog
istog dogadaja posmatranog iz dva inercijalna sistema reference S i S’ za
slucaj kada se sistem S’ kreée duz x ose konstatnom brzinom u.*!

1.5.2 Relativisticki zakon sabiranja brzina

Neka je, kao i do sada, S stacionarni sistem reference a S’ sistem koji se
u odnosu na njega kre¢e brzinom « = ué,. Neka neko telo ima brzinu ¢ u
odnosu na sistem S. Gledano iz sistema S’ njegova brzina ¢e biti ¥/, a njena
2/ komponenta je

, dr
UV, = @
Prema jednacini (1.47), diferencijali dz’ i dt’ su
dz — udt dt — %5d
do! = E 2Dy gy = T2 (1.49)
VI—% 1-4%
a njihov odnos je
x dz *
¥ 1-a%

Kako je dx/dt u stvari vy komponenta brzine tela u odnosu na sistem S,
transformacioni izraz za v/, komponentu brzine postaje

Ve — U
(&

Na analogan nacin, polazeéi od toga da je v, = dy'/dt’ i v}, = d2'/dt, dobija
se da za preostale dve komponente brzine vaze relacije

/ ,Uy \/ _Zé / vz\/ _%22 (1 51)
vy = ———, U, = ———— .

voo1-%e f1-Ye
Razlicitost izraza za transformaciju brzine po komponentama je izazvana
¢injenicom da se sistem S’ kreée duz x ose u odnosu na sistem S. U sluc¢aju
da se kretanje odvija duz y ili z ose doslo bi do odgovarajuée izmene trans-
formacionih relacija.
U slucaju da su i v, i ¥ mnogo manje brzine od brzine svetlosti ¢, imenilac
u izrazu (1.50) je jednak jedinici, pa ovaj izraz postaje vl = v, — u, $to

“Primetimo da se polazeéi od istog izraza (1.33) uz uslov da je t =t (i bez koriséenja
uslova da je brzina svetlosti ista u svim sistemima reference), dobijaju Galilejeve trans-
formacije izmedu sistema S i S’.
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predstavlja Galilejev zakon sabiranja brzina. U drugom grani¢nom slucaju,
kada je v, = u = ¢, ova jednacina (1.50) daje

c—u c(l—-%
vl = — = (1_uc):c.
c? c

Drugim rec¢ima, ako se neko telo kre¢e brzinom ¢ u odnosu na posmatraca
koji se nalazi u sistemu S, onda nezavisno od relativne brzine sistema,
obavezno ima istu brzinu i u odnosu na posmatraca koji se nalazi u sis-
temu S’

Formule (1.50) i (1.51) omogu¢uju da se, ako su poznate komponente
brzine vy, vy 1 v, tela u odnosu na sistem .S, dobiju njene komponente v/, v;
i v, u odnosu na sistem S’. Obrnuto, ukoliko su poznate komponente brzine

u odnosu na sistem S’, komponente brzine u odnosu na sistem S glase*?

/
vy = et (1.52)
uv,,
1+ h
VA1 — e i1 — %
Uy = . uU/C2 ) Uy = - U’UIC2 . (153)
1 + C2z 1 + sz

1.5.3 Ubrzanje u specijalnoj teoriji relativnosti

Dekartove komponente ubrzanja ¢estice u sistemu S definisane su izrazima

dvg B % dv,

Ay — E, ay = dt ; a, = E, (154)
dok su u S’ , o /
dv), v dv,

(1; = W, CL;J = T;, CLIZ == ! . (155)

Diferencijali komponenti brzine u S’ se nalaze iz formula (1.50) i (1.51) pa
je tako na primer

dvg u?

Kako je diferencijal vremena u sistemu S’ zadat relacijom (1.49), x kompo-
nenta ubrzanja u ovom sistemu e biti

/ 1_ﬁ 3/2
AL ) (1.56)

ax—@ (1_%)3 T

420ve formule se dobijaju kada se zamene mesta primovanim i neprimovanim kompo-
nentama u relacijama (1.50) i (1.51) uz zamenu brzine u sa —u.



40 GLAVA 1. KINEMATIKA SPECIJALNE TEORIJE RELATIVNOSTI

Za preostale dve komponente se na analogan nacin dobija

2 2
Sy 1% w0
Y dt! (1_%)2 Y 62(1_%)3 &
dv’ 1- 4 w.(1— %
o, =% < __a,+ a cg)cz : (1.57)

oot (1-E)2T (1 )3

Na osnovu ovih relacija, koje omogucéuju transformaciju komponenti ubrzanja
izmedu dva inercijalna sistema reference, mozemo da zaklju¢imo da ubrzanje
nije invarijantna veli¢ina, $to je razli¢ito u odnosu na situaciju u Njutnovoj
mehanici. Svi inercijalni posmatraci ¢e medutim biti saglasni da ubrzanje
postoji. Drugim rec¢ima, ako se Cestica gledano iz jednog inercijalnog sistema
reference krece ubrzano, onda je ona ubrzana i u svim ostalim sistemima
reference. Takode, ukoliko je ubrzanje u jednom od njih nula, onda je ono
jednako nuli i za sve ostale sisteme.

1.6 Osnovne posledice Lorencovih transformacija

Formule za dilataciju vremena i kontrakciju duzine su veé¢ izvedene pri-
menom postulata STR. Sada ¢e biti pokazano kako se one dobijaju na osnovu
Lorencovih transformacija.

1.6.1 Dilatacija vremena

Neka se u koordinatnom pocetku inercijalnog sistema reference S’ nalazi
sat. On ¢e pokazivati vreme ¢’ a njegove koordinate u tom sistemu reference
suz’ =19y =2 = 0. Ako zamenimo te vrednosti prostorno-vremenskih
koordinata u izraze za Lorencove transformacije (1.48), dobi¢emo koordinate
sata gledano iz laboratorijskog (nepokretnog) sistema u odnosu na koji se
sat, odnosno njegov sopstveni sistem reference S’, kreée brzinom u: x =

ut,y = 0,z = 0 (zato $to se gledano iz S sat kreée duz x ose). Vremenska

koordinata ¢ée biti
t 2
= il = 11— (1.58)
1-% ¢

c2

Ret je zapravo o relacijama koje predstavljaju vezu izmedu intervala vre-
mena koje pokazuju sat u laboratorijskom i sat u pokretnom sistemu refe-
rence. Kao $to smo i ranije zakljucili, vreme koje pokazuje sat u sistemu S’
u kome miruje, manje je od vremena izmerenog u sistemu S. Vreme t’ koje
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pokazuje sat u sistemu reference u kome miruje, naziva se sopstveno vreme*3

i, kao §to je ranije receno, Cesto se oznacCava sa T.

1.6.2 Kontrakcija duzine

Neka je za Stap, koji se u pravcu

svoje ose simetrije kre¢e brzinom wu y ty

u odnosu na sistem S, vezan sis- | u

tem S’ (slika 1.19). Interesantno je

uporediti duzinu Stapa, merenu iz ra- x,=0 x=l,
zlicitih inercijalnih sistema reference. ol ol X, %X

U tu svrhu je kljuéno utvrditi kako se

dolazi do njene vrednosti. Potrebno gjika 1.19: Upredivanje duzine stapa u
je naime odrediti koordinate krajeva dva sistema reference.

Stapa u jednom istom trenutku pa

tek onda napraviti njihovu razliku. Duzina Stapa merena u njegovom
sopstvenom sistemu reference S’, naziva se sopstvena duzina i obi¢no
oznacCava sa lyg. Neka se jedan kraj Stapa nalazi u koordinatnom pocetku
(z} = 0), a drugi na mestu sa koordinatom z%, = ly. Iz Lorencovih transfor-
macija (1.47) se, za krajeve Stapa, gledano iz sistema S, dobija: z1 = ut i
x9 = lp\/1 — u?/c? + ut. Razlika ovih dveju koordinata predstavlja duzinu
Stapa u sistemu S

I=1Ip/1 - —. (1.59)

Pokretni Stap je prema ovoj relaciji kraéi od stapa koji se nalazi u stanju
mirovanja.

1.6.3 Paradoks blizanaca sa stanovista Lorencovih transfor-
macija

Pretpostavimo da kosmicki brod kreée sa Zemlje iz tacke A, trenutno ubrzava
i odlazi duz x ose brzinom u. Kada dode u neku tacku B, okreée, kreée se
ka Zemlji istom brzinom, ko¢i i zaustavlja se u istoj tacki iz koje je posao.
Recimo da su odgovarajuéi inercijalni sistemi reference Zemlje, broda koji
odlazi i broda koji se vraca na nju, oznaceni slovima S, S’ i S” respek-
tivno. Uporedimo interval vremena Aty, izmedu odlaska i dolaska broda,
izmerenog satom koji je na Zemlji sa intervalom vremena Aty, izmedu istih
dogadaja, izmerenim satom koji se nalazi na brodu.

43Konkretna konstrukcija satova je nebitna i ne utice na ovaj efekat, jer je re¢ o tome
da vremenski intervali viSe nisu invarijantni za razli¢ite sisteme reference.
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Interval vremena izmedu pomenuta dva dogadaja, izmeren na Zemlji je
Aty =taa —t1a, (1.60)

gde je sa t14 oznaCen trenutak odlaska broda sa Zemlje, meren po ze-
maljskom satu, a sa to4 trenutak povratka u istu tacku na Zemlji. Pogodno
je podeliti kretanje broda na dve etape, prva se odnosi na kretanje sa Zemlje
i dolazak u tacku B koji se deSava u trenutku tp a druga je polazak iz tacke
B i povratak na Zemlju. Potreban interval vremena za prvu etapu puta je
Atap =tp —t14, a za drugu Atpg = to4 — tp, pa je vreme (1.60)

Aty = Atap + Atpa = (tp — t14) + (toa — tB). (1.61)

Vremena merena u S’ i u S” su sa vremenom merenim u S povezana na
slede¢i nacin®* " "

S L i (1.62)

, .
_u? _u?
c? c?

Sada treba izra¢unati interval vremena koji je izmerio kosmonaut koji se
nalazio u brodu. Njegovo kretanje je logi¢no podeliti takode na dve etape
pa ¢e ukupno vreme koje je izmerio biti

Aty = At + At (1.63)

gde je At' = t’y — 1) 4 vreme koje mu je po njegovom satu trebalo da dode
od tacke A’ do tacke B', a At” =4, —t';, vreme koje mu je bilo potrebno
(po njegovom satu) da dode od tacke B” do tacke A”.

S obzirom na relacije (1.62) pomenuti intervali vremena su

tp— =rp  tia— gra  tp—tiat+ z(za—2B)
2 2 2 )
Ji-g i -5

[N T taa+ zra  tB+ 2TB _ tZA_tB‘FC%(ﬂCA_xB)'

At =ty —th, =

(1.64)
Imajuéi u vidu da je
B — XA . rA—ITB .

)

u?
tp —tia toa — 1B

44Predznak brzine u drugom izrazu je negativan jer se u tom slu¢aju kretanje odvija ka
Zemlji.
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zamenom u (1.64), za trazeno vreme se dobija

e L
Atb:(tB—tlA)7022 —I—(tzA—tB)iCQQ, (1.65)
1 u? 1 u?
C C

odnosno

u? u?
Aty = [(tp = t1a) + (t2a — tB)]|[1 = 75 = Atz|[1— . (1.66)

Ovaj zadatak se moze resiti i sa pozicije kosmonauta koji se nalazi u
brodu. Sat koji miruje u odnosu na brod, pokazuje njegovo spostveno vreme
pa je

Aty = Aty + Atg. (1.67)

Vreme mereno prema zemaljskom satu je

At At] At
At/—l—At” _ 0 : + 0 b
u

g s g

sto se poklapa sa formulom (1.66).

Na ovaj nacin se vidi da, bez obzira na nac¢in izra¢unavanja, vreme u
kosmickom brodu tece sporije nego na Zemlji. Kad bi brzina broda bila
u = 0,9998¢, vreme bi teklo oko 50 puta sporije (At, = 1/50Atz). Kao
posledica te ¢injenice, ukoliko bi jedan blizanac otiSao ovom brzinom na
putovanje kosmosom, i pri tom (po svom kalendaru) ostareo 1 godinu, njegov
brat koji je ostao na Zemlji bi ostareo 50 godina.®

(1.68)

1.7 Interval

Vratimo se za trenutak u Njutnovu mehaniku i podsetimo se kako se odreduje
kvadrat rastojanja Al dve tacke sa koordinatama (z1,y1,21) 1 (%2, y2,22). S
obzirom na to da je prostor klasi¢cne mehanike ravan, primenom Pitagorine
teoreme se dobija

A% = Az? + Ay? + A2, (1.69)

4>Usporavanje protoka vremena u kosmickog brodu koji se kre¢e veoma brzo, daje prin-
cipijelnu moguénost putovanja ka dalekim zvezdanim sistemima (naravnom, o ovim puto-
vanjima ljudi koji bi ostali na Zemlji ne bi mogli nista da saznaju). Primetimo da danas
nisu poznati tehnicki uslovi (npr. izvori energije koji bi obezbedili ovakvo putovanje) koji
bi mogli da obezbede da se kosmicki brod ubrza do ovako velikih (ultra)relativistickih
brzina. Ovo tim pre jer je i ubrzavanje elementarnih ¢estica do tih brzina kompleksan i
tesko resiv problem.
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gde je Ax = xo—x1, Ay =yo—y1 1 Az = 290 — z1. Koordinate ove dve tacke
u principu mogu da budu koordinate dva dogadaja, jednog koji se desio u
t1 i drugog koji se desio u t3, pri ¢emu je vremenski interval izmedu njih
At = t9 — t1. Uvek kada pominjemo koordinate nekog dogadaja moramo
da naglasimo u odnosu na koji sistem ih merimo. Neka to bude neki sistem
S koji ¢emo smatrati laboratorijskim odnosno ”"nepokretnim”. Gledano iz
nekog drugog inercijalnog sistema reference S’, koji se u odnosu na labo-
ratorijski kre¢e uniformno brzinom u, prostorne i vremenske koordinate ova
dva dogadaja ¢e biti (zf,y], 21, t1) 1 (2, vh, 25, t5), a kvadrat prostornog
rastojanja

Al = Az + Ay + A2, (1.70)

dok je vremenski interval At’ = ¢, — ¢}. Relativno lako se proverava da je
prostorni interval (1.69) invarijantan u odnosu na Galilejeve transformacije
(1.31) tj. da vazi da je Al’ = Al. Za vremenski interval je stvar trivijalna
s obzirom na to da je vreme u mehanici malih brzina apsolutno, pa vazi
At' = At. Drugim rec¢ima, vremenski intervali i prostorna rastojanja u
njutnovskoj mehanici ne zavise od toga iz kog inercijalnog sistema reference
se mere.

Kada je re¢ o telima koja se kreéu velikim brzinama, videli smo da ni
prostorna rastojanja a ni vremenski intervali nisu invarijantni (efekti kon-
trakcije duzine i dilatacije vremena) a da je veza dva inercijalna sistema
reference data Lorencovim transformacijama. Postavlja se logi¢no pitanje
da li mozda i u ovom slucaju postoji neka veli¢ina kojom se moze opisati
"rastojanje” izmedu dogadaja a ¢iji bi oblik bio invarijantan odnosno neza-
visan od izbora inercijalnog sistema reference.

S obzirom na to da je do sada postalo jasno da je, u slucaju kretanja
velikim brzinama, vremenska koordinata ravnopravna i neodvojiva od pros-
tornih, kao i to da su koordinate dva dogadaja (x1,y1, 21, ct1) i (22, y2, 22, cta)
(od sada pa na dalje ée ¢esto umesto vremena biti koriséen proizvod vremena
i brzine svetlosti u vakuumu jer ima dimenzije duzine), logi¢no je pokusati
zadavanje trazenog izraza u obliku

As? = A2 + AA2 = Az? + Ay? + A2 + AAL.

Lako je medutim pokazati da ovaj izraz nije invarijantan u odnosu na Loren-
cove transformacije, odnosno da nema istu vrednost za sve inercijalne pos-
matrace. Pokazuje se, medutim da izraz

As? = AL — AP = A — Ax? — Ay? — AZ? (1.71)
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ostaje invarijantan pri prelazu iz jednog inercijalnog sistema u drugi. Ovaj
izraz predstavlja kvadrat invarijantnog intervala.*

Napomenimo na kraju jo§ jednu veoma vaznu stvar, a to je da dok je
izraz (1.69) uvek pozitivan, izraz za kvadrat intervala u specijalnoj teoriji
relativnosti (1.71) moze da bude pozitivan, negativan ali i jednaki nuli!

1.7.1 Tipovi intervala

Kako interval (1.71) moze da ima tri grupe vrednosti, potrebno je posebno
ih proanalizirati. Kada je As? > 0 re¢ je o intervalima takozvanog vre-
menskog tipa jer u njihovom izrazu dominira prvi sabirak koji je u vezi sa
vremenskim intervalom izmedu dva dogadaja. Kako je interval definisan kao
invarijantna veli¢ina, ukoliko je on vremenskog tipa u jednom inercijalnom
sistemu reference, bic¢e takav i u svim ostalim. Pri tome naravno merenja iz
ostalih inercijalnih sistema daju razli¢ite vrednosti za At i Al’ ali je njihov
medusobni odnos uvek takav da je c?At’? > Al’2. U takve sisteme spada i
sistem u kome se dogadaji deSavaju na istom mestu u prostoru, odnosno za
koji je Al'’ = 0. Tada je
As? = A2,

a vreme t' izmereno u njemu je sopstveno vreme. Ono je sa vremenom iz
sistema S, s obzirom na invarijantnost As, povezano na sledeé¢i na¢in

CAL? = A — AP, (1.72)

odnosno

Adt”? = Adt? — di?, (1.73)

ukoliko pretpostavimo da su koordinatne separacije infinitezimalne. 1z relaci-
je (1.72) se takode vidi da je vremenski interval medu dogadajima ovakvog
tipa u svakom drugom sistemu reference veéi nego u S’ u kome se oni odi-
gravaju na istom mestu. Za intervale vremenskog tipa, u svim inercijalnim
sistemima reference jedan dogadaj se deSava pre a drugi posle. Drugim
re¢ima, ne postoji sistem reference u kojem bi ovakva dva dogadaja (raz-
dvojena vremenskim intervalom) bila istovremena.

Intervali za koje je As? < 0, s obzirom na dominaciju prostornog dela
Az? + Ay? + Az? u njima, u odnosu na vremenski deo c?At?, nazivaju
se prostornim. Kao i u prethodnom slu¢aju, kako je re¢ o invarijantnoj

46Naglasimo da izbor invarijantnog intervala nije potpuno jednoznacan jer ako je izraz
(1.71) invarijantan u odnosu na Lorencove transformacije, invarijantan je takode i izraz

—AA + Az? 4+ Ay? + A2
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veli¢ini, ona je ista u svim inercijalnim sistemima reference. Kako i At i Al
mogu da imaju bilo koje vrednosti uz jedini uslov da je As? < 0, postoji bar
jedan sistem reference u kome su dogadaji istovremeni, to jest za koji vazi
At' = 0. U tom sluéaju, s obzirom na invarijantnost As?, vazi

As? = —AP,

(interval takvih dogadaja se svodi samo na prostorni interval) a rastojanje
ova dva dogadaja u sistemu S’ u kome su istovremeni, naziva se sopstveno
rastojangje. Iz invarijantnosti intervala onda sledi da ¢e u svakom drugom
sistemu reference njihova prostorna razdvojenost biti ve¢a. Dva dogadaja
razdvojena intervalom prostornog tipa ne mogu se odigravati na istom mestu
ni u jednom sistemu reference.

Za As? = 0 intervali se nazivaju homogeni, nulti ili svetlosni. Za
njih je cAt = Al. Ukoliko postoji sistem reference u kome se dva dogadaja
desavaju na istom mestu (Al = 0) i istovremeno (At = 0), onda ¢e oni
(zbog invarijantnosti intervala) biti povezani nultim intervalom i u svakom
drugom inercijalnom sistemu reference.

1.8 Prostor Minkovskog

Konfiguracioni prostor njutnovske fizike (fizicki prostor u kome se odigrava
kretanje tela) je primer euklidskog odnosno ravnog prostora.*” U jednom
takvom prostoru, kvadrat rastojanja dve beskonacno bliske tacke je, prema
relaciji (1.69), zadat izrazom

di* = da? + dy* + d2*. (1.74)

Iz ove relacije se mogu izvuéi sve neophodne informacije o prostoru u kome
se odvija kretanje. Kako izraz (1.74) omogudéuje i merenje rastojanja u ovom
prostoru, on se naziva njegovom metrickom formom ili metrikom. Uocimo
takode da je metrika prostora jednaka skalarnom proizvodu diferencijala
vektora polozaja® 7 = zé, +yéy + 2€. sa samim sobom. Iz oblika metrike se
takode moze zakljuciti da li ona odgovara prostoru koji je ravan ili zakrivljen.
Naime, ukoliko je metrika oblika (1.74), odnosno uz diferencijale dzx, dy i dz
stoje konstante, to zna¢i da je posmatrani prostor ravan. U slucaju da se
u metrici uz pomenute diferencijale nalaze funkcije promenljivih x, ¥, z, i ne

47Jedan od kriterijuma za proveru da li je prostor ravan ili zakrivljen je ispitivanje da
li u njemu za svaki trougao vazi o+ 8+~ = 180° (a, 8 i 7y su uglovi trougla), odnosno za
svaku kruznicu O/r = 2, gde je O obim a r polupreénik kruznice.

*80vaj vektor prikazuje infinitezimalno pomeranje posmatrane materijalne tacke.
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postoji transformacija koordinata kojom metrika ovog oblika moze da se u
celom prostoru svede na oblik sa konstantama ispred diferencijala, prostor
je zakrivljen.

Postupajuéi na isti nacin i u slu¢aju prostor-vremena specijalne teorije
relativnosti, polazeéi od izraza (1.71), za njegovu metriku se dobija

ds® = Adt? — da® — dy® — d2°. 1.75
Yy

Kako uz diferencijale nezavisno promenljivih stoje konstante, 4-dimenzional-
ni prostor specijalne teorije relativnosti je, slicno 3-dimenzionalnom prostoru
Njutnove mehanike, ravan. S obzirom na to da u izrazu za metriku imamo i
negativne kvadrate diferencijala promenljivih, metrika nije euklidska veé se
naziva pseudo-euklidskom.

Prostor sa ovakvim osobinama je uveo matematicar Herman Minkovski
i po njemu nosi ime prostor Minkovskog.** On je 1907. godine, na bazi
radova Poenkarea, pokazao da se Ajnstajnova specijalna teorija relativnosti
moze, na veoma elegantan nacin, prikazati u ovakvom prostoru.

1.8.1 Grafici u prostor-vremenu

Kao i u drugim prostorima i

u prostoru Minkovskog je od A -
. 3 . . i . ct svetska linija
velike vaznosti prikazivanje blizanca-putnika
kinematickih funkcionalnih
zavisnosti graficima. Pre svetska linija
svega je od interesa prikazati blizanca koji -
ostaje na Zemlji svetska linija

zavisnost pozicije tela prikazane
koordinatama x,y,z od vre-
mena. Kako je re¢ o ¢etvo-
rodimenzionalnom prostoru,
taj zadatak je nemogué, jer
bi sve ¢etiri koordinatne ose
trebalo da budu medusobno Slika 1.20: Paradoks blizanaca prikazan na
pod pravim uglom. Medutim grafiku u prostor-vremenu.
ako za pocetak posmatramo
samo kretanje koje se odvija duz x ose onda y i z osu i ne moramo da
prikazujemo, pa ¢e nam se dogadaji odigravati u (ct, x) ravni.

Za konstrukciju prostorno-vremenskih grafika ordinatna osa je obi¢no
vremenska (u stvari ct) osa, dok je apscisna osa prostorna koordinata x.
Svaka linija koja se nacrta na takvom grafiku se naziva svetska linija.

svetlosti

»
'

X

“Herman Minkovski (1864-1909), nemacki matematicar litvansko-jevrejskog porekla.
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Paradoks blizanaca je prikazan na takvom grafikonu na slici 1.20. U
pocetnom trenutku vremena svetske linije oba brata se poklapaju jer se
nalaze na istom mestu u prostor-vremenu. Kada jedan od njih krene na put,
ukoliko se kreé¢e konstantnom brzinom, put koji je presao je jednak x = vt,
Sto se moze napisati u obliku ¢t = £z. Kako je v < ¢ to Ce i dirigovati
nagibni ugao odgovarajuce svetske linije. U skladu sa tim ée svetska linija
brata-putnika imati nagibni ugao, u odnosu na = osu (slika 1.20), veéi od
7 /4. Dakle, svetska linija se udaljava od linije brata blizanca koja se, posto
on ostaje na istom mestu (ne menja mu se x koordinata), poklapa sa ct
osom. U momentu kada se oni opet sastanu, s obzirom na to da se tada
opet nalaze na istom mestu, svetske linije ¢e im se prese¢i. Da bi se to
desilo, svetska linija blizanca koji putuje mora da bude izlomljena, odnosno
kada krene nazad ka Zemlji, ona menja nagib prema x osi.

Svetske linije svetlosnog pulsa
(prave ¢ije su jedna¢ine x = =ct) ct
su dijagonale u prostor-vremenu, S
odnosno linije sa nagibom od 45°
koje idu kroz prvi ili drugi kvad-
rant u zavisnosti od toga da li apsolutno
se svetlost kreée u pozitivnom ili  udaljeni dogadjaji
negativnom smeru x ose.  Sve
svetske linije moguc¢ih dogadaja
sa blizancima, s obzirom na to
da njihova brzina mora da bude

apsolutna  »
< buducnost

svetlosni konus

apsolutno
udaljeni dogadjaji

X

apsolutna

manja od brzine svetlosti, nalaze I

se izmedu ove dve svetske linije
svetlosti. Ako svetske linije svet- Slika 1.21: Svetlosni konus.
losti zarotiramo oko ct ose dobi-
jamo takozvani ”svetlosni konus” (slika 1.21). U éetvorodimenzionalnom
prostoru se radi o hiperpovr§i koja se naziva hiperkonus ¢ija jednacina je
22 4+ y? + 22 = A2

Za sve tacke unutar svetlosnog konusa je c*t?> > 2, tj. one predstavljaju
dogadaje koji su od nultog dogadaja razdvojeni intervalom vremenskog tipa.
Sve svetske tacke koje leze unutar konusa i iznad x ose (¢t > 0), predstav-
ljaju dogadaje koji slede nulti dogadaj, dok tacke unutar konusa, ali ispod
x ose, odgovaraju dogadajima koji prethode nultom dogadaju, nezavisno od
izbora sistema reference. Iz tog razloga se unutrasnjosti svetlosnog konusa
("gornja” i ”donja”) nazivaju apsolutna buduénost i apsolutna proslost, res-
pektivno.

U oblasti van svetlosnog konusa vazi ¢

2t2

2t2 — 22 < 0 i u njoj se nalaze
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svetske tacke dogadaja koji su od nultog razdvojeni prostornim intervalom.
Ovakvi dogadaji su prostorno apsolutno razdvojeni od nultog dogadaja pa
se ta oblast naziva oblast apsolutno udaljenih dogadaja.

1.8.2 Duzine pravih linija u prostoru Minkovskog

Da bi tvrdenja izneta u vezi sa prostorom Minkovskog do sada bila jasnija
pozabavimo se malo slede¢im problemom. Na slici 1.22 su prikazana dva
trougla u (ct, z) ravni prostora Minkovskog. Hajde da proverimo dve stvari:
(i) Koja od stranica trougla ABC je najduza a koja najkraca?
(ii) Koja je najkraca putanja izmedu tacaka A i C' — prava linija izmedu
njih ili putanja ABC koja ide preko druge dve stranice trougla?
Zatim ¢emo odgovoriti na ista pitanja u slu¢aju trougla A’B'C".
Kako je re¢ o prostoru Minkovskog, duzine
stranica se odreduju na osnovu formule (1.71),  4ct
uz Ay = Az = 0, uzimajuéi da je rastojanje

recimo od A do B zadato kao lap = \/|As? 5]

(s obzirom na to da kvadrat intervala moze da 3
bude i negativan). A B

Kako su koordinate tacaka prvog trougla u
(ct,x) ravni A = (4,1), B=(4,6) 1 C = (7,6), N
kvadrati posmatranih intervala su As% 5 = (4— x
4)2 — (6 —1)? = =52, As% = (7T—4)? — (6 —
1)?2 = —4%i Ash = (T—4)? — (6 — 6)% = 3%,
dok koreni njihovih apsolutnih vrednosti iznose
lap = 5, lac = 41ilgc = 3. Na osnovu toga
je:

(i) Najduza stranica AB a najkraca BC;

(ii) Najkraéi put od A do C pravom linijom koja ih spaja.

U Slucaju trougla A’B’C’, kako su koordinate temena zadate sa A’ =
(1,7), B' = (4,10) i C" = (7,7), kvadrati intervala su As?%,5 = (4 — 1)% —
(10-7)%2 =0, As%,c = (T-1)2—(7T-7)2 = 621 As%, o = (T—4)2—(7-10)% =
0. Na osnovu toga se odgovori malo razlikuju od prethodnih i glase:

(i) Najduza stranica je A’C" a druge dve imaju duzinu 0;

(ii) Najkradéi put od A’ do C’ nije pravom linijom koja ih spaja (to je ¢ak
najduzi!) ve¢ ”okolnim” putem po putanjama koje odgovaraju svetlosnim,
pri ¢emu je duzina tog puta u prostor-vremenu jednaka nuli!

Slika 1.22: Odredivanje rasto-
janja u prostoru Minkovskog.
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1.8.3 Svetlosni konusi

Izbor "nulte tacke” za koju je na slici

1.21 skiciran svetlosni konus je arbi- ct

traran. To znaci da se za svaku svetsku

tacku P (dogadaj, odnosno ta¢ku u pros-

toru Minkovskog) mogu konstruisati dva

svetlosna konusa kao trodimenzionalne P y
povrsi u ¢etvorodimenzionalnom prostor-
vremenu ¢iju poziciju odreduju tacke
koje su od tacke P odvojene nultim inter-
valom. Jedan konus generidu zraci svet- Slika 1.23: Svetlosni konusi tacke P.
losti koji se razilaze polaze¢i od P (konus

buduénosti tacke P), dok granicu drugog generisu zraci koji konvergiraju ka
ovoj tacki (konus proslosti).

Primetimo da nista u
ovim definicijama ne zavi-

{ od izbora s i I
si od izbora sistema referen-

iy
ce ve¢ su u pitanju samo ' "
geometrijski pojmovi. Za L ‘
vizuelizaciju je neophodno 0 ‘

izabrati konkretan inercijalni

sistem reference a primer je Y / Y
dat na slici 1.23. (@) ()

Posto svaka tacka ima Slika 1.24: (a) Putanja svetlosti je tangenta
svoj svetlosni konus on je . gyetlosni konus u svakoj tacki putanje. (b)
veoma vazna karakteristika Putanja definisana intervalima vremenskog tipa
geometrije prostor-vremena. u svakoj tacki putanje lezi unutar konusa.
Svetske tacke koje su od
tacke P razdvojene vremenskim intervalom nalaze se unutar konusa (tacka
A na slici 1.23). Tacke koje su odvojene prostornim intervalom nalaze se
van konusa (tacka B na slici 1.23).

Svetske putanje svetlosnih zraka su prave linije u prostor-vremenu kon-
stantnog nagiba koji odgovara brzini svetlosti i nalaze se na svetlosnom
konusu. U svakoj tacki P duz svetske linije svetlosnog zraka, ta prava linija
je tangenta na svetlosni konus te tacke (slika 1.24). Interval izmedu dve
tacke na putanji svetlosnog zraka je nula.

Cestice nenulte mase se kreéu duz linija ¢ije tacke su odvojene vremen-
skim intervalima i nalaze se uvek unutar svetlosnog konusa svake tacke na
putanji §to odgovara Cinjenici da je 3-brzina date cestice uvek manja od
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brzine svetlosti u datoj tacki.®”

Svetlosni konusi usled toga definisu kauzalnu vezu izmedu tac¢aka u pros-
tor—vremenu. Tako dogadaj koji se odigrao u tacki P moze da uti¢e samo
na tacke koje se nalaze u ili na njegovom svetlosnom konusu buduénosti.
Takode u tu tacku mogu da dodu samo informacije koje se nalaze u ili na
svetlosnom konusu proslosti. Svi dogadaji koji se odigravaju iza dogadaja
P nalaze se u njegovom svetlosnom konusu buduénosti. Unutrasnjost i
spoljasnost konusa su karakteristike geometrije prostor—vremena a ne izbora
sistema reference, te su stoga iste u svim sistemima.

Dve susedne tacke na svetskoj liniji vre-
menskog tipa su po definiciji odvojene in- ct
tervalom vremenskog tipa. Stoga duz takve
linije vazi da je ds® = c2dt> — dI? >
0 i da postoji sistem reference u kojem <
je ds?> = c2dt’?. Taj sistem je zapravo cAt 4 [ At
vezan za sat koji oCitava vreme t' i u tom
smislu je to njegov sopstveni sistem. Vreme
koje on ocitava se zbog toga, kao Sto je
ve¢ napomenuto, zove sopstveno vreme i A
oznaCava sa 7. Iz tog razloga se interval
sopstvenog vremena dr obi¢no koristi da
pokaze koliki je pomeraj nacinjen (u jedini-
cama vremena) duz svetske linije, a njegov
kvadrat je zadat izrazom

/*

Slika 1.25: Sopstveno vreme i ko-
ordinatno vreme duz krive vre-
menskog tipa.

dr? = —. (1.76)

Interval sopstvenog vremena 74p izmedu dve tacke A i B na svetskoj
liniji vremenskog tipa moze da se izra¢una (na osnovu (1.76) i (1.75)) kao
integral

B 1 rB
TAB:/ dT:*/ \/Cth2—dx2—dy2—d22
A CJA
tp 1| /dx\? dy\ 2 dz\?
= dt,|1— = || — — — 1.77
/. & [(dt) (@) + (@) | (L77)

50Pomenimo na ovom mestu da entiteti ¢ije su svetske tacke povezane prostornim inter-
valima teorijski nisu zabranjeni. Takve hipoteticke Cestice se nazivaju tahioni i oni nikada
ne mogu da se kreéu brzinama manjim od brzine svetlosti.
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ili kompaktnije

tp 02
TAB:/ dt 1—7. (1.78)
ta (&
Sopstveno vreme 745 je kracée nego interval tp —t4 jer je /1 — v?/c? manji
od jedan. Ovim je u stvari opisan fenomen dilatacije vremena ¢ija geometrij-

ska sustina je prikazana na slici 1.25. Cesto se koristi i diferencijalna forma
jednacine (1.78) dr = dty/1 — Z—;

Paradoks blizanaca

Jednagina (1.78) pokazuje da ¢e vreme koje ¢e pokazati sat koji se krece

izmedu dve tacke u prostoru zavisiti od putanje kojom ¢e iéi izmedu njih

cak i ukoliko se vrati u mesto polaska — §to dovodi do ve¢ pominjanog

paradoksa blizanaca.

Svetske linije blizanaca su prikazane

ponovo na slici 1.26 gde je uzeto u obzir ct
. . , ct, (xp.cty)

da se onaj koji putuje ne krece sve vreme

konstantnom brzinom. Stoga njegova

blizanac koji

=Y .
svetska linija nije sastavljena od dve duzi g = putuje
(kao na slici 1.20) veé¢ ima zakrivljen ob- =N
. , . . © =
lik. Oba krecu iz iste tacke u prostoru
i vremenu u nekom inercijalnom sistemu ¢z, (xp.ct))
reference, recimo iz * = xp ut = tj. p

Blizanac putnik se udaljava u prostor-
vremenu a kasnije vraca u istu prostornu
tacku ali u drugom momentu vremena to.
Vreme koje je proteklo, po satu onoga
koji nije putovao iznosi to — t1. Vreme
koje je pokazao sat onoga koji je putovao
je uvek manje usled postojanja faktora
V1 —v%/c? u izrazu (1.78) §to znaci da ¢e blizanac koji se kretao stareti
sporije od drugoga.

Paradoks blizanaca ilustruje jednu vaznu karakteristiku pseudo-euklidske
geometrije ravnog prostor-vremena. Kao $to pokazuje formula (1.78) svako
rastojanje koje duz svetske linije (vremenskog tipa) u prostor-vremenu prede
blizanac koji putuje, izmedu tacaka A = (zp,t1) i B = (xp,t2), manje je
duzine od onoga koje prede blizanac koji miruje. Na slici 1.26 to izgleda
drugacije, medutim, treba imati u vidu da su na njoj prikazane tacke i tra-
jektorije geometrije koja nije euklidska, kao i to da mi vizuelno procenjujemo

Slika 1.26: Preciznija slika svet-
skih linija blizanaca (uzima u obzir
ubrzanja).
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rastojanja na euklidski nacin. Udaljenost tacaka u prostoru Minkovskog se
pak moraju izracunati preko formule (1.71). Putanja ¢ija je svetska linija
prava na slici 1.26 je najduze rastojanje izmedu dve linije odvojene inter-
valom vremenskog tipa u 4-dimenzionalnom prostor-vremenu. Primetimo
da je ovo potpuno suprotno od onoga Sto vazi u euklidskoj geometriji u
kojoj su prave linije, linije najkraceg rastojanja izmedu dve tacke.

1.8.4 Vektori u prostoru Minkovskog
4-vektori

Vektor u prostoru Minkovskog ili 4-

vektor®! se definise kao orijentisana duz u ct vremenski
ovom prostoru, analogno nac¢inu na koji N
svetlos svetlosni

se definiSu vektori u 3-dimenzionalnom

euklidskom prostoru. U ovom tekstu ce, .
progtorni

da bi se razlikovali od 3-vektora koji ¢e prostorni
biti oznacavani na uobi¢ajen nacin stre-
. . s =it svetlosnil svetlosni
licom 1Z.nad Odgova.mra‘]uceg slova ’v, biti y N
oznaceni podebljanim slovima pa ¢e tako vremenski .
proizvoljni 4-vektor 've’ biti oznacen sim-
52

bolom v. Slika 1.27: Vremenski, prostorni

Za 4-vektore vaze mnoga pravila i gvetlosni 4-vektori. Svetlosni

analogna onima za 3-vektore, npr. sabi- imaju nultu duzinu u prostoru
ranje i oduzimanje se vrsi graficki po is- Minkovskog.
tim pravilima (recimo nadovezivanjem 4-
vektora), prenos vektora paralelno samom sebi ih ne menja, mnozenje
skalarom ne menja pravac vektora ve¢ samo njegov intenzitet, itd. In-
tenzitet 4-vektora je apsolutna vrednost prostorno-vremenskog rastojanja
izmedu njegovog kraja i pocetka. 4-vektori ¢iji pocetak i kraj povezuju
tacke koje su odvojene intervalom prostornog tipa, nazivaju se prostornim,
ako povezuju tacke koje su odvojene intervalom vremenskog tipa, nazivaju se
vremenskim a ako povezuju intervale svetlosnog tipa nazivaju se svetlosnim,
homogenim ili nultim (slika 1.27).

Kako definicija 4-vektora i pravila za operisanje njima nisu definisani ni
za jedan poseban sistem reference, znaci da vaze u svima. Drugim recima

51Takode se koristi i termin kvadrivektor.

520vo nije jedini nacin koji se sreée u literaturi za oznacavanje 4-vektora, veé samo nagin
koji je ovde usvojen u cilju stvaranja s§to manje zabune prilikom c¢itanja celog teksta,
koji osim specijalne sadrzi i opStu teoriju relativnosti. U knjigama koje se bave samo
specijalnom teorijom relativnosti ¢esto se 4-vektori oznacavaju velikim stampanim slovima.
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4-vektori su invarijantne veli¢ine — isti su u svim inercijalnim sistemima
reference. To je od velike vaznosti, jer ako zakone mehanike formuliS§emo
preko 4-vektora, to znac¢i da ¢e onda oni imati istu formu u svim inercijalnim
sistemima.

Bazisni 4-vektori i komponente

U bilo kom inercijalnom sistemu reference, bazisni 4-vektori se uvode analog-
no kao i u sluéaju 3-vektora, naime, to su jedini¢ni vektori koji su usmereni
duz ¢t = 2% = = 2!, y = 22 i 2z = 23 koordinatne ose respektivno.?
Oznacavacemo ih kao eg, e1, es i e3. Oni se nazivaju bazisni jer bilo koji
4-vektor moze da se prikaze kao njihova linearna kombinacija

v =v'eq + vle; + v%ey + vies, (1.79)
gde su v, v, v? i v3 komponente 4-vektora, ili, §to je ekvivalentno,
3
v = Z vle,. (1.80)
n=0

Ova jednacina moze da se zapise kompaktnije ukoliko se iskoristi Ajnstajnova
sumaciona konvencija da se po indeksima koji se ponove jednom kao donji
a drugi put kao gornji, podrazumeva sumiranje. Pri tome grcki indeksi se
sumiraju od 0 do 3 a latinski od 1 do 3. Drugim re¢ima izraz

v =vle,, (1.81)
predstavlja isto sto i (1.80). Za 3-vektore vazi sli¢no
7 = v'é;. (1.82)

Vazno je naglasiti da se sumiranje podrazumeva po bilo kom ponovljenom
indeksu, tako da jednacina (1.28) moze da se pise i preko drugih indeksa

v=1es=1ve, = .. (1.83)

Ponovljeni indeksi se zato zovu nems ili sumacioni indeks:.

Specificiranje bazisnih 4-vektora i komponenti 4-vektora je ekvivalentno
kompletnom zadavanju 4-vektora. U zavisnosti od okolnosti proizvoljan 4-
vektor v Ce biti zapisivan na vise ekvivalentnih nacina

v:(vo,vl,UQ,vg); v = (vo,f)’); [vH] = (vo,vl,vz,vg)ili [vM] = (vo,z_)’) (1.84)

53Na ovom mestu su uvedene jednostavnije oznake za koordinatne ose koje, kao sto ée
se videti, omoguéuju kompaktniji zapis formula.
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gde je sa U oznacen 3-vektorski deo datog 4-vektora a sa v njegova opsta
komponenta.

Komponente 4-vektora se razlikuju u razli¢itim sistemima reference s
obzirom na to da se razlikuju i bazisni 4-vektori. Komponente 4-vektora
(usmerene duzi) transformisu se izmedu sistema reference u skladu sa Loren-
covim transformacijama koje ih povezuju.

Ukoliko sa r = (ct,x,vy,2), odnosno r = (20, z!, 22, 23) definisemo 4-
vektor polozaja, njegove komponente ¢e se transformisati po zakonu

20 = (20 — Balt)y, 2t = (a! — Ba0)y, 2? = 22, 2 = 23, (1.85)

0

(8 =u/c), aisto pravilo ¢e vaziti i za komponente ma kog 4-vektora v

,U/O — ('UO _ 5’01)’}’, U/l — (’Ul o ﬁ’UO)'Y, ,UIZ _ U2, 1}/3 _ ,03. (186)

Skalarni proizvod

Skalarni proizvod dva 4-vektora v - u je veoma vazna operacija u prostoru
Minkovskog. On i u ovom slu¢aju mora da zadovoljava uobic¢ajena pravila

v-u=u-v,
v-(u+w)=v-utv-w,

(av)-u=a(v-u), (1.87)

gde su v, u i w bilo koja tri 4-vektora a « je neki broj.
Izra¢unavanje skalarnog proizvoda je jednostavno ukoliko su poznati
medusobni skalarni proizvodi svih bazisnih 4-vektora, jer je

v-u = (v%,) - (uPes) = v¥u’(e, - €p). (1.88)

Primetimo da u ovom izrazu imamo duplo sumiranje (i po a i po ).
Uobicajeno je da se skalarni proizvod bazisnih 4-vektora oznaci sa

Nap = €a - €3, (189)
nakon Cega je trazeni skalarni proizvod
V- u = n,0%0u°. (1.90)

Dakle, ukoliko je poznata veli¢ina 7,4, bi¢e poznat i skalarni proizvod bilo
koja dva 4-vektora. Podsetimo se da u slucaju 3-vektora vazi analogna
relacija ¥+ @ = n;jv'u’ gde je

(1.91)

O = O
= o O

1
ni; =10
0
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Trazenu velicinu 7,3 ¢emo odrediti na osnovu ve¢ poznatog rezultata
za kvadrat intervala As? koji je zapravo jednak kvadratu 4-vektora pome-
raja Ar = (cAt, Az, Ay, Az) = (Az%, Ax', Az? Ax3). Sa druge strane je
kvadrat intervala jednak skalarnom proizvodu Ar sa samim sobom, odnosno

As? = Ar - Ar, (1.92)

a na osnovu izraza (1.71) sledi da ¢e jedine nenulte komponente matrice koja
reprezentuje velicinu 7,4 biti dijagonalne, odnosno vazice

1 0 0 0
0 -1 0 0

s = o6 o -1 o (1.93)
0 O 0 -1

Kao sto je lako uociti, radi se o dijagonalnoj i simetri¢noj matrici. Na osnovu
relacija (1.75) 1 (1.90) metriku u prostoru 4-vektora mozemo kompaktno
zapisati (koristi¢i sumacionu konvenciju) kao

ds? = napda®da’. (1.94)
Na osnovu (1.93), relacija (1.90) se moze zapisati kao
v-u=21%0 —vlu! —v2u? — 3 = 0% — 7 (1.95)

S obzirom na ovakvu definiciju skalarnog proizvoda, koja se ne vezuje ni za
jedan poseban inercijalni sistem reference, jasno je da on ima istu vrednost
u svim takvim sistemima. U nekom drugom inercijalnom sistemu c¢e se
komponente istih vektora svakako razlikovati i bide v = (v0 vt 02, v/3)

iu = (u°u" u? u?), ali ée njihov skalarni proizvod imati i dalje istu
vrednost
v-ou =00 — oMt — 0P BB = 0 - (1.96)

Ovaj rezultat je moguce i direktno proveriti na osnovu relacije (1.86). Dakle,
skalarni proizvod dva 4-vektora je invarijantan u odnosu na Lorencove trans-
formacije.

1.8.5 Prostor Minkovskog i Lorencove transformacije

Lorencove transformacije (1.85) se mogu prikazati i u matri¢nom obliku

z/° v =By 0 0 z0
xt By ~ 00 xt
271 0o 0 10 2 | (1.97)
z3 0 0 0 1 z3
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odnosno preko komponenti
't = A 2Y, (1.98)

gde su sa A, oznaCene komponente matrice Lorencovih trasformacija defi-
nisane izrazom (1.97) i gde je opet iskoris¢ena Ajnstajnova sumaciona kon-
vencija. Uoc¢imo da je i ova matrica realna i simetri¢na. S obzirom na to da
vazi

ox'H , 0"

Ox® Y Oz
(gde je sa 0% oznacen Kronekerov simbol za koji vazi 0% = 0 za v # « i
0% =1 kada je ¥ = &), njen opsti ¢lan se moze zapisati kao
[0 9

= AP Y = A (1.99)

ox'H
v gpv
Matrica inverznih Lorencovih transformacija se dobija na analogan nacin,
polazedi od

AH

(1.100)

20 = (2" + Ba2'M)y, 2t = (2 + B20)y, 2® =2, 23 =2, (1.101)

i ima oblik
v By 00
A= ﬁJ g ?8 (1.102)
0 0 01

Lako se proverava da je proizvod matrice Lorencovih direktnih (1.97) i in-
verznih (1.102) transformacija jednak jedini¢noj matrici, kao i da vazi

oxH
v v

(A1 (1.103)

1.8.6 Kontravarijantne i kovarijantne komponente vektora

Vazno je napomenuti da pojam ”kovarijantno” ima u teoriji relativnosti
dva znacenja tako da moze da dode do zabune ukoliko se nema u vidu
smisao iskaza. Prvo znacenje je vezano za tip komponenti vektora i bice
o njemu reci sada, a drugo za fizicku ideju da klju¢ne relacije ne smeju
da promene oblik pri transformacijama koordinata odnosno pri prelasku iz
jednog sistema reference u drugi.

Kako je skalarni proizvod dva vektora v - u = n,,v*u” skalar, odnosno
invarijanta, izraz koji se u njemu pojavljuje 7,,v" bi morao da bude vektor



58 GLAVA 1. KINEMATIKA SPECIJALNE TEORIJE RELATIVNOSTI

jer zavisi od jednog indeksa. Oznaci¢emo ga sa v, s obzirom na to da se
indeks po kome se ne sumira nalazi na donjem mestu, tj. kao kod bazisnih
vektora. Sada ¢emo se pozabaviti malo njime i videti kako mu izgledaju
komponente, u kakvoj su vezi sa komponentama vektora v* koje smo do
sada koristili, i kako se transformisu pri prelasku iz jednog sistema u drugi.
Ako ovaj izraz razvijemo u skladu sa sumacionom konvencijom, on glasi

O = N’ = 00" + Nuav’ + muov” + mpsv’. (1.104)
Za 1 = 0 se, u skladu sa time, dobija
vy = NV’ = noovo + 7701111 + n02v2 + n03v3, (1.105)
Sto je, s obzirom na osobine 7, prema relaciji (1.93)
vy = v°. (1.106)
Na isti nacin se za preostale tri komponente dobija
v = —vt, vy =—0v% i wg=—0v> (1.107)

Da vidimo sada kako se transformisu ovakve komponente vektora pri promeni
koordinatnog sistema. Na osnovu prethodna dva izraza mora da vazi

vp =00, v = =2 i v =0 (1.108)

odakle se dobija redom:

vy = = Byvt = yug + Byvr,
v) = —(=By° +yv') = Byvg + vy,
= —v? = —v? = —(—wg) = vy,

v
vh = =" = —v® = —(—v3) = vs3. (1.109)

Na osnovu ovoga se vidi da se komponente v, vektora v transformiSu pri
Lorencovim transformacijama inverznom transformacijom zadatom relacijom
(1.102). S obzirom na to da su i bazisni vektori pisani sa donjim indeksima
to znaci da ¢e se i oni transformisati na isti nacin pri prelasku iz jednog iner-
cijalnog sistema u drugi. KaZe se da komponente v,, vektora v ”kovariraju”
sa ”variranjem” bazisnih vektora e, (menjajuci se na isti nacin kao i oni)
pa se tako ove komponente nazivaju kovarijantnim.

Kada je re¢ o komponentama v* koje se transformisu kao vektor polozaja
prema (direktnim) Lorencovim transformacijama, one ”kontravariraju” kada
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se bazisni vektori ”variraju”, odnosno matrica njihove transformacije je in-
verzna matrici transformacije bazisnih vektora. U tom smislu se ove kom-
ponente nazivaju kontravarijantnim.

Na osnovu ovoga i prema relacijama (1.100) i (1.103), zakoni transfor-
macije za kontravarijantne i kovarijantne komponente vektora imaju oblik

oz’

o1 Ozt
OV

v, = ——Uy-
v or'v H

G (1.110)

1.8.7 4-vektor brzine

Kako je 3-brzina u Njutnovoj mehanici, odnosno u euklidskom prostoru,
definisana izrazom

ST Ardr
UT D0 AL T dt
interesantno je zapitati se kako bi izgledao 3 4+ 1-dimenzionalni analogon
brzine, odnosno 4-brzina. Tragamo zapravo za 4-vektorom koji bi se trans-
formisao u skladu sa Lorencovim transformacijama. U izrazu (1.111) At
je vreme koje treba posmatranom objektu da izvrsi 3-pomeraj A7r. Na
prvi pogled generalizacija bi mogla da se uradi uvodenjem 4-pomeraja Ar
(umesto A7) u izraz (1.111). Medutim u tom sluc¢aju bi se delio 4-vektor
veli¢cinom koja nije skalar (vremenski interval At nije skalar veé¢ zavisi od
sistema reference iz koga se odreduje), pa se rezultat tog deljenja ne bi trans-
formisao prema Lorencovim transformacijama. Da bi otklonili taj problem
potrebno je zameniti At sopstvenim vremenom A7 koje odgovara posma-
tranom 4-pomeraju Ar, tako da ¢e 4-brzina biti zadata izrazom

v = lim g—d—v
_ATHOAT_CZT.

(1.111)

(1.112)

Kako je sopstveno vreme povezano sa koordinatnim relacijom ~vdr = dt, ovaj
izraz postaje

dr dt dr dy dz

V= o ad ar)

_ c dx dz dy _ B
T\ a2 a2 a = (ve, 7). (1.113)

c? c2 c? c?

Koristeéi se osobinama 4-vektora lako je pokazati da je kvadrat inten-
ziteta 4-vektora brzine

v? =2 (1.114)
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Drugim re¢ima, koliku god da ima 3-brzinu cestica, intenzitet njene 4-
brzine je jednak brzini svetlosti i, prema tome, ima istu vrednost u svim
inercijalnim sistemima reference!

S obzirom na to da je rec¢ o 4-vektoru,
on se transformise prema izrazu 4

ct

VP = AP Y. (1.115) M

Problemu 4-brzine se moze pristupiti
i na nesto drugaciji na¢in. Prilikom kre-
tanja Cestice njena svetska tacka opisuje
svetsku liniju u prostor-vremenu. To v
je kriva linija koja je odredena jednim
parametrom, recimo o, odnosno skupom
od 4 jednacine x%(o), koje definisu v
polozaje sukcesivnih tacaka duz svetske
linije. Parametar o se moze definisati na
razne nacine ali je za njega najprirodnije R
uzeti sopstveno vreme 7. U tom slucaju / e
svetska linija ¢e biti opisana jedna¢inama

Slika 1.28: 4-vektor brzine je tan-

z® =2%(1), a=0,1,2,3. (1.116) gentni vektor putanje vremenskog
tipa.

U tom smislu 4-brzina se moze shvatiti kao 4-vektor v ¢ije komponente v
su izvodi komponenti 4-vektora polozaja x* u odnosu na sopstveno vreme 7

dz®

dr

¥ =v.e% =

(1.117)
4-brzina je, u skladu sa tom definicijom, u svakoj tacki putanje (svetske
linije cestice) tangentni vektor vremenskog tipa, $to znaci da lezi unutar
odgovarajuceg svetlosnog konusa (slika 1.28).

1.9 Zadaci

1. Stap sopstvene duzine ly, nalazi se u stanju mirovanja u odnosu na
sistem reference S u zy ravni pod uglom § = arctan(3/4) u odnosu
na z osu. Sistem reference S’ se kreée brzinom ¥ = vé, u odnosu na
sistem S i posmatrano iz njega Stap je nagnut pod uglom 45° u odnosu
na z’ osu. Koliki je intenzitet brzine sistema S’ i kolika je duzina Stapa
I merena iz istog sistema reference?
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2. Brod koji se priblizava Zemlji brzinom %c izbacuje predmet brzinom
%c. Kolikom brzinom se taj predmet kreée u odnosu na Zemlju ukoliko
je izbacen u smeru nje a kolika mu je brzina ako je izbacen u smeru
suprotnom od nje?

3. Dva voza, A i B, svaki sopstvene duzine [, kreéu se u istom pravcu i
smeru. Brzina voza A je 4¢/5, a voza B 3c¢/5. Voz A polazi nakon
polaska voza B. Koliko dugo ¢e, gledano iz sistema reference vezanog
za Zemlju, trebati vozu A da pretekne voz B od momenta kada ga je
sustigao?

4. Voz, sopstvene duzine L, se kreée brzinom 5¢/13 u odnosu na prugu.
Lopta je bacena sa zadnje strane voza ka prednjoj brzinom od ¢/3 u
odnosu na voz. Koliki put ¢e preéi pri tome i koliko joj je vremena
potrebno za njega, mereno iz sistema reference vezanog za Zemlju?

5. Svemirski brod se priblizava Zemlji brzinom v = 4¢/5. Radarski signal
emitovan sa broda, pogada Zemlju i vraca se nazad na brod posle 12
dana. Koliko ¢e joS vremena prote¢i, mereno u svemirskom brodu,
izmedu prijema radarskog signala i dolaska na Zemlju, pretpostavlja-
juc¢i da ¢ée se brod i dalje kretati istom brzinom? Radarski signal,
koji je emitovao radar sa broda, registrovan je i na Zemlji. Koliki ée
vremenski interval proteéi izmedu registrovanja tog signala i dolaska
svemirskog broda na nju?

6. Astronaut sa Zemlje kreée na putovanje svemirskim brodom ubrzavaju-
¢i ga konstantnim ubrzanjem « koje, da bi putovanje bilo prijatnije,
iznosi 9,8 m/s%. Zavisnost udaljenosti svemirskog broda od vremena
(mereno sa Zemlje) data je izrazom

4 2

C C
T=\[t+ 5 — —.

(0% «

U intervalima od po 24 sata, sa Zemlje se u pravcu leta broda salju
radio signali. Koliko njih ée biti registrovano na brodu?

7. Inercijalni sistem reference S’ se kreée u odnosu na inercijalni sistem
reference S brzinom @; = wu1€,. Inercijalan sistem reference S” se
kreée u odnosu na sistem S’ brzinom @y = wus€,. Izvesti Lorencove
transformacije koje povezuju dogadaje u sistemima S” i S.

8. Posmatrano iz laboratorijskog sistema reference, telo koje se krece brzi-
nom v naleé¢e pod pravim uglom na zid koji se krece ka njemu brzinom
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10.

11.

12.

13.

14.

V. Odrediti brzinu tela vy nakon odbijanja od zida. Sudar je apso-
lutno elastican a masa zida mnogo veca od mase tela. Proanalizirati
grani¢ne slucajeve. Odrediti brzinu v, ako je v; =V = ¢/3.

Pokazati da je proizvod matrica direktnih i inverznih Lorencovih trans-
formacija jednak jedinici.

Primenom relacije (1.86) pokazati da se skalarni proizvod dva vektora
oc¢uvava pri prelasku iz jednog inercijalnog sistema u drugi.

Pokazati da se Lorencove transformacije mogu prikazati kao rotacije
zadate preko hiperbolickih umesto trigonometrijskih funkcija. Ugao
rotacije je pri tome definisan izrazom ¢ = tanh™! 3.

Pokazati da iz izraza (1.115) sledi relativisticki zakon slaganja brzina
zadat relacijama (1.50) i (1.51).

Automobil sopstvene duzine l,¢ nailazi brzinom v na garazu sopstvene
duzine lgo < l40. Neka je odnos njihovih duZina u stanju mirovanja
k =lq/lgo > 1. Kolika je minimalna brzina automobila v, potrebna
da bi automobil stao u garazu?

Pretpostavimo da je raketa krenula iz stanja mirovanja sa Zemlje i da
se kre¢e sa konstantnim ubrzanjem g. Koliko je daleko dosla raketa
nakon vremena 0t merenog na Zemlji, a koliko daleko ako je ovoliki
vremenski interval izmeren u raketi?





