Glava 7
Oscilacije

Da li kretanje bove na ustalasalom moru, deteta koje se ljulja, okinute zice na
gitari, atoma u kristalnoj resetci, ima nesto zajednicko? Odgovor je poziti-
van, sva pomenuta tela osciluju, odnosno kre¢u se "napred-nazad” izmedju
dve tacke. Bez obzira na razli¢itost pomenutih oscilovanje, kod svih, obzirom
da brzina kretanja tela nije konstantna, postoje sile koje upravljaju njime.
Osim toga, energija se stalno transformise iz jednog oblika u drugi (kineticka
u potencijalnu i obrnuto). Kada na primer deca zele da se ljuljaju moramo
da poguramo ljuljasku i dovedemo je u stanje kretanja. Energija atoma u
kristalima raste ako se oni zagreju. Zici gitare predajemo energiju kada je
okinemo. Ova glava ¢e biti posveéena analizi oscilatornog tipa kretanja'

Neke oscilacije ne ostaju izolovane ve¢ oko sebe stvaraju talase. Vibriranje
zice na gitari kreira zvucne talase na primer. U bazenu mozemo da napravimo
talase periodi¢nim udaranjem rukom po vodi. Neki talasi su vidljivi (na
vodi) a neki ne (zvucni talasi). Svaki talas medjutim predstavlja poremecaj
u sredini koji se od izvora prostire kroz nju i prenosi energiju. Osim ovih
talasa postoje talasi koji se javljaju prilikom zemljotresa, elektromagnetni
talas (vidljiva svetlost, radio talasi, ...). Svaka subatomska Cestica moze da
se u nekim interakcijama ponasa kao talas.

Analiza oscilatornog i talasnog kretanja ¢e pokazati da se mogu opisati

IPrilikom posmatranja kretanja tela oko nas, u principu mozemo da uo¢imo dva tipa
kretanja. Jedna vrsta bi bilo kretanje prilikom koga se tela pomeraju sa mesta na mesto
bez ponavljanja prethodnih polozaja. Takvo kretanje se naziva linearnim. Pojmovi kao §to
su predjeni put, vreme, brzina i ubrzanje su uvedeni na osnovu posmatranja takvog tipa
kretanja. Druga vrsta je kretanje koje se ponavlja tako sto tela, kreci¢i se "napred-nazad”
prolaze kroz ista mesta u prostoru. Takvo kretanje se naziva oscilatornim.

209



210 GLAVA 7. OSCILACIJE

uz pomo¢ nekoliko osovnih principa. Takodje ¢e se pokazati da su talasi
fenomeni mnogo vise prisutni u svakodnevnom zivotu nego s$to bi moglo da
nam se ucini. Proucavanje oscilacija i talasa ¢emo poceti analizom tipa sile
koja moze da izazove najprostija kretanja ovog oblika.

7.1 Hukov zakon

Prema I Njutnovom zakonu, telo moze da ociluje jedino ukoliko na njega
deluje neka sila.?

Polozaj
ravnoteze F

I
S
~
I
S

Slika 7.1: Plasti¢ni lenjir, pri¢vrséen na jednom kraju osciluje jer se pod
dejstvom povratne sile vra¢a u ravnotezni polozaj.

Razmotrimo kretanje plasticnog lenjira ¢iji je jedan kraj pri¢vrséen a
drugi smo savili na jednu stranu (slika 7.1). Kao posledica deformacije u
lenjiru se javlja sila koja je usmerena ka ravnoteznom polozaju. Obzirom na
smer ove sile i njenu teznju da telo koje je deformisano vrati u ravnotezni
polozaj, ona se naziva restituciona ili povratna sila. Ukoliko pustimo
gornji kraj lenjira, usled postojanja restitucione sile, on ¢e krenuti ka ravno-
teznom polozaju u kojem lenjir nije deformisan. Iz tog razloga je u njemu
restituciona sila jednaka nuli. Medjutim, obzirom da lenjir u ravnoteznom
polozaju ima odredjeni impuls, on prolazi kroz njega i nastavlja da se krece
na suprotnu stranu, odnosno da se ponovo deformise. Usled ove deformacije

20Oscilovanje naime podrazumeva ubrzano kretanje a za to je neophodna sila. Ukoliko
ne bi postojala sila koja izaziva takav tip kretanja, telo bi se kretalo po pravoj liniji
konstantnom brzinom ili bi pak mirovalo.
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se u njemu ponovo javlja restituciona sila koja je usmerena opet ka ravnotez-
nom polozaju. Lenjir dolazi u krajnji desni polozaj gde se zaustavlja i krece
pod dejstvom restitucionesile na levo, itd. Proces se nastavlja sve dok sve
dok ga sile trenja u potpunosti ne priguse.

Najprostije osilovanje se desava kada na telo deluje povratna sila koja je
direktno proporcionalna veli¢ini otklona tela iz ravnoteznog polozaja. Uko-
liko su deformacije male, povratna sila je uvek proporcionalna veli¢ini de-
formacije. Ukoliko se deformacije desavaju samo duz x ose, veza izmedju
projekcije restitucione sile na pravac kretanja, F', i veli¢ine deformacije, x, je
data Hukovim zakonom

F = —ka. (7.1)

U ovom izrazu veli¢ina k je povezana sa takozvanim Jungovim modulu elasti¢nosti
tela koje je deformisano, i u stvari opisuje koliku silu treba uloziti da bi se ono
deformisalo za jedinicu duzine. Ova kostanta predstavlja takozvanu krutost
sistema koji se deformiSe. Znak minus u izrazu ukazuje na cinjenicu da je
restituciona sila suprotnog smera od pomeraja tela, odnosno smera deforma-
cije. Grafik 7.2 pokazuje zavisnost intenziteta povratne sile u zavisnosti od

0,

Slika 7.2: Zavisnot intenziteta restitucione sile od istezanja opruge.

deformacije sistema koji se deformise prema Hukovom zakonu. Na istoj slici
je predstavljen jedan takav sistem - opruga koja se isteze tegovima razlicitih
tezina. Nagib grafika predstavlja konstantu k.
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P rimer X. Kolika je krutost amortizera automobila ako se on spusti
1,20 cm kada u njega udje osoba mase 80,0 kg?

R e § e nj e. Automobil je bio u ravnoteznom polozaju, x = 0, pre nego
Sto je optereCen navedenom masom. Ako se spustio za 1,20 cm, to znaci
da je opruga amortizera doZivela pomeraj od z = —1,20 x 1072 m. Usled
opteretenja u opruzi je kreirana restituciona sila F' jednaka tezini opruge
Q = mg = (80,0 kg)(9,80 m/s*) = 784 N. Krutost amortizera je prema
tome

o P 784 N
oz —1,20x10"2m

= 6,53 x 10* N.

Energija tela deformisanog po Hukovom zakonu

Prilikom deformacije tela mora da bude izvrsen rad (pri okidanju Zice na
gitari ili prilikom sabijanja opruge amortizera na kolima). Ukoliko je je-
dini efekat delovanja sile deformacija, odnosno ukoliko se rad ne trosi na
savladavanje sile trenja, celokupni rad prelazi u potencijalnu energiju de-
formisanog tela. Potencijalna energija akumulirana u opruzi je, kao sto je
ranije naglaseno, u sluéaju elasticne deformacije za iznos z (prilikom koje
vazi Hukov zakon),

1
E,= ikx{ (7.2)

gde je sa k oznacena krutost.

7.2 Period i frekvencija oscilacija

Kada se okine zZica gitare, kao rezultat se dobija zvuk koji se ¢uje relativno
dugo vreme, skoro na isti nacin jer se oscilovanje zice ponavlja. Svaka naredna
oscilacija zice traje jednaki vremenski interval kao i ona pre nje. Periodi¢no
kretanje je ono koje se ponavlja nakon odredjenog intervala. Oscilovanje
Zice na gitari je primer takvog tipa kretanja.®> Vreme potrebno da se izvrsi
jedna puno oscilacija se naziva period i oznacava sa T

Velicina koja je u bliskoj vezi sa periodom je frekvencija. Na primer,
ukoliko u toku meseca studenti polazu ispite dva puta, frekvencija polaganja
je dva po mesecu, a period izmedju polaganja je pola meseca. Frekvencija v

3U periodi¢na kretanja spada i na primer rotacija Meseca oko Zemlje ali u ovom sluéaju
nije re¢ o oscilatornom kretanju.
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je definisana kao broj dogadjaja po jedinici vremena. Za periodi¢no kretanje,
frekvencija je broj oscilacija u jedinici vremena. Drugim re¢ima, ako se za
vreme At desilo N oscilacija, frekvencija ¢e biti

_N
AL

14

Kako se za vreme At desilo N oscilacija, a za svaku je potrebno vreme T,
mora da vazi At = NT, pa ée gornji izraz postati v = -, odakle se za vezu

NT>
perioda i frekvencije dobija

1
v = (7.3)

SI jedinica za frekvenciju je 1/s, odnosno herc (Hz): 1 Hz = 1 oscilacija u
jednoj sekundi.

Primer X. (a) Jedan aparat za medicinsku dijagnostiku proizvodi
ultrazvuk perioda 0,400 us. Kolika je frekvencija ovih oscilacija?

(b) Frekvencija srednje note C na tipiénom muzickom instrumentu iznosi
264 Hz. Koliko vremena je potrebno da se izvrsi jedna takva puna oscilacija?

R e s enje. (a) Frekvencija ultrazvuka je

_ 1 1
T 0,400 x 106 s

=2,50 x 10° s™' = 2,50 MHz.

Oscilacije ovih frekvencija se nazivaju ultrazvuénim jer su daleko iznad na-
jvise frekvencije koju ljudsko uho moze da registruje.
(b) Period trazene oscilacije je

1 1
T=-

= — = 73 =
= %61 1 3,79 x 1077 s = 3,79 ms.

7.3 Prosto harmonijsko kretanje

Oscilovanje sistema koje se odvija pod delovanjem samo sila koje se opisuju
Hukovim zakonom su veoma vazna iako nisu ¢esta u prirodi. Ovakvo oscilo-
vanje se naziva prosto harmonijsko kretanje a telo koje se kreé¢e na takav
nacin je prosti harmonijski oscilator. Posto je jedina sila koja deluje
na takav oscilator Hukova (zanemaruje se eventualno prigusenje oscilovanja
izazvano silama trenja), harmonijski oscilator osciluje tako da ima jednake
otklone-elongacije sa svake strane polozaja ravnoteze (slika 7.3). Maksimalna
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elongacija od ravnoteznog polozaja se naziva amplituda. Jedinice za am-
plitudu i elongaciju su iste, a koje ¢e biti zavisi od tipa oscilovanja. Ukoliko
je re¢ o oscilovanju zice, elongacija i amplutuda se mere u metrima, dok je u
slucaju zvucnih oscilacija ove dve veli¢ine imaju jedinice pritiska, itd. Posto
je amplituda maksimalni otklon oscilatora iz ravnoteznog polozaja, ona mora
biti u vezi sa koli¢cinom energije koju poseduje oscilator.

Jedna od interesantnih karakteristika harmonijskog oscilovanja je da su
period T i frekvencija v nezavisne od amplitude. Tako ¢e, na primer, zica
gitare oscilovati sa istom frekvencijom bilo da je okinuta lagano ili jako.
Kako je period konstantan, prost harmonijski oscilator moze da se upotrebi
kao instrument za merenje vremena-sat.

Dva vazna faktora mogu da uticu na period prostog harmonijskog oscila-
tora. Period je, na primer, povezan za krutoséu sistema. Sistemi sa vecom
krutoséu, imaju veéu vrednost ranije pominjane konstante k, sto dovodi do
manjeg perioda oscilovanja. Na primer, moguce je podesavati krutost tram-
boline, Sto je ona veca, brze je oscilovanje, a period je kraci. Period takodje
zavisi od mase sistema koji osciluje. Sto je sistem masivniji, duzi je period
oscilovanja. Na primer, masivnija osoba ¢e na trambolini odskakati gore-dole
sporije od neke lakse.

Masa m u konstatna k su jedini faktori koji uti¢u na period i frekvenciju
prostog harmonijskog oscilovanja. Kao §to ¢e kasnije biti pokazano, period
prostog harmonijskog oscilatora je

T — 2wﬁ, (7.4)

y= L JE (7.5)

T on\m

dok je frekvencija

P rim er X. Ukoliko amortizeri automobila nisu dovoljno dobri, on ¢e
oscilovati pri nailasku na najmanje neravnine (slika 7.4). Odrediti frekvenciju
i period tih oscilacija za automobil razmatran u primeru X, ukoliko je njegova
masa 900 kg.

R e § e nj e. Frekvencija oscilacija koje vrsi automobil je data jednac¢inom
(7.5), pri ¢emu je krutost amortizera k = 6,53 x 10* N/m, pa je

1 [k 1 [6,53x10°k/m 1
_ — _— = — ’ = — 2 _2:]_ 71:1 H
"To\m 27r\/ 900 kg 57V 1208 )36 8 , 36 Hz
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%

D

! x=0
Slika 7.3: Telo mase m koje, zakaceno za oprugu, moze da klizi po horizon-
talnoj podlozi bez trenja.

Slika 7.4: Putanja automobila koji tokom voznje osciluje gore-dole je ta-
lasasta linija.
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Prema relaciji (7.4), period je

1 1
T=-

1/:71,46 T =0,737s.

Veza prostih harmonijskih oscilacija i talasa

Ukoliko bi bio napravljen niz fotografija automobila koji se kre¢e po ner-
avnom putu, moglo bi da se uoci da svaki njegov deo opisuje prilikom kretanja
talasastu liniju (slika 7.4). Sli¢na je situacija sa uredjajem za demonstraciju
prostog harmonijskog kretanja prikazanom na slici 7.5. Lako je zakljuciti da
je u oba slucaja re¢ o periodicnim kretanjima koja prema tome treba da se
opisuju periodicnim funkcijama. Drugim re¢ima, obe talasaste linije se mogu
opisati sinusnom ili kosinusnom funkecijom.*

Smer kretanja papira

<

= b=

AN
VA VARR =

= e

Slika 7.5: Uredjaj za demonstraciju prostog harmonijskog kretanja. Olovka
prikacena za telo koje osciluje ostavlja na pokretnom papiru talasasti trag.

Pomeranje, odnosno elongacija tela koje se ponasa kao prost harmonijski
oscilator,® se, prema tome, moZe zapisati na sledeéi nacin

2
r = Acos <Tt> , (7.6)

4U principu je sve jedno koju éemo funkciju koristiti za opisivanje oscilatornog kretanja,
buduéi da su i inusna i kosinusna funkcija samo pomerene jedna u odnosu na drugu za
/2.

5Kao §to smo videli to je situacija ukoliko na telo deluje sila koja se moze opisati
Hukovim zakonom.
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gde je t vreme a A amplituda kretanja.® U ¢t = 0 pocetna pozicija tela je
xo = A, a nakon obavljanja jedne pune osilacije, za koje je potrebno vreme
T, telo se vraca u pocetni polozaj (za t = T se dobija da je opet x = A).
Brzina oscilovanje je

27
= —Umag S 1), 7
v Upag SiN ( T ) (7.7)

gde je vpar = Ay/k/m. U skladu sa time, telo koje vrsi prosto harmonijsko
oscilovanje ima brzinu jednaku nuli kada dostigne maksimalnu elongaciju,
odnosno, kada jet =0, vazi z = Aiv = 0. Znak minus u jednacini za brzinu
ukazuje na smer brzine. Odmah nakon pocetka kretnja brzina je negativna
jer se sistem krece ka ravnotezenom polozaju.

Izraz za ubrzanje se moze dobiti na osnovu drugog Njutnovog zakona,

prema kome je a = F/m = —kx/m, pa je ono zadato kosinusnom funkcijom
kA 2

= —— —t). 7.8

e =

Na osnovu ove jednacine se vidi da je ubrzanje direktno proporcionalno elon-
gaciji x ali da je suprotno usmereno od nje.

7.4 Prosto klatno

Prosto, ili matematicko klatno, je telo male mase, okaceno o neistegljivu zicu
(nit) koje osciluje u vertikalnoj ravni u polju Zemljine teze (slika 7.7). Pri
tom je veoma bitno da su otkloni klatna iz ravnoteznog polozaja veoma mali.

Neka je otklon klatna od ravnoteznog polozaja jednak duzini luka s. Sa
slike se vidi da je sila koja upravlja kretanjem klatna jednaka —mgsin 6.
Naime, tezina tela mg se razlaze na dve komponente od kojih je ona duz
zice uravnotezena silom zatezanja F,. Na taj nacin ostaje samo komponenta
tezine koja deluje duz tangente na putanju. Ukoliko uspemo da pokazemo da
je ona proporcionalna rastojanju klatna od ravnoteznog polozaja s, kretanje
klatna ¢e biti prosto harmonijsko.

Za male uglove otklona (manje od 15°), je sinf ~ 0,7 pa je restituciona
sila

F=—mgsinf ~ —mg0.

6Strog matematicki dokaz da bas funkcija ovog oblika opisuje prosto harmonijsko os-
cilovanje zahteva poznavanje elemenata vise matematike pa ¢e zato biti izostavljen.

"Naime, za ovako male uglove je greska prilikom zamene sin § sa § manja od 1%. U to
se je lako uveriti ako ugao 6 predstavimo u radijanima a zatim izracunamo vrednost sin 6.
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Slika 7.6: Elongacija, brzina i ubrzanje kod prostog harmonijskog oscilovanja.
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Slika 7.7: Kada je ugao otklona # dovoljno mali, matematicko klatno se krece
kao prosti harmonijski oscilator oko ravnoteznog polozaja 0 = 0. Restitu-
ciona sila je u ovom slucaju —mgsin 6.

Pomeraj s je direktno srazmeran uglu otklona 6, jer ako ugao izrazimo u
radijanima, duzina luka s je u vezi sa duzinom klatna L kao

s
s= 10, 0=—.
L
Prema tome, za male uglove, izraz za restitucionu silu je
m
F~ —Tgs,

odnosno ima oblik F' = —kz, gde je k = mg/L i z = s. ZakljuCujemo da
se kretanje matematickog klatna odvija po zakonima prostog harmonijskog
kretanja.

Prema tome, period matematickog klatna je

m m
T=2m|— =27, |——=
"V W\/ mg/L’
L
T =252 (7.9)
g

Ovaj rezultat je veoma interesantan, pre svega zbog njegove jednostavnosti.
Iz njega se vidi da je jedina veli¢cina koja utice na duzinu perioda klatna,

odnosno
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pored ubrzanja teze g, duzina klatna. Period je potpuno nezavisan od drugih
faktora, na primer od mase tela koje je okaceno o nit. Kao i za sve proste
harmonijske oscilatore, period klatna je, za male uglove otklona, nezavisan
od njegove amplitude. Iz tog razloga je, na primer, satove sa klatnom moguce
veoma precizno podesiti.

Primetimo na kraju, da, u sluc¢aju da je duzina klatna poznata, merenjem
njegovog perioda, mozemo da odredimo ubrzanje Zemljine teze.®

7.5 Energija prostog harmonijskog oscilatora

Koje sve oblike energije moze da ima telo koje prosto harmonijski osciluje?
Usled deformacije, prosti harmonijski oscilator poseduje potencijalnu energiju

1
Ep = §kﬂj2

Kako kod prostog harmonijskog oscilovanja ne postoje disipativne sile, jedina
druga vrsta energije je kineticka a zakon odrzanja energije ima formu Fj +

E,, = const, odnosno

1 1
imvz + ikﬁ = const. (7.10)

Ovako zapisan izraz koji predstavlja zakon odrzanja energije ostaje u vaznosti
za sve tipove prostih harmonijskih oscilatora, ukljucujudi i one gde se kretanje
odvija pod dejstvom gravitacione sile.”

U slucaju neprigusenih prostih harmonijskih oscilacija, kako telo osciluje
tako i kineticka i potencijalna energija prelaze jedna u drugu slika 7.8.

Kretanje prikazano na ovoj slici poc¢inje iz stanja u kojem je sva energija
sadrzana u istegnutoj opruzi. Kada telo pocne da se krece, elasticna poten-
cijalna energija prelazi u kineticku, tako da je u stanju ravnoteze celokupna
energija postala kineticka. Nakon toga, kada telo prodje kroz ravnotezni
polozaj i pocne da sabija oprugu, kineticka energija pocinje da prelazi u po-
tencijalnu energiju opruge dok se brzina kretanja smanjuje i postaje nula u

87a detalje odredjivanja ubrzanja Zemljine teze matematickim klatnom videti ”Prak-
tikum eksperimentalnih vezbi iz fizike” istog autora.

9Naime, uloga gravitacije je da polozaj ravnoteze eventualno pomeri na dole (kod na
primer tela koje je okaceno o oprugu). Pomeranje polozaja ravnoteze pri tome ne utice na
¢injenicu da je restituciona sila —kx, gde se x odredjuje u odnosu na ravnotezni polozaj,
tako daje potencijalna energija i u tom sluéaju 1/2kx?.
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Slika 7.8: Prelazak kineticke energije u potencijalnu.
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suprotnom amplitudnom polozaju, nakon ¢ega se u drugoj polovini perioda
proces prakti¢cno ponavlja ali u obrnutom smeru.

Cinjenica da je ukupna mehanicka energija oscilatora konstantna moze
da se iskoristi za odredjivanje brzine oscilatora. Naime, na osnovu toga moze

da se napiSe relacija
1 1 1
—kx? + —mo® = —kA?,
2 2 2

koja povezuje ukupnu energiju u trenutku kada je brzina osilatora v a elon-

gacija x sa ukupnom energijom kada se on nalazi u amplitudnom polozaju.

Ako se ovaj izraz reSi po brzini dobija se

v = i,/Z(Az —a?) = i\/EA\/(l - f;).

Ovaj izraz moze da se zapiSe u obliku

| x? | k
V= ivmaz (1 — ﬁ)’ VUmaxr — A E (711)

Primetimo da maksimalna brzina zavisi od tri faktora. Kao prvo ona je
direktno proporcionalna amplutudi oscilovanja, naime, kao sto je i trebalo
ocekivati, Sto je opruga vise bila rastegnuta vec¢a je i maksimalna brzina
koju telo ima prilikom prolaska kroz ravnotezni polozaj. Maksimalna brzina
je takodje veca za sisteme kod kojih je krutost opruge veca, jer je u tom
slucaju veca i sila koja se dobija za isto istezanje opruge (maksimalna brzina
je proporcionalna kvadratnom korenu iz krutosti k). I na kraju, maksimalna
brzina je manja za tela ve¢ih masa, obzirom na obrnutu proporcionalnost od
korena mase tela koje osciluje. To je posledica Cinjenice da se tela ve¢e mase
sporije ubrzavaju datom silom.

7.6 Veza sa uniformnim kretanjem po kruznici

Razni aspekti harmonijskog oscilovanja se mogu bolje razumeti i objasniti
ako se proanalizira analogija izmedju njega i uniformnog kretanja po kruznici.
Slika 7.9 predstavlja Semu uredjaja koji moze da demonstrira ovu vezu. Lopta
je zakacena za jedan kruzni providni ram poluprec¢nika A, unutar koga moze
da vrsi uniformno kretanje, pri ¢emu je odozgo osvetljenja tako da prilikom
kretanja baca senku na ekran. Ocigledno je da ¢e ovom prilikom, ukoliko
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Slika 7.9: Eksperiment za pokazivanje veze izmedju uniformnog kretanja po
kruznici i harmonijskog oscilovanja.
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se lopta kre¢e uniformno po kruznici-ramu, njena senka da vrsi harmonijsko
oscilovanje na ekranu.

Tacka P se, obzirom da je re¢ o uniformnoj rotaciji, kre¢e po kruznoj
putanji (slika 7.10), konstantnom ugaonom brzinom w. Projekcija kretanja
ove tacke na fiksnu osu, kao sto smo videli vrsi prosto harmonijsko kretanje.
U trenutku prikazanom na slici, projekcija je jednaka x i krec¢e se na levo
brzinom v. Brzina tacke P pri kretanju po krugu pak iznosi 0,,.,. Projekcija
brzine v,,,, na z-osu je brzina v prostog harmonijskog oscilovanja koje se
odvija duz z-ose.

V,=0A w=const
w=const a, = A
y y y
_____ P ¢ p
{ A ja
0\ T
—%=b—>
(0] P 0 X [0) o0 a9 X
0=t
(a) (b) (0)

Slika 7.10: Uniformno kretanje tacke P po kruznici i oscilatorno kretanje
njene projekcije, tacke Q.

Da bi pokazali da projekcija tacke P zaista vrsi harmonijsko oscilovanje,
primetimo da je njena pozicija data izrazom

x = Acosb,

gde je 0 = wt, gde je w konstantna ugaona brzina a A poluprecnik kruzne
putanje. Ugaona brzina je jednaka odnosu predjenog ugla i vremena za koje
se to desilo. Ukoliko za predjeni ugao uzmemo 27, vreme za koje se to desilo
je period okretanja po kruznoj putanji T', pa ¢e prethodni izraz postati

21
=A (t) ,
T Cos T

Sto predstavlja izraz koji smo ve¢ dobili za opisivanje prostog harmonijskog
oscilovanja.
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Istaknimo jos jednom vazne detalje ove geometrijske analogije. Prema
njoj se vidi da je vreme potrebno za jedan obrt tacke P po kruznici jednak
periodu oscilovanja 7' linearnog harmonijskog ocilovanja izmedju x = +A.
Pri tome je ugaona brzina w jednaka ugaonoj frekvecniji linearnog harmoni-
jskog oscilovanja duz x ose. Poluprecnik kruzne putanje jednak je amplitudi
oscilovanja.

Kako je relacija koja kod kretanja po kruznici, povezuje linearnu, ugaonu
brzinu i poluprecnik putanje v = rw, cestica koja se krete po kruznici
poluprecnika A, ima brzinu v,,,, = Aw. Sa slike 7.10 (a), se vidi da je
njena projekcija na x osu —wA sin(wt).

Ubrzanje tacke P pri kruznom kretanju, je radijalno i ima intenzitet
v2..JA=w?A. Saslike 7.10 (c) se moze videti da je z komponenta ubrzanja
—w?Acos(wt). Ovo je istovremeno i ubrzanje projektovane tacke Q duz x
ose.

7.7 Priguseno harmonijsko kretanje

Zica gitare, nako §to je okinuta, posle nekoliko sekundi prestaje da osciluje.
Ljuljasku moramo stalno da guramo da se ne bi zaustavila. Na osnovu ovoga
bi mogli da izvu¢emo pogresan zakljucak da nam je cilj da trenje i druge
nekonzervativne sile, u svim situacija, ucinimo zanemarljivo malim. Ima
medjutim situacija gde nam je potrebno upravo obratno. Tako na primer, u
slu¢aju amortizera automobila, cilj nam je da oni izazovu Sto vece prigusenje
oscilacija koje se stvaraju na neravnom putu.

Kod sistema koji osciluju sa malim prigusenjem, period i frekvencija su
priblizno jednaki vrednostima kod prostog harmonijskog oscilovanja, dok
samo amplutuda opada sa vremenom (slika 7.11).

Obzirom da postoji prigusenje koje smanjuje amplitudu sa vremenom, to
znaci da postoje nekonzervativne sile na ¢ije savladavanje se trosi mehanicka
energija sistema. Prema relaciji (4.10), rad nekonzervativnih sila je

Ape = A(Ep+ Ep).

Za priguseni harmonijski oscilator, obzirom da se energija tela smanjuje sa
vremenom, rad A,. je negativna veliCina.

Ukoliko se poveca prigusenje sistema, period i frekvencija ¢e poceti da
osecaju efekat toga. Za veoma velika priguSenja, sistem ¢ak nece ni oscilovati
vecé ¢e se lagano kretati ka polozaju ravnoteze.
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’ v \V V.V :
Slika 7.11: Grafik elongacije u zavisnosti od vremena kod osilacija sa malim

prigusenjem. Amplituda lagano opada, dok su period i frekvencija prakti¢no
nepromenljivi.

Slika 7.12: (a) Grafik elongacije u zavisnosti od vremena kod osilacija sa
malim prigusenjem. (b) Grafik za slucaj kriticnog prigusenja. (c) Grafik kod
velikog prigusenja kada kretanje postaje aperiodi¢no.
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Na slici 7.12 su pokazane zavisnosti elongacije za slucaj razlic¢itih vred-
nosti prigusenja. Kada zelimo da prigusimo oscilacije potpuno, kao na primer
u amortizerima automobila, mi u stvari zelimo da se sistem vrati Sto je pre
moguce u stanje ravnoteze bez prolaska kroz njega i daljeg oscilovanja. Takva
situacija se naziva kritiéno prigusenje. Ovaj tip prigusenja je prikazan lin-
ijjom (b) na slici 7.12. Kada je prigusenje manje od kriti¢nog, sistem se vraca
u stanje ravnoteze brze ali ima dovoljno energije da prodje kroz njega i da
izvrsi nekoliko oscilacija (linija (a) na istoj slici). Ukoliko je prigusenje vece
od kriticnog sistem se krece ka ravnoteznom stanju ali se to desava sporije
nego u slucaju kriticnog prigusenja (linija (c¢) na slici).

7.8 Prinudno oscilovanje, rezonancija

Ukoliko se nalazimo blizu klavira i otpevamo glasno neku notu ¢u¢emo kako
vibirira zica na klaviru kojoj odgovara ista frekvencija. Ona je izazvana na
vibriranje-rezoniranje silom zvucnog talasa koji smo emitovali. To je samo
jedan od primera gde prinudna sila primorava sistem da osciluje. Pri tome
je veoma bitna kolika je frekvencija prinudne sile. Ispostavlja se naime, da je
potrebno da njena frekvencija bude po vrednosti blizu prirodne frekvencije
sistema koga zelimo da pobudimo na oscilovanje. Prirodna frekvencija
sistema je frekvencija oscilovanja sistema u sluc¢aju kada nema ni prigusenja
a ni prinudne sile.

velika v

Slika 7.13: Oscilovanje loptice okacene gumenom trakom o prst.

Na slici 7.13 su prikazane razne situacije oscilovanja loptice okacene gu-
menom trakom o prst. Pretpostavimo za pocetak da je loptica okacena o
prst koji je u stanju mirovanja i da smo malo rastegli gumu i pustili lopticu
da osciluje. Ona ¢e oscilovati njenom prirodnom frekvencijom vy sa malim
prigusenjem. Ukolio poénemo da pomeramo prst frekvencijom manjom od vq
gore-dole, loptica ¢e pratiti kretanje prsta sa relativno malom amplutidom
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(prvi deo slike). Ukoliko potnemo da poveéavamo frekvenciju pomeranja
prsta, loptica ¢e poceti da se krece sa sve ve¢om i ve¢om amplitudom. Kada se
frekvencija oscilovanja prsta poklopi sa frekvencijom prirodnih osiclacija am-
plutida oscilacija ¢e dosti¢i maksimalnu vrednosti. Ova pojava maksimalnog
uvecanja amplitude prinudnih oscilacija sistema pod dejstvom prinudne sile,
¢ija frekvencija je jednaka njegovoj prirodnoj frekvenciji, se naziva rezonan-
cija. Za sistem koji na takav nacin osciluje se kaze da rezomira. Ukoliko
frekvencija prinudne sile postane veca od rezonatne, odnosno prirodne, am-
plituda oscilacija postaje sve manja i manja, sve dok oscilacije u potpunosti
ne nestanu kada kretanje prsta prakticno ne utice na lopticu.

A
A

malo priguSenje

srednje prigusenje

jako priguSenje

»
>

v/2 Vo 3v,/2 frekvencija
prinudne sile

Slika 7.14: Amplituda oscilatora kao funkcija frekvencije prinudne sile.

Slika 7.14 prikazuje grafik amplitude prigusenog oscilovanja kao funkciju
frekvencije prinudne sile. Prikazane su tri krive linije pri ¢emu svaka odgovara
razli¢itim priguSenjima. Sve tri imaju maksimum kada frekvencija prinudne
sile postane jednaka prirodnoj frekvenciji harmonijskog oscilatora. Najveci
maksimum se javlja u situaciji kada je najmanje prigusenje, s obzirom na to
da sila koja izaziva priguSenje u tom slucaju od sistema oduzima najmanju
koli¢inu energije.

Treba primetiti da i Sirina rezonatne krive zavis od prigusenja. Sto je
manje prigusenje to se rezonanca deSava u uzem opsegu frekvencije. To
znaci da je, ako zelimo da nam oscilator koji osciluje pod delovanje prinudne
sile, rezonira na odredjenoj frekvenciji, potrebno smanjiti prigusenje na naj-
manju mogucu meru. U praksi se to srece kod klavira kao i kod zica mnogih
drugih muzickih instrumenata. Nasuprot tome, ukoliko zelimo da sistem os-
ciluje sa malim amplitudama, kao amortizeri automobila, potrebno nam je
veliko prigusenje. U tom slucaju rezonanciju sistema moze da izazove vise
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frekvencija, odnosno u jednom odredjenom opsegu frekvencija.

Efekti koji se javljaju prilikom prinudnog oscilovanja se koriste u mnogim
sistemima. Na primer, kada se na radio aparatu trazi stanica, u stvari
se menja rezonantna frekvencija odredjenih elektricnih delova aparata tako
da se poklopi sa frekvencijom na kojoj emituje data radio stanica. Sto je
manje prigusenje u radio aparatu to on ima veéu moguc¢nost da vrsi selekciju
medju stanicama. Nuklearna magnetna rezonanca (NMR) koja se veoma
mnogo koristi kao dijagnosticka metoda, zasniva se na c¢injenici da jezgra
atoma (najcesée vodonika) rezoniraju na frekvenciji upadnog mikrotalasnog
zracenja. Deca na ljuljaski se kreéu kao klatno koje ima maksimalnu amplu-
tudu onda kada prilikom guranja pogodimo njegovu prirodnu frekvenciju. U
svim pobrojanim slucajevima efikasnost prenosa energije sa prinudne sile na
oscilator je najvec¢a u uslovima rezonance.



230 GLAVA 7. OSCILACIJE





