Konusni preseci

(drugim rec¢ima: kruznica, elipsa, hiperbola i parabola)
Definicija 0.1 Algebarska kriva drugog reda u ravni jeste skup tacaka opisan jednacinom oblika:
a11:r2 + 2a102y + a22y2 + 2a13¢ + 2003y + as3 =0 (1)

gde je bar jedan od brojeva ai1, a1z ili ass razlicit od nule.

ailr ai2 a3
e Matrica | a21 a2 ao3 | se naziva velika matrica krive, gde je uzeto a;; = aj;.

azyp as2 as3

a1l a2
a21  G22

e Matrica se naziva mala matrica krive, gde je uzeto a;; = aj;.

Definisu se i slede¢i karakteristicni brojevi:
air a2 a13

o A:=|ax a2 a |,
as| as ass

air a2

o Az :=
az  az

e S:=aj1 + ajs.

Tako se u odnosu na neki drugi pravougli koordinatni sistem jednacina krive menja i njeni koefici-

jenti su neki potencijalno drugi brojevi a;j, vazice:
/ / /
a1l a2 aig a7 G19 (33
/ / /
az1 Q22 Q23 | = | Qg1 Qg9p Qo3 |,
/ /
az;r as2 ass asy QAagy 433

tj. A = A’. Isto vazi i za brojeve Agz i S (preciznije: Agz = A5 1S =8'). Iz tog razloga se za ove
brojeve kaze da su invarijante krive date jedna¢inom (1).
U nastavku ¢emo podrazumevati da su sve jednac¢ine i koordinate date u odnosu na neki pravougli

koordinatni sistem.

1 Odredjivanje tipa konusnog preseka
(1) Ako je A = 0 onda kriva data jednac¢inom (1) uopste nije KP (= konusni presek).
(2) Ako je A # 0 onda:

1. za Asg = 0 kriva je parabola
2. za Agg < 0 kriva je hiperbola

3. za Agsg > 0 kriva je kruznica, elipsa ili prazan skup.



(3) Ako je A # 0,A33 > 0 onda:

— Ako su Si A istog znaka kriva je prazan skup
— Ako su S i A razlicitog znaka kriva je kruznica ili elipsa.

(4) Ako je kriva kruznica onda u odnosu na svaki pravougli koordinatni sistem vazi:
ai; = azz, ajz =0.

Obrnuto, kakav god da je pravougli koordinatni sistem zadat, ako vazi a;1 = a9, ai2 = 0 onda
je kriva ili prazan skup ili kruznica.

Za konusne preseke se definiSu tzv. elementi konusnih preseka: centar, ose, dijametri,
asimptote, asimptotski pravci, polare i tangente kako sledi.

Primer 1 Sta predstavlja
K: 6xy+8y* — 122 — 26y +1 = 0.
2 Odnos pravih i konusnih preseka
Definicija 2.1 Za pravac odreden vektorom {«, 3} # 0 se kaze da je asimptotski ako vazi:
a110” + 2a1203 + az B’ =0,
). ako:
a1 a «
oo ]3]0
Definicija 2.2 Svaka tacka u odnosu na koju je KP (centralno) simetrican naziva se centar KP-a.
Definicija 2.3 Svaka prava u odnosu na koju je KP (osno) simetrican naziva se osa KP-a.

Kruznica, elipsa i hiperbola imaju taéno jedan centar. Prava je osa kruznice AKKO prolazi kroz
njen centar. Elipsa i hiperbola imaju ta¢no dve ose. Te dve ose se seku u tom centru i grade prav
ugao. Za parabolu ne postoji centar ali postoji tacno jedna osa.

Za kruznicu i elipsu ne postoje asimptotski pravci. Za hiperbolu postoje tacno dva asimptotska
pravca. Za parabolu postoji ta¢no jedan asimptotski pravac i to je upravo pravac njene ose.

Definicija 2.4 Prave kroz centar KP-a koje su asimptotskog pravca nazivaju se asimptote KP-a.

Hiperbola ima ta¢no dve asimptote (i one odgovaraju onim ta¢no dva asimptotskim pravcima).
Parabola nema asimptote (ali ima jedan asimptotski pravac). Kruznica i elipsa nemaju asimptote (a
ni asimptotske pravce).

Svaka prava sa bilo kojim KP-om moze da ima 2,1 ili nijednu zajednicku tacku. Svaka prava sa
bilo kojom algebarskom krivom drugog reda moze da ima 2,1, nijednu zajednicku tacku ili, ako ih ima
vise od 2, onda cela lezi na toj krivoj (i ta kriva je onda: prava, par paralelnih pravih ili par pravih
koje se seku u jednoj tacki).



Definicija 2.5 Prava koja sa KP-om ima tacéno jednu zajednicku tacku a nije asimptotskog pravca
naziva se tangenta KP-a.

U svakoj tacki KP-a moze da se postavi tatno jedna tangenta. Ako tacka nije na KP-u onda kroz
nju prolazi ili nijedna tangenta tog KP-a (u tom slucaju se kaze da je ta tacka unutar KP-a) ili ta¢no
dve tangente (u tom slucaju se kaze da je ta tacka van KP-a).

Prave neasimptotskog pravca a koje nisu tangente KP-a ili nemaju zajednickih tacaka sa
KP-om ili imaju ta¢no dve zajednicke tacke sa KP-om.

Asimptote i KP (preciznije: hiperbola) nemaju zajednickih tacaka.

Prave asimptotskog pravca a koje nisu asimptote imaju tacno jednu zajednicku tacku sa KP-
om.

3 Utvrdivanje odnosa prave i KP-a

Neka je data prava

] T=x09 + at
W { a0t ew)

kroz tacku {zg, yo} u pravcu vektora {a, b} # 0. Zamenom u jednacinu (1) dobija se jednacina oblika:
24+ qt+s=0
za neke brojeve r,q,s € R. Neka je A diskriminanta gornjeg polinoma.
e Prava je tangenta AKKO r #4201 A =0.
e Prava je asimptotskog pravca AKKO je r = 0.
e Prava je asimptota AKKO r =0, ¢ =0, s #0.
e Prava sece KP u dve (razlicite) tatke AKKO r # 0, A > 0.

Ukoliko se parametarske jednacine prave p zapisu koriste¢i neku drugu njenu tacku i/ili neki drugi
njen vektor pravca, i/ili ukoliko se jednacine prave i KP-a posmatraju u odnosu na neki drugi pravougli
koordinatni sistem, dobiée se neka jednacina r't? + ¢'t + s’ = 0 i odgovarajuéa diskriminanta A’, gde
(r',q',s") ne mora biti jednako sa (r,q,s), a ni A’ ne mora biti isti broj kao i A. Medutim, uvek
ée vaziti jedan te isti slucaj od cetiri gore navedenih (tako da se ne moze desiti npr. da je prava
tangenta gledano iz prve perspektive, a da gledano iz druge ona to nije).

4 Dijametri konusnog preseka

Neka je dat neasimptotski pravac vektorom v # 0. Ako je [ proizvoljna prava paralelna sa v’
koja sece KP u 2 (razlicite) tacke A; i B; ozna¢imo sa M srediste duzi A;B;. Postoji (jedinstvena)
prava koja sadrzi sva takva sredista M; za sve onakve prave [||7v. Ta prava se naziva dijametar
spregnut (konjugovan) sa pravcem odredenim vektorom o'



Napomena Dijametri se definisu iskljuéivo kao spegnuti sa nekim neasimptotskim pravcem (jer
da je onaj v asimptotskog pravca onda ona prava [ ili ne bi uopste imala zajednickih tacaka sa KP-om
— ako je asimptota, ili bi imala tacno jednu zajednicku tacku sa KP-om — ako nije asimptota, pa u
svakom sluc¢aju ni za jednu takvu pravu ne bi bilo moguée posmatrti ono srediste Mj).

Npomenimo takode da se dijametar ne poklapa sa skupom svih onih sredista M;, veé se taj skup
sastoji od samo nekih tacaka tog dijametra.

(1) Za kruznicu i elipsu vazi: prava je dijametar AKKO prolazi kroz centar.
Za hiperbolu vazi: prava je dijametar AKKO nije asimptotskog pravca i prolazi kroz centar.
Za parabolu vazi: prava je dijametar AKKO je paralelna sa osom parabole. Dakle svi dijametri
parabole su paralelni medusobno i onog jedinstvenog su asimptotskog pravca (ali spregnuti su
sa neasimptotskim pravcima — ne mesati te dve stvari!).

(2) Ako su d; i d2 dva dijametra onda se kaze da je dy spregnut (ili konjugovan) sa da ako je d;
spregnut sa pravcem prave ds.

Vazi: d; je konjugovan sa do AKKO je dy konjugovan sa d; (dakle ovo je simetriéna relacija). U
tom slucaju se kaze da dj i do ¢ine par konjugovanih dijametara.
Kod parabole uopste i ne postoje dva dijametra od kojih je jedan spregnut sa onim drugim.

Ako su {aq, 1} 1 {ag, B2} pravei dva konjugovana dijametra onda vazi:
anjaras + az(a1fa + azf1) + a2f12 =0

(3) Kod kruznice vazi: 2 dijametra su konjugovana AKKO su medusobno ortogonalni.

(4) Kod elipse i hiperbole, od svih parova konjugovanih dijametara ta¢no je jedan par konjugovanih
dijametara koji su usto jos i medusobno ortogonalni. Taj par su upravo ose (simetrije).

(5) Kod parabole samo je jedan dijametar ortogonalan na pravac sa kojim je spregnut. Taj dijametar
je upravo osa parabole.
5 Polare konusnih preseka

Definicija 5.1 Za par tacaka (A, B) se kaze da je (harmonijski) konjugovan sa parom tacaka (M, N')
—
ako su A, B, M,N Zéetiri razlicite kolinearne tacke i ako postoji broj A(# 0) tako da vazi AM =
—_— — —_—
AMMB, AN = —ANB.

Ovaj poslednji uslov se oznacava i sa:

—_— —
AM AN
a2
MB NB
(ovo ovde nije! deljenje vektora). Kaze se i da je tacka M konjugovana sa tackom N u odnosu na

par (A, B).
Ako su M, A, B tri razli¢ite kolinearne tacke onda: na pravoj M AB postoji tacka koja je konjugovana
sa M u odnosu na (A, B) (i tada je ta tacka jedinstvena) AKKO M nije srediste duzi AB.

Neka je data tacka P koja nije na KP-u. Ako je [ proizvoljna prava koja prolazi kroz P koja KP
sece u 2 (razlicite) tacke A; i B; tako da P nije srediste duzi A;B;, ozna¢imo sa ; onu tacku prave [
koja je konjugovana sa P u odnosu na par (A;, B;). Za @Q; se kaze da je (harmonijski) konjugovana
sa P u odnosu na dati KP.



Postoji (jedinstvena) prava koja sadrzi sve takve tacke @; konjugovane sa P u odnosu na dati KP,
za sve onakve prave [. Ta prava se naziva polara za pol (ili: sa polom) P. Tacka P je (a Sta bi drugo
bila nego) pol te polare.

Napomenimo da polara samo sadrzi (kao svoj podskup) skup svih onih tacaka @Q; a ne poklapa se s
njim (sli¢na stvar kao i kod dijametara).

6 Nalazenje elemenata konusnih preseka

Ako je jednacina KP-a K data koeficijentima:

aip a2 ai3
as1 22 a3 y onda :
azy as2 ass

(1) Jednacina tangente u tacki {zo,yo} sa tog KP-a je:

(a1170 + a12y0 + a13)w + (a2170 + azeyo + az3)y + (as1xo + aszyo + asz) =0
(2) Jednacina polare sa polom P = {zg,yo} je:

(a1120 + a12yo + a13)x + (a2120 + a2yo + a23)y + (azi1xo + aszyo + asz) =0

(3) Jednacina dijametra konjugovanog sa (neasimptotskim) pravcem odredenim vektorom {c«, 3}
je:
(a112 + a12y + a13)a + (ag12 + azy + azs) =0

(4) Jednatina asimptote u (asimptotskom) pravcu odredenom vektorom {«, 5} je:

(a112 + a12y + a13)a + (a21z + azy + az;)B =0
(5) Tacka {zo,yo} je centar (simetrije) KP-a AKKO zadovoljava:

{ a1z + a2yo + a1y =0
a1 o + agyo +azz =0

(6) Kod elipse i hiperbole pravac {«, 5} bilo koje od osa zadovoljava:
a12ﬂ2 + (a11 — az2)af — appa’® =0 (2)

Iz ove jednacine se dobiju pravci osa (kao njena nenula resenja) a ose su upravo dijametri konju-
govani s tim pravcima pa im se jednacine nalaze kao u (3).

Kod parabole resenja {«, 5} # 0 jednacine (2) daju pravac ose i pravac ortogonalan na nju!

Pravac ose parabole (tj. njen asimptotski pravac) je pravac odreden onim od vektora {age, —ais}
ili { — a12,a11} koji nije {0,0}. Zato se osa kod parabole nalazi kao onaj dijametar koji je konjugovan
sa pravcem odredenim onim vektorom {ai2, a2} ili {a11,a12} koji nije {0,0} (bar jedan od njih nije
{0,0} jer bi u suprotnom bilo a1 = a12 = age = 0).



Zadatak 1 Nadimo ose (ili osu, ukoliko je re¢ o paraboli) krive
(K):2? —dzy + 3%+ (2/T)y+2=0

Resenje: Velika matrica ove krive je

1 2 0
2 3 17
0 1/7 2

Zato je A = —99/49 # 01 Agg = —1 < 0 pa je K hiperbola i ima 2 ose. Jednacina (2) se svodi na
(% — aff — o? = 0. Potrazimo njena nenula resenja.

e Slucaj a = 0: ovde mora biti § = 0, pa se ne radi o nenula resenju.

o Slucaj o # 0: Deljenjem sa o se dobija (g)2 - (g) —1=0tj.,

R L
2 a 2

S ey

Dakle za pravce osa mozemo uzeti pravce vektora vy := {2,1+ 5} i v3 := {2,1 —/5}. Osa 01 u
praveu vektora vy je (kao dijametar) spregnuta sa pravcem preostale ose 0, tj. sa pravcem vektora
vs — setimo se da su ose medusobno konjugovani dijametri (koji se jos seku i pod pravim uglom):

(01): (x+2y)- 24 (22 + 3y +1/7)- (1 —V5) =0.
Analogno se dolazi i do jednacine druge ose:
(02) : (x4 2y) -2+ (22 + 3y +1/7) - (1 +V5) = 0.

Zadatak 2 Kriva (K) : y> +5x — 2y — 9 = 0 je parabola (5to se preporucuje da sami utvrdite).
Pronadimo jednacinu njene ose.

ReSenje: Imamo {a12,a22} = {0,1} i {a11,a12} = {0,0} pa je osa parabole K isto sto i dijametar
spregnut sa {0,1}. Otuda je njena jednacina:

O0-z+0-y+5/2)-0+0-2+1-y—1)-1=0

tj. re¢ je o pravoj datom sa y = 1.

7 Jedna korisna ¢injenica
(Korisna) ¢injenica: Ako su jednacine asimptota hiperbole:
(h):Az+By+C=0 i (k):ar+by+c=0
onda je jednacina te hiperbole:
(Az+ By+C)(ax +by+c¢) =R

za neki broj R € R. Ovo vazi u bilo kom pravouglom koordinatnom sistemu.



