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1.  UVOD

Derivativi koji imaju  komplikovaniju  isplatu od  standar-dnih Evropskih i  Američkih kupovnih (call) i prodajnih (put) opcija  često se nazivaju  egzotične opcije.  Kada  govorimo o opcijama koje zavise od trajektorije, imaćemo u vidu one čija vrednost u trenutku isteka na  netrivijalan način  zavisi od prethodnih promena cene robe na koju se opcija odnosi, a takođe i od cene robe u  trenutku isteka opcije.  U ovu grupu ne spada standardna  Evropska op-cija  koja bi se  opisala kao“nezavisna od trajektorije” jer njena isplata zavisi samo od cene ugovorene robe u tre-nutku isteka. U ovom slučaju posmatraćemo prostiji tip opcija zavisnih od  trajektorije čija isplata ne zavisi samo od konačne cene za  ugovorenu robu nego i da li je ili nije ugovorena roba skuplja od neke druge "barijerne" cene za vreme života opcije.

Opcije sa barijerom liče na Američke opcije pošto njihova vrednost  zavisi od  toga kako se cena ugovorene robe po-naša  u vremenu.  Ali one su prostije za  izračunavanje od Američkih opcija s obzirom da je kritična  granica za cenu ugovorene robe unapred zadata i određena u ugovoru.

Sve opcije sa barijerom mogu se podeliti na knock-out  i  knock-in opcije.  Knock-out opcija je opcija koja prestaje da postoji kada je ugovorena cena robe dostigla određenu barijeru, dok je ulazna opcija ona opcija koja se aktivira tek kada cena robe dostigne određenu barijeru. Knock-out 

opcije mogu biti oblika 'down-and-out' i 'up-and-out',  a knock-in  opcije 'down-and-in' i  'up-and-in'.  Znači, pravo na svaku realizaciju se pojavljuje ('in') ili nestaje ('out') na nekoj granici u 
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 prostoru, iznad  ('up') ili ispod  (‘down’) cene robe u vreme formiranja opcije. Jedan pri-mer je  Evropska opcija  čija vrednost postaje nula  ako je cena robe isto tako  niska kao i 
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. Ako je  isplata ista kao za kupovnu opciju,  tada tu opciju  zovemo  Ev-ropska 'down-and-out'  kupovna opcija. 'Up-and-out' ima slične  karakteristike izuzev što ona  postaje  bezvredna ako cena  robe premaši određenu sumu. Ova opcija može biti dalje usložnjena tako što funkcija vremena pravi po-ziciju 'knock-out' granice, tj. traži se trenutak dostizanja barijere, kao i dobijanjem popusta ako je  barijera  probi-jena.  U  poslednjem slučaju vlasnik opcije dobija određe-nu sumu 
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ako je barijera probijena u slučaju opcije

'down'  (ako je cena robe pala ispod 
[image: image4.wmf]X

) ili barijera nije nikada dostignuta (cena robe nije dostigla vrednost bari-jere 
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) u slučaju 'in' opcije; ovo  može  opciju  učiniti  atraktivnijom  za  potencijalne kupce.

Detaljno ćemo razmatrati  samo  Evropsku opciju i  dobiti eksplicitne formule za vrednosti različitih opcija sa barije-rom. Problem može biti uopšten ako u obzir  uzmemo po-pust koji vlasnik opcije može dobiti u  slučaju  pasivnosti  'down' i 'in' opcije, pa u tom slučaju rešenje moramo traži-ti numerički.  Uopšte, osobine barijere mogu se  primeniti na ma koje opcije.

2.  KNOCK-OUTS OPCIJE
Prvo razmatramo slučaj Evropske varijante 'down-and-out'  kupovne  opcije sa isplatom 
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 ne pada  ispod 
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 za vreme trajanja opcije. Ako
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ikada dostigne  
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 tada opcija postaje bezvredna. Takva opcija ima eksplicitnu formulu za njenu pravu vrednost. Barijerni  nivo  je  ispod  ugovorene  cene  robe,  tj.
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  veće  od 
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 (barijera nije dostignuta), vrednost opcije 
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 zadovoljava  Black-Scholesovu jednačinu
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Kao i ranije finalni uslov za ovu jednačinu je
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Ako 
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 postaje veće mogućnost da barijera bude  probije-na postaje zanemarljiva i onda  pretpostavljajući da se di-videnda ne isplaćuje važi
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 Dosada, problem je identičan problemu vanila kupovne opcije. Ipak problem se i razlikuje po vrednosti zato  što se drugi granični  uslov   primenjuje  kada  je  
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 ikada dostigne
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tada opcija  pos-taje bezvredna,  tako da je za 
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vrednost opcije nu-la
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Ovim je problem formulisan;  pronađimo njegovo  ekspli-citno rešenje.

Koristeći smenu promenljivih kao u [6]
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sa novim promenljivim 
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a problem opcije sa barijerom postaje
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dok je 
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Poslednji granični uslov je nov i mi  ga  rešavamo  meto-dom slike. 

Mi smo već nekoliko puta problem određivanja vrednosti

proste kupovne i prodajne opcije povezivali sa jednači-nom provođenja  toplote na neograničenoj  šipki.  Granič-ni  uslov  
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  je  s druge strane dat za konačnu  vrednost 
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,  pa je tu analogija  sa  jednačinom  provođe-nja  toplote u poluograničenoj  šipki sa temperaturom  nu-la  u  tački 
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.  Koordinatni sistem koji se ko-risti ne utiče na  jednačinu  provođenja toplote kroz šipku,  tako  da  je jednačina 
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  invarijantna u odno-su na translaciju od
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 rešenje jednačine provođe-nja  toplote, onda su i 
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 rešenja  za ma koju konstantu 
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.  Ovakvi  poluograni-čeni problemi  rešavaju se metodom slike. 

Ovaj metod možemo primeniti na problem opcije sa  bari-jerom.  Mi  reflektujemo  početne  vrednosti  oko  tačke 
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 istovremano  menjajući  njihov  znak,  tako da je automatski zadovoljeno 
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. Tako umesto rešavanja  navedenih  jednačina  na  intervalu 
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, mi rešavamo jednačinu provođenja  toplote  za svako 
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dok je za vrednosti  
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Na taj način je garantovano da je 
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Pretpostavimo da je
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vrednost vanila kupovne opcije sa istom  ugovorenom  ce-nom i datumom  isteka  ali bez barijere.  Naravno, ta vred-nost je data  Black-Scholesovom  formulom  i  mi  znamo da je 
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Dalje mi pišemo rešenje opcije sa barijerom kao
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 rešenje problema sa antisimetričnim  po-

četnim vrednostima.  Rešenje  problema može se predsta-viti preko 
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 koristeći invarijantnost  jednačine u odnosu na translaciju i promenu znaka. Imamo da je
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pošto je zamena 
[image: image72.wmf]x

 sa 
[image: image73.wmf]x

x

-

0

2

ekvivalentna zameni 
[image: image74.wmf]S


sa
[image: image75.wmf]S

X

2

.

Konačno, imajući sve ovo u vidu i predstavivši rešenje u

zavisnosti od 
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Očigledno je 
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. Pored toga  može se zaklju-čiti da su jednačina i finalni uslov  takođe  zadovoljeni (fi-nalni uslov je zadovoljen samo za 
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opcija bezvredna). Rešavanjem jednačine pro-vođenja toplote  dobićemo da je  vrednost  down-and-out kupovne opcije sa barijerom data sledećim izrazom
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.  Ostale 'out' opcije

mogu se izračunati slično. S druge strane 'in' opcija mora

se razmatrati neznatno drugačije.

3.  KNOCK-IN OPCIJE
'In' opcija ističe bezvredna osim ako  cena   robe  dostigne barijeru pre isticanja. Ako vrednost robe dostigne vrednost 
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u nekom trenutku pre isticanja tada opcija postaje vani-la opcija sa odgovarajućom isplatom. Uobičajeno je da 'in' tip opcije sa barijerom dobija  popust,  najčešće  fiksiranu sumu, ako barijera nije dostignuta.  Ovo kompenzuje vlas-niku gubitak na opciji.

Razmotrićemo sada 'down-and-in' Evropsku opciju. Vred-nost opcije 
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 još uvek zadovoljava osnovnu Black-Scholesovu jednačinu i sve   što bi  trebalo uraditi  da bi se kompletno postavio problem je odrediti  korektne granične i finalne uslove. Koristimo notaciju 
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 za označava-nje Evropske vanila kupovne opcije se istim  datumom  is-teka i ugovorenom cenom kao kupovna opcija sa  barije-rom.  Jednom kada  je  barijera  dostignuta,  opcija  je  va-nila  kupovna opcija  čija je vrednost data Black-Scholeso-vom formulom. Razmotrimo sada situaciju kada barijera nije dostignuta. 

Opcija je  bezvredna kada  
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manje je verovatno da padne kroz barijeru pre isteka i ak-

tivira opciju. Tako je jedan graničan uslov
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Ako je 
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do dana isteka tada opcija postaje 

bezvredna.   Finalni  uslov  za   
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Naravno, ovaj finalni uslov se zamenjuje uslovom
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ukoliko vlasnik opcije dobija popust kupovinom ove op-

cije. 

Rubinstein  [7] se detaljnije bavio proučavanjem svih ti-pova opcija sa barijerom i u svojim radovima dao ekspli-citne formule za izračunavanje vrednosti tih opcija. Pored toga dao je primere numeričkog rešavanja za sve tipove Američkih kupovnih i prodajnih opcija sa barijerom,   uk-ljučujući i slučaj kada su opcije 'in' ili 'down'  pasivne.

Konačno, trebalo bi da cena robe dostigne 
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 u  nekom trenutku pre isteka opcije, odmah prelazeći u vanila kupovnu opciju i tako mora da ima istu vrednost kao ta kupovna opcija.  Drugi granični uslov je 
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Ako je 
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 u ma kom trenutku tada je barijera pređena,  opcija je aktivirana i vrednost opcije je tačno ista kao kod  vanila kupovne opcije.  Na  taj način mi moramo od-rediti samo vrednost za 
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. Ovim je formulacija Ev-ropske 'down-and-in' kupovne opcije sa barijerom kom-pletna.

Da bi eksplicitno rešili 'down-and-in' najpre pišemo
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Pošto su Black-Scholesova jednačina i granični uslovi li-nearni znamo da 
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 mora da zadovoljava Black-Schole-sovu jednačinu sa finalnim uslovom
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Ovo je problem za 'down-and-in' opciju sa barijerom. Vrednost te opcije je
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Zaključak bi dakle bio da važi sledeće: 

 Evropski 'in' +  Evropski 'out'= vanila.
Ovo je očigledno sa finansijske strane gledišta, jer vred-

nost portfolija koji se sastoji od jedne 'in' opcije i jedne 'out' opcije (sa istom barijerom, ugovorenom cenom i da-

tumom isteka) je očigledno jednaka vrednosti vanila ku-povne opcije (sa istom ugovorenom cenom i datumom is-teka). Iz razloga što samo jedna od dve opcije sa barije-rom može biti aktivirana na isteku i ma koja od njih to bi-la, njena vrednost je vrednost vanila kupovne opcije.

Američka verzija ovih opcija sa barijerom postoji ali ne-ma u opštem slučaju eksplicitnu formulu. Ipak, njeno nu-meričko rešenje nije ništa komplikovanije nego za vanila

opciju.

4.  OSIGURANJE BARIJERNIH OPCIJA
Opcije sa barijerom je mnogo teže osigurati nego regular-ne opcije. Opšti postupak uključuje izračunavanje vred-nosti delta, gama i vega.  Delta osiguranje predstavlja br-zinu promene vrednosti opcije ili opštije portfolija u od-nosu na vrednost akcije 
[image: image115.wmf]S

. 

Posmatraćemo 'down-and-out' kupovnu opciju sa barije-rom na tržištu. Ako je vrednost robe niska, opcija ne vredi ništa. U suprotnom opcija ima određenu vrednost. Za o-vakvu opciju delta je prekidno na barijeri pa je osiguranje te opcije koristeći standardne tehnike, teško. U tom sluča-ju je mnogo bolje koristiti alternativnu proceduru, pozna- 

tu kao umnožavanje statičkih opcija ("static option repli-cation"), za nalaženje portfolija regularnih opcija čija je vrednost sastavljena od vrednosti egzotične opcije sa ne-kim ograničenjem.
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