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1 Osnovna teorija

DEFINICIJA. Neka je R prsten. Polinom P(z) nad prstenom R je svaki izraz oblika P(z) = a,a” +
Ap_12" '+ .. 4 ax+ ao gde su a; € R ia, # 0. Broj n nazivamo stepenom polinoma P(z), u oznaci
n = dgP(x), dok skup svih polinoma nad R obelezavamo sa R|[z].

TEOREMA. Svaki polinom P(x) € C[z] stepena n ima ta¢no n kompleksnih nula.

Bezuov sTAvV. Ostatak pri deljenju polinoma P(z) sa x — a je P(a).

VIETOVE FORMULE. Neka je P(x) = ap(x —x1) - - - (z — zp,) polinom. Oznacimo sa oy = Y 4, Tiy - - - T,
gde se sumiranje vrsi po svim indeksima 1 < i; < ig < --- < i;. Ako polinom P(z) napiSemo u obliku

P(x) = apa™ + ap_ 12" 1 + ...+ a12 + ap tada vaze sledeée Vietove formule a; = (—1)" ‘0, _;a,. lzrazi
o = or(x1,...,x,) nazivaju se osnovni simetricéni polinoma.

NJUTN-GIRARDOVE FORMULE. Neka su og, k = 0,1,...,n osnovni simetri¢ni polinomi promenljivih
1,...,Tn. Neka je Sp = x’f + ...+ zF. Tada vaze sledece Njutn Girardove formule:

Srpog — Sp_101+ ...+ (—1)k500k =0

LAGRANZOVA INTERPOLACIONA FORMULA. Neka su xg, .. ., Ty, Yo, - - - , Yn realni brojevi pri ¢emu su zg, . . .
medjusobno razli¢iti. Tada postoji jedinstveni polinom P, (x) stepena n takav da je P(z;) = y; za svako
1=0,...,n ivaz sledeta Lagranzova interpolaciona formula:

Zy x—xo (= zim) (@ — xig1) (= xp)

— ) (xz' = @i—1) (T — Tig1) - (T — Tn)

AJZENSTAINOV KRITERIJUM. Neka je P(x) = ag + a1z + ... + apz™ € Z[z] polinom sa celobrojnim
koeficijentima. Ako postoji prost broj p takav da p | ag,...,an_1, p{ an i p*{ ag, tada je polinom P(z)
ireducibilan ' u Z[z].

'Polinom P(z) je ireducibilan u R[z] ukoliko ne postoje dva polinoma Q(z), R(x) € R[z] razli¢ita od konstante takva da
je P(x) = Q(z)R(x)
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. Dat je polinom sa realnim koeficijentima f(z) = z

. Ako su x; nule polinoma P(z) = 182 + 3z + 2006 izracunati >_

. Dokazati da je polinom P(z) = z" + = + p € Z[z] ireducibilan u Z[z] za svaki prost broj p.
. Dokazati da je polinom x2°°7 — 9 ireducibilan u Z[z].

. Dokazati da je polinom P(x) = 2™ + 52"~ ! — 3 ireducibilan u Z[z].

(prosireni Ajzenstajnov kriterijum) Neka je P(x) = >°I' | a;2* polinom sa celobrojnim koeficijentima
i neka je p prost broj takav da je p | ag,...,ar, p{ ary1 i p?  ap. Tada postoji ireducibilni faktor
Q(z) polinoma P(z) stepena veceg od k.

3 — ax® 4 bx — 1 koji ima tri realna pozitivna

korena, ne obavezno razli¢ita. Odrediti minimalnu vrednost zbira a + b.

. Neka su date dve razlicite kolekcije realnih brojeva ay, ..., a, ib1,. .., b, (jednake su ako su skupovno

jednake {ai,...,an,} = {b1,...,b,} 1 ako se svaki broj podjednak broj puta ponavlja u svakoj
kolekeiji). Dokazati da ukoliko su kolekcije a; + a; i b; + b;, 1 < i < j < n jednake, da je tada n
stepen dvojke.

. Neka je f(2) = 2" + an_12""' + ... 4+ a1z + ao polinom sa kompleksnim koeficijentima. Dokazati

da postoji z € C takav da je |z| =11 |f(2)] > 1.

48 T;
i=1 14z;°

. Postoje li realni brojevi b i ¢ takvi da svaka od jednacina 2 +bx +c= 01222+ (b+ 1)z +c+1=0

ima po dva celobrojna korena?

Dati su prirodni brojevi k i n, k < nirealni brojevi ay, ..., a,. Pretpostavimo da je za sve prirodne
brojeve ¢ < k ispunjeno aj + ...+ aj, = n. Dokazati da je onda:

oo =at+ ()t (7)o ()

Neka je P(z) polinom sa celobrojnim koeficijentima i neka je definisan polinom Q(z) = P®)(z) =
P(P(---P(z))---). Dokazati da postoji najvise n razli¢itih celih brojeva ¢ takvih da je Q(t) = t.

k-puta

Dat je polinom P(z) = 2" + ap_12" ' + ... + a1z + 1 € R[] &iji su svi koeficijenti nenegativni i
koji ima n realnih nula. Dokazati da je P(2) > 3™.

Za polinom sa celobrojnim koeficijentima P(z) = a,2™ + ap_12" "1 + - - + a1z + a¢ kazemo da je
deljiv prirodnim brojem m ako m | P(x) za svako celobrojno x. Dokazati da ako je P(z) deljiv sa
m, tada je broj nla, deljiv sa m.

Dat je polinom f(x) sa celobrojnim koeficijentima stepena n. Neka su k i p prirodni brojevi.
Dokazati da ako nijedan od brojeva f(k), f(k+1),..., f(k+ p) nije deljivsa p+1, tada f(z) nema
celobrojnih nula.

Odrediti sve trojke (z,vy, z) pozitivnih racionalnih brojeva takvih da su x + y + z, % + % + % ixyz
celi brojevi.

Neka su aq,...,a, dati celi brojevi. Dokazati da je polinom P(z) = (x —aj) - (z — ap) — 1
ireducibilan u Z[z].



17.

18.

19.
20.
21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.

30.

31.

32.
33.

Neka su P(z) = Y1 ja;z' i Qz) = Zf:o b;x* polinomi sa celobrojnim nenegativnim koeficijentima
i neka je m = maxo<;<pa;. Dokazati da ako postoje brojevi a i b takvi da je a < b, b > m,

P(a) = Q(a) i P(b) = Q(b), onda je P(x) = Q(x).

Neka je f(x) = ax? + bx + ¢ € Z[z] proizvoljan polinom stepena 2 sa celobrojnim koeficijentima.
Dokazati da postoji k uzastopnih prirodnih brojeva takvih da je f(x) slozen broj.

Ako je P(x) polinom n-tog stepena takav da je P(k) = 2¥ za svako k = 0,1,...,n, naéi P(n + 1).
Ako je P(z) polinom n-tog stepena takav da je P(k) = % za svako k=1,...,n+ 1, naéi P(n+ 2).

Neka je P(z) polinom, i k prirodan broj takvi da je P(i) = fizai =k, k+1,...,2k — 3,2k — 2 gde
fi predstavlja i-ti Fibonacijev broj. Dokazati da je P(2k — 1) = for—1 — 1.

Polinom P(z) stepena n uzima celobrojne vrednosti za sve x = 0,1,2,4, ...,n%. Dokazati da P(x)
uzima celobrojne vrednosti za svako & = m? gde je m proizvoljan ceo broj.

Neka je P(z) polinom stepena manjeg od 2n. Ako je za sve cele brojeve k = —n,—n+1,...,n—1,n
ispunjeno |P(k)| < 1 dokazati da tada za sve x € [—n,n] vazi |P(z)| < 22"

Polinomi P(z),Q(x), R(xz) € R[z] ¢iji su stepeni redom 3,2 i 3 zadovoljavaju identitet:
P*(z) + Q*(z) = R*(z)
Koliko realnih i razli¢itih nula ima polinom T'(x) = P(x)Q(z)R(x)?

Ako za realne brojeve x,, z,a,b, ¢ vazi © +y + z = ax + by + cz = ax® + by? + cz®> = 1 dokazati da
jetada a®z + b3y + 32 =1—(1—a)(1 =b)(1 —c).

Neka je d ceo broj i Ai,..., Ay, x1,...,%, realni brojevi takvi da je broj Z?Zl )\j:c§ ceo za svako
1 < j < d. Dokazati da je tada i 2?21 /\jx? ceo broj.

Naéi sve polinome P(z) € R[z] i P(x) # const za koje vazi P(z® + 1) = (P(z + 1))*

Nadi sve polinome P(z) € Rlz] za koje vazi P(0) =01 P(z) = w za svako z € R.

Nadéi sve polinome f(x) € R[z] koji zadovoljavaju slede¢u funkcionalnu jednacinu f(z)f(z + 1) =
f@®+z+1).

Naéi sve polinome f(r) € R[x] koji zadovoljavaju sledeéu funkcionalnu jednacinu f(z)f(22%) =
f223 + 7).

Neka je niz polinoma {P,(x)},en definisan na sledeéi nacin: Py(x) = 22 — 2, P,y 1(x) = Py (P,u(z)).
Dokazati da jednacina P, (x) = x ima 2" realnih i razli¢itih resenja.

Nadi sve polinome P(z) € R[z] za koje vazi zP(x — 1) = (z — 2)P(xz).

Naéi sve polinome P(z) € R[z] ¢ije su sve nule realne i nenegativne i koji zadovoljava jedna¢inu
P(z)P(x + 1) = P(2?).

Za sve primedbe, komentare, sugestije, itd. u vezi zadataka (a i uopste) mozete me kontaktirati putem
e-maila.

(© Marko Petkovié
dexterofnis@gmail.com



UPUTSTVA I RESENJA ZADATAKA

. Imamo da za |z| < 1 vazi |2"| < |z|+p, pa prema tome ovaj polinom nema nula u jedini¢nom krugu.
Pretpostavimo suprotno, da je P(z) = Q(z)R(x). Sada je P(0) = Q(0)R(0) =ppaje Q(0) ==+l a
P(0) = £p. Neka su z1, ...,z nule polinoma Q(x). Tada je |Q(0)| = |x1 - - - zx| < 1 §to predstavlja
kontradikciju.

. Pretpostavimo suprotno. Neka je f(z) = g(z)h(x) i neka su z1,...,z sve nule polinoma h(zx).
Posto je |z;| = *V9 tojei |z1---ap| = 107007 ¢ 7. Medjutim vrednost |z1 - - - zx| je (do na znak)
slobodni ¢lan polinoma h(z) pa je zato ceo broj. Kontradikcija.

. Pretpostavimo suprotno. Neka je p(x) = g(x)h(x) gde su:

k n—k
g(z) = Z bz, h(z) = Z cixt
i=1 i=1

polinomi sa celobrojnim koeficijentima razli¢iti od konstante. PoSto je bpcg = 3, sledi da je bar
jedan od brojeva by i ¢y jednak +1. Neka je to ¢y. Tada je |bg| = 3. Neka je ¢ minimalan indeks
takav da 31 b:. Ako predstavimo f(z) =Y 1, a;z" dobijamo da je:

a; = bjco + (bi_lcl —+ ...+ boci) , 3 f at

Posto je a; =0 za svakoi=1,2,...,n—2,sledidajet >n—1, pajeik >n—1. Polinom g(z) je
onda stepena 1, pa posto ovaj polinom nema racionalnih nula, dobijamo da je ireducibilan.

. Koristimo sliénu ideju kao u prethodnom zadatku. Neka je P(x) = Pi(z)--- Py(x) razlaganje
polinoma P(z) na ireducibilne polinome. Neka je P;(z) = Zf;l pi;x?, gde su di, ..., d,, redom
stepeni polinoma P;(z). Posto je ag = pio- - Pmo, zakljuéujemo da je ta¢no jedan od brojeva
P10, - - - , Pmo deljiv sa p. Bez gubljenja opstosti predpostavimo da je to pig.

Ako sada oznac¢imo sa h(x) = Pa(x) - -+ Py (), asa f(z) = Pi(z), na slican naé¢in kao u prethodnom
zadatku dobijamo da p 1 a; gde je ¢ minimalan broj takav da p 1 by = p1;. Odavde, prema uslovu
zadatka sledi da je dy >t > k + 1.

. Neka su 7, s it trazeni koreni. Na osnovu Vietovih pravilajea =r+s+t,b=rs+st+rtirts=1,

pa je:
1 1 1. 4 111
a+b=r+s+t+rs+st+rt=r+s+t+—-—+—-+—->64/rst——— =6,
t r s trs

pri cemu se jednakost dostize za r =s =1 = 1.
. Posmatrajmo polinome f(z) = Y1 2% i g(z) = > 1, ab.
f(x) # g(x). Dalje imamo da vazi:

n
faP=Yamar Y w ez Y g
=1

1<i<j<n 1<i<j<n

Prema uslovu zadatka imamo da je

Ponovo, prema uslovu zadatka imamo da je f(z)% — f(2?) = g(z)? — g(2?). Posto je f(1) = g(1) =n
sledi da je 1 nula polinoma f(z) — g(x), pa prema tome postoji broj k i polinom Q(x) takav da je
f(z) = (z — 1)*Q(z). Posmatrajmo sada:

f(2)* —g(x)* _ (2 = 1)*Q(a?)

— _ — (r k
T+ =T =g~ @ Y

Ako sada zamenimo z = 1 dobijamo da je n = 2F~1.

4
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. Primetimo da x; ¢ {1,0} i da je ﬁ =

Trl_l. Koristi¢emo sledec¢e dve ocigledne ¢injenice:
€T .
1

(a) Ako su y; nule polinoma A(z) n-tog stepena, onda su y; ' nule polinoma z"A(x~1).

(b) Ako su y; nule polinoma A(z), onda su y; + 1 nule polinoma A(z —1). Iz (a) sledi da su z; '

nule polinoma Q(z) = 2*®P(271), iz (b) da su 1 + z; ' nule polinoma R(z) = Q(z — 1). Konacno,

iz (a) sledi da su 1+1—1 nule polinoma:
T;

$48R<3371) — 1348@(1171 o 1) — x48(x71 o 1)48P((x71 o 1)71)
= 182" + 3x(1 — )47 + 2006(1 — z)*8
= 20212*® — 961472% + ... + 2006.

Iz Vietovih formula za ovaj polinom, dobijamo da je traweni zbir jednak 9260%“17.

. Neku su celobrojni koreni prve jednacine k i I, a druge m i n. Tada bi na osnovu Vietovih formula

vazilo
kE+1l = —b (1)
k-l = ¢ (2)
2(m+n) = —-b—1 (3)
2m-n = c+1 (4)

Iz jednakosti (4) sledi da je broj ¢ neparan. Sada, na osnovu jednakosti (2) zaklju¢ujemo da su
brojevi k i | neparni, iz ¢ega, dalje, na osnovu (1), zakljucujemo da je b paran broj. Medjutim, na
osnovu (3) sledi da je b neparan broj. Stoga, brojevi b i ¢ sa trazenim svojstvom ne postoje.

Neka je Q(t) = t. Neka je agp = t i a;41 = P(a;) za i > 1. Imamo da je a = t i da vazi:
a1 — ap | P(a1) — P(ag) = a2 — a1. Na slican nac¢in dobijamo da je:

ag—ag|lag—aylag—az|...|ax —ag_1 | ao —ax | a1 — ag

Prema tome vrednost |a;+1 — a;| je konstantna. Ovo je moguée samo u slu¢aju da je broj elemenata
skupa {ao, ..., ar} jednak 1 ili 2, odnosno da medju brojevima ay, . . ., ax ima ne vise od 2 razlicita.

Znaci, za svako celobrojno ¢ koje zadovoljava jedna¢inu Q(x) = z vazi P(P(t)) = t. Neka su
t1,...,t celobrojna resenja jednacine Q(z) = x, i neka je s; = P(t;). Imamo da vazi:

ti—tj | P(t;) — P(t;) | si —s; | P(si) — P(sj) | ti — t;

pa je, prema tome t; —t; = s; — s;. Slicno dobijamo i da je |t; — s;| = |t; — s;|. Odavde sledi da je
ti +s; = tj + s; = u, odnosno da su svi ¢; koreni jednacine z + P(z) = u. Odavde trivijalno sledi
da ih ima najvise n.

Posto su svi koeficijenti polinoma P(x) nenegativni, sledi da sve nule manje ili jednake 0. Prema
tome polinom mozemo zapisati u obliku P(z) = (v + 1) - - - (v + =) gde su x1, ..., 2, nenegativni
realni brojevi. Koriséenjem nejednakosti izmedju aritmeticke i geometrijske sredine dobijamo da je
242, =1+1+4+x; >3{/1-1-2; = ¥x;. Prema tome, dobijamo da je:

P(2) > 3" Yx1 - xp = 3"V1=23"

Pretpostavimo suprotno, da f(z) ima celobrojnu nulu m. Tada je P(m) = 0, odnosno na osnovu
Bezuovog stava postoji polinom g(x) sa celobrojnim koeficijentima tako da vazi f(x) = (x —m)g(z).
Ukoliko sada zamenimo z = k,k+1,...,k+p imamo da je f(k+1¢) = (k+i—m)g(k+1), za svako
1=0,1,...,p. Medju brojevima k —m,k+1—m,...,k+p—m postoji tacno jedan deljiv sa p+1,
$to predstavlja kontradikciju sa polaznom pretpostavkom.
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Pretpostavimo suprotno, neka je p(z) = f(x)g(x). Na osnovu definicije polinoma p(z) vazi p(a;) =
f(a;)g(a;) = —1. Odavde dobijamo (posto su f(x) i g(x) polinomi sa celobrojnim koeficijentima)
da vazi: f(a;) = —g(a;), odnosno f(a;) + g(a;) = 0 za svako ¢ = 1,...,n. Stepeni polinoma f(x) i
g(z) sunajvise n — 1, pa je i stepen polinoma f(z)+ g(x) najvise n — 1. Posto on ima bar n nula,
zakljucujemo da je identicki jednak nuli, odnosno da vazi p(z) = —f(x)2. Medjutim, ovo nemoguée
jer je koeficijent uz najstariji ¢lan polinoma p(z) pozitivan (i jednak 1) dok je za polinom — f(z)?
negativan.

Posto je b > m, izraz: P(b) = ap+a1b+...+a,b" predstavlja reprezentaciju broja P(b) u sistemu sa
osnovom b. Ukoliko je i b; < b za svako ¢ = 0,..., k, onda na osnovu jedinstvenosti predstavljanja
broja u sistemu sa osnovom b imamo da je P(x) = Q(x). Pretpostavimo sada da je d; > m.
Napisimo d; u obliku d; = ¢;b+1;, gde je 0 < r; < big; > 1. Posmatrajmo polinom @Q;(x) definisan
pomocu:

Qi(x) = bra® + ...+ (biy1 + q)x™ + it + b2 b + by

Imamo da je Q1(b) = P(b), a na osnovu:
bia' + b1 = (gib+ ri)a’ + b0 < (gia+ri)a’ 4+ bipat = ria’ 4 (b1 + gi)a

dobijamo da je Q1(a) < Q(a). Ponavljajuéi dalje ovaj postupak nalazimo polinom @Q,,(z) za koji
vazi da je @Qm,(b) = P(b) i kod kog su svi koeficijenti manji od b. Na osnovu prethodnog slucaja,
zakljucujemo da je P(z) = Q(x). Medjutim to je nemoguce, jer je @ (a) < Q(a) = P(a).

Neka je A= |f(p+1)--- f(p+ k)|, gde je p prirodan broj koji éemo kasnije odrediti. Uo¢imo sada
polinoma f(x) u tackama A+p+1,..., A+ p+ k. Imamo da vazi:

f(A4+p+i)=aA’+ 2a(p+1i) +b)A+ f(p+1i)

odakle zaklju¢ujemo da f(p+1i) | f(A+ p+1). Ukoliko bi vazilo da je f(p+1i) # £1i |f(p+1)| <
|f(A+ p—+1)| tada bi sledilo da su brojevi f(A + p + i) svi sloZeni.

Dokazimo sada da postoji broj p takav da je prethodni uslov ispunjen. Jednac¢ina f(z) = +1 moze
imati najvise 4 resenja u skupu celih brojeva. Takodje, za dovoljno veliku vrednost broja z, |f(z)]
je rastuéa funkcija po x. Ovim smo dokazali postojanje broja p.

Prvo resenje: Posmatrajmo polinom:

P = (5)+ (1) +er (74) + (),

Proverom, lako mozemo utvrditi da za svako kK =0,1,...,n vazi:

=) ()2 ()

Zamenom takodje imamo da je:
1 1 1
P(n+1)= ("3 >+ <"Jlr >+ + ("+ > =2t 1
n

Drugo reSenje: Koristicemo Lagranzovu interpolacionu formulu. Posto je polinom definisan u
tackama z; =4, ¢ =0,1,...,n, imamo da vazi:

(@ _x(g;—l).-];;!(a;—k+1)

(l‘i—l'o) cee (:Ei—l‘ifl)(iﬂi—l‘prl) s ({L‘Z—l’n) = (i—O)(i—l) s 1(—1)(—2) s (—n—i—i) = ’L'(’I’L—Z)'(—l)n_Z
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a za £ = n + 1 na slican na¢in dobijamo:

(n+1)!

(x—x0) - (x—mi1)(x—2441) - (x—2) = (n+1-0)(n+1-1) -+ (n+2—i)(n—1i)---1 = m—irl

Zamenom u Lagranzovu interpolacionu formulu dobijamo:

(n+1)! n+1 _.
1) 2 2! —)nt=gntl 1
Pl Z =i+ D=0 Z ("7 e

Na slican nacin kao u prethodnom zadatku koriSéenjem Lagranzove interpolacione formule dobi-
jamo:

n+l n+1
_ (n+1)' n+l—1 __ 1 7’L—|—2 n+l—1 __ 1 n
P(n+2)_;i!(n+2—i)!(_1) o _n+2;< i >(_1) " _n—|—2(1_(_1) )

Primenom Lagranzove interpolacione formule dobijamo da je:

2k—2 . .
_ ,(if—k)"'(x—l—i-l)-(:U—z—l)---(m—2k+2)
Pl =2 1 (i — k)\(2k —2 —1)!

i=k
Ako sada zamenimo x = 2k — 1 dobijamo da je:

k—2

P(zk_l)_Z(kj_2>fk+J for—1—1

1=0

Neka je P(z) = agz® + ... 1 R(x) = b3z® + .... Polinomi P(x)? + Q(z)? i R(z)? su stepena 6, a
koeficijenti uz najstariji ¢lan (uz 2%) su redom a% i bg. Prema tome a3 = z - b3 gde je z = +11i
polinom R(x) mozemo napisati kao R(x) = zP(z) + Pi(z), gde je Pi(x) polinom stepena najvise
2. Zamenom u uslov zadatka dobijamo:

R? = (2P + P,)? = P? + 22PP, + P? = P? + *

2:PP + P} = Q*

Posto je desna strana (Q?) stepena 4, to je stepen leve strane takodje 4, pa je polinom 2zPP; je
stepena najvise 4 odnosno polinom P; je stepena najviSe 1. Rastavljanjem prethodne jednakosti
imamo:

Pi(2zP+ P) = Q?

Ako bi Py bio konstanta (stepena 0), onda bi stepen leve strane prethodne jednakosti bio 3 sto je
nemogucée. Znaci polinom P; ima stepen 1 i moze se pretstaviti u obliku Pj(z) = A;(x — a) gde su
Aj,a € Ri Ay # 0. Dalje, posto (z — a)|Q? to (x — a)|Q(z) i Q(x) mozemo pretstaviti u obliku
Q(z) = A(x — a)(z — b) gde su takodje b, A € Ri A # 0. Zamenom dobijamo da je:

AQ

2zP(z) + Ai1(x —a) = i

—(z —a)(z — b)2

odnosno

Pla) = ;z (— a) (jj (2 — b)?2 A1>

R(m):zP(x)+A1(:U—a):%(m—a) (j (z — b)? +A1>

1
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29.

30.

31.

32.

33.

Zamenom u T'(z) = P(z)Q(x)R(z) dobijamo:

T(z) = i(az )} —b) <jj(ac _p2 - Al) (jj(;c A A1>

Polinom fo(l‘ —b)2 — A; ima dve realne nule b + %‘, dok polinom ﬁ—?(w —b)2 + Aj nema realnih

nula. Znagci, realne nule polinoma 7T'(z) su x = a,b, b+ ’% ,b— ‘%’ Ukupno ih ima 4, poslednje
3 su sve medjusobno razlicite, dok prva moze biti jednaka nekoj od naredne tri. Znaci mogu biti 3
ili 4 razli¢ite nule polinoma 7T'(x).

Data jednacina je ekvivalentna sa P(z + 1) = 2P(z) — P(z — 1). Indukcijom se lako dokazuje da
je P(n) =nP(1) = nc, gde je ¢ = P(1). Posmatrajmo sada polinom Q(z) = P(z) — cx. Zamenom
dobijamo da je Q(z) takodje resenje date funkcionalne jednacine, pri ¢emu je Q(1) = 0, pa je i
Q(n) = nQ(1) = 0 za svako n € N. Odavde sledi da je Q(z) = 0, pa je P(z) = cx. Proverom
dobijamo da je za svako ¢ € R, polinom P(z) = cx resenje date jednacine.

Neka je z nula polinoma f(x) maksimalnog modula. Ako zamenimo z sa z — 1 dobijamo f(2? — 2z +
1) = f(2)f(z — 1) = 0. Takodje imamo da je f(22 +z +1) = f(2)f(z + 1) = 0. Prema tome, nule
polinoma f(x) suiz =22 +1+212 =22+ 1—2 Akoje 22+ 1 # 0 imamo da vazi:

21 + |22 = 2(|2 + |22 +1P7) > 2027 = a1l > 2|V |22] > |2

§to je kontradikcija. Znaéi z? +1 = 0, odnosno z = 4i. Sada polinom f(x) mozemo zapisati
kao f(x) = (22 + 1)*g(x). Zamenom u jednacinu, dobijamo da g(x) takodje zadovoljava trazenu
funkcionalnu jednacinu, pri ¢emu je g(+i) # 0. Prema tome zaklju¢ujemo da je g(z) = 1. Znadi
sva redenja jednacine su f(z) = (22 + 1),

Primetimo da je f(z) = 0 reSenje. Ako zamenimo x = 0 dobijamo da je f(0) = 1, odnosno da
je proizvod nula polinoma f(x) jednak 1. Neka je z proizvoljna kompleksna nula polinoma f(x)
maksimalnog modula. Ako je |z| > 1, zamenom dobijamo da je i 22% + z nula. Medjutim vazi
1223 4+ 2| > 2|z|> — |z| = |2](2]2|]? — 1) > |2|, §to predstavlja kontradikciju sa ¢injenicom da je z
nula maksimalnog modula. Posto je proizvod svih nula 1, imamo da vazi |z| > 1, a iz prethodnog
dobijamo da je |z| = 1 i da su sve nule modula 1. Takodje je i |22 + 1| = 1 odakle dobijamo da je
2?2 = —1, odnosno z = +i. Prema tome, sva refenja jednacine su polinomi f(x) = (22 + 1).
Uvedimo smenu z = 2cost. Sada je Pj(2cost) = 2cos2t. Moze se pokazati indukcijom da vazi
P, (2cost) = 2cos2"t, pa se nasa jednacina svodi na cos 2"t = cost. ReSenja ove jednacine su:

P 2km v 2km
Foono R T ang
za svako k = 0,1,2,.... Ova reSenja generisu ukupno 2" reSenja polazne jednacine.

Zamenom za x = 0,2 dobijamo da je P(1) = P(0) = 1. Dakle P(z) = (2% — 2)Q(x). Zamenom
u jednacinu dobijamo da je Q(z) = Q(x — 1) odakle trivijalno sledi da je Q(x) = C. Proverom
dobijamo da svi polinomi P(z) = C(2? — ) zadovoljavaju jednaéinu.

Neka su ay, .. ., a, nule polinoma P(z). Tada su sve nule polinoma P(x?)i P(x+ 1) jednake redom
+\/ay,...,*\/a, iay —1,...,a, — 1. Prema tome, kolekcije brojeva ai,...,an,a1 —1,...,a, — 1
i +\/a1,...,£\/a, su jednake. Posto u prvoj kolekciji ima podjednako negativnih i pozitivnih
brojeva, sledi da su svi a; — 1 negativni, pa je 0 < a; < 1 za svako ¢ = 1,...,n. Pretpostavimo da
jea; <ag <--- < ay,. Tada je, sa jedne strane:

a1 —1<as—1<---<a,—1<0<a1 < - < ap,



a sa druge:
—Vap < —\ap—1 <o < —yar <0< ap < - < ap.

Posto su kolekcije iste dobijamo da je /a; = a; pa odavde sledi da je a; = 0,1. Iz uslova —/a; =
ant1—; dobijamo da su prvih k = 5 korena jednaka 0 a drugih k jedakih 1. Prema tome, trazeni
polinom je P(z) = (22 — 2)¥. Neposrednom proverom utvrdjujemo da ovaj polinom za proizvoljno
k zadovoljava uslove zadatka.



