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NEJEDNAKOSTI

predavac: Marko Petkovié

1 Osnovne nejednakosti

NEJEDNAKOST IZMEDJU SREDINA. Neka su x1,...,x, pozitivni realni brojevi. Oznac¢imo sa:
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n

Mk($1,x27 cee 73371,) - <

sredinu k-tog reda (k € R\ 0) brojeva x1,...,2,. Imamo da je My(z1,...,zy,) rastuca funkcija po k,

odnosno
k<Il= M > M;

Specijalno, imamo da je M_; harmonijska, M aritmeticka, My kvadratna, dok je My := limy_q M,
geometriska sredina brojeva x1,xo,...x,. Nejednakost izmedju ovih sredina ima oblik:

My > My > My > M_;.

Nejednakost izmedju sredina moze da se uopsti na sledeé¢i na¢in. Neka su w; pozitivni realni brojevi za
koje je >, w; = 1. Tada je teZinska sredina k-tog reda brojeva w1, ..., x, zadata na sledeéi nacin:

1
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. _ k
Mk(xl,...,xn,wl,...,wn)—(E xiwi>
=1

Za tezinske sredine vazi ista nejednakost kao i za obicne, tj My, je rastuca funkcija po k.

NEJEDNAKOST REARANZIRANJA. Neka su a; i b;, i = 1,2,...,n pozitivni realni brojevi pri éemu vazi
a] > as > -+ > an. Neka je ¢, 1 =1,2,...,n permutacija niza b,. Posmatrajmo vrednost zbira:

n
Sp(ai,...,ap;C1y...,Cp) = E a;C;
i=1

Ovaj zbir ima maksimalnu vrednost ukoliko je ¢; > - -+ > ¢, a najmanju ukoliko je ¢c; < --- < ¢,.

CAUCHY-SCHWARTZ-OVA NEJEDNAKOST. Za realne brojeve x;,vy; vazi

e w2) = (O wiy)
=1 =1 =1

HOLDER-OVA NEJEDNAKOST. Ako za pozitivne brojeve p i ¢ vazi % + % = 1, tada za svaki par n-torki

realnih brojeva x,y vazi:
n
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CEBISEVLJEVA NEJEDNAKOST. Ukoliko realni brojevi z;, y;, i = 1,2, ..., n zadovoljavaju uslov:
r1 <z < ... <y, y1 <yo < ... <y, tada vazi

n

O =)D w) <n)_ iy
=1 =1

i=1

MUIRHEAD-OVA NEJEDNAKOST. Za niz realnih brojeva a = (a1, ag,...,a,) definise se funkcija T" sa n
promenljivih:
Ar(1 A (2 A (n
To(z1, 9, ..., 20) = le ( )xz @ g,
™
gde se sumiranje vrsi po svim permutacijama 7 skupa {1,2...,n}. Ukoliko sa dva niza realnih brojeva a

ibvazi: Zle a; > Zle bizak=1,2,...,n—11% " a; =Y b, tada vazi Muirhead-ova nejednakost
To(z1, 22, . .., xy) > Ty(w1, 22, ..., Ty)

za, sve n-torke x nenegativnih realnih brojeva.

SUROVA NEJEDNAKOST. Za nenegativne realne brojeve a;, i = 1,2,...,n; k € R vazi:

af(a; —ag) - (a1 —ap) + ...+ af(ay —a1) - (an — an—1) >0
2 Zadaci

1. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazati da tada vazi:
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1 > .
+a—l—b%—c ~ab+ bc+ ca

2. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazati da vazi:

1 n 1 n 1 S 27
bla+b) clb+c) alc+a) ™ 2(a+b+c)?

3. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je abc < 1. Dokazati:

a b ¢
—+-+->a+b+c
b ¢ a
4. Neka su z1, 29, ..., x, realni brojevi takvi daje 1 + ...+ xp =aia? + ... +x% = n“—_zl Dokazati
da je tada x; € [0, %a] za svako i =1,2,...,n.

5. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazati da tada vazi:

b+c c+a a+bd

wt > Va+vVb+ e+ 3.

6. Neka su xy,x, ..., 2, pozitivni realni brojevi takvi da je > 7" ; H% = 1. Dokazati da je tada:

n n 1
x> (n—-1))y —.
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. Dokazati da za pozitivne realne brojeve vazi:

a a2 as a4

4
+ + + > =
ax+a3+as az+as+ar as+ar+ax ar+axtaz 3

. Ako su a, b i ¢ duzine stranica trougla dokazati da vazi:

a b c

> 3.
b+c—a+c+a—b+a+b—c_

. Neka su a, b i ¢ duzine stranica trougla a =, y i z realni brojevi takvi da je ¢ +y + z = 0. Dokazati

da je tada:
alyz +b*zx 4+ Pry <0

Neka su a, b i ¢ duzine stranica trougla, P povrSina i s poluobim. Dokazati da tada vazi nejednakost:
35002001 | 2001 4 2001y 5 92001 pl000

Neka je su x1,...,x, pozitivni realni brojevi za koje vazi 1 + ...+ z, = 1. Neka je s najveéi broj
u nizu:

T T2 €3 Tn
14+x 14+z1+ax9 14z +20+23 R R T o 2 1 SO S

Koja je najmanja vrednost za s. Za koje x1,...,x, se ona dostize?
Neka su z1,...,x, pozitivni realni brojevi za koje vazi x; - ... - x, = 1. Dokazati da vazi:
_ _ 1 1
e e > — =
T Tn

Dokazati da za pozitivne realne brojeve vazi nejednakost

a® b c?
—+—=+—=>a+b+ec
bc  ac ab

Odrediti kada vazi jednakost.

Neka su aq, a9, ..., a, pozitivni realni brojevi. Dokazati da vazi:

n

on "
1+a;)> 1 :
o2 55 (1+50)

Dat je niz prirodnih brojeva {ay tnen, za koji vazi: a1 > ap i any1 = 3a, — 2an—1. Dokazati da je
2003
asooz = 2777,

Za sve primedbe, komentare, sugestije, itd. u vezi zadataka (a i uopste) mozete me kontaktirati putem
e-maila.
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