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Funkcionalne jednacine

Marko Petkovic¢
gimnazija Svetozar Markovié¢, Nis

Subota, 10.12.2005

. Neka je N? = {0,...,n}. Koliko ima funkcija f : N — NY za koje vazi:

(1) i#j = fi) # f()
(2) itj=n=fi)+f0{)=n

. Neka je N, = {1,...,n}. Koliko ima funkcija f : N,, — N,, za koje vazi f(f(x)) = = za

svako x € N,,7

. Neka je n > 3 i F, familija funkcija f : N,, — N, za koje vazi:

(1) f(k)<f(k+1),zak=1,...,n—1;
(2) f(k)=f(f(k+1)),zak=1,...,n—1;

Koliko elemenata ima familija F,?

. Naéi sve funkcije f : N — N tako da je f(f(m)+ f(n)) = m+ n za sve m,n € N. Ako je

F(1) =1 naéi f(2005).

. Naéi sve funkcije f : Ng — R za koje vazi f(n+m)+ f(n—m) = f(3n), za sve n,m € Ny

in>m.

. Dokazati da ne postoji bijekcija f : N — Ny takva da je f(mn) = f(m)+ f(n)+3f(m)f(n)

za sve m,n € N.

. Niz {an }neny C R zadovoljava relaciju

aom + aon

Umtn + @m—p—m+n—1= 5

za sve m,n € Ny za koje je m > n. Ako je a; = 3 nadi a,.

. Neka je B, € {0,1}" i 0 = (0,...,0). Definisimo operaciju @ na B, na sledeéi nacin

a®b=((ar+b1) mod?2,...,(an+ b,) mod?2). Neka je f : B, — B, funkcija tako da je
f(0) =01 ako se a i b razlikuju u ta¢no k pozicija tada se f(a) i f(b) razlikuju taéno u k
pozicija. Dokazati da ako su a,b,c € B, ia+b+c =0 daje tadai f(a)+ f(b)+ f(c) = 0.

. Da li postoje funkcije f : R — R i g: R — R takve da za svako x € R vazi:

(a) flg(x)) = 2?1 g(f(z)) =2  (b) flg(x)) =2 ig(f(x)) =2"
Nadi sve f € RR tako da vazi f(z +y) + f(z —y) = 2f(x) cosy

Funkcija f : Rt — RT zadovoljava jednakost f(f(x)) +x = f(2x) za svaki x € R*.
Dokazati da je f(z) > z za svaki x € RT.

Naci sve funkcije f : RT — R* tako da vazi f(z +y) = f(z)f(yf(z)), Vo,y € RT
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Neka je f:[0,1] — [0,1] rastuca funkcija. Dokazati da tada postoji x € [0,1] tako da je
f(x) = z. Da li tvrdjenje vazi ako je f opadajuca funkcija?

Dokazati da ne postoji funkcija f : (0, +00) — (0, +00) tako da vazi
(f(@)* = fl+y) (f () +y)

Dokazati da ne postoje funkcije f,h € R® tako da je 2% = f([z]) + h({x}).

(Kosijeva jednacina)

(a) Nekaje f € QUineka vazi f(x+y) = f(z)+ f(y). Dokazati da je f linearna funkcija.
(b) Neka je f € C(R) (neprekidna funkcija) koja zadovoljava predhodnu jednacinu.

Naci sve f € C(RT) koje zadovoljavaju jednacinu f(zy) = f(z) + f(y).

Nadi sve f € C(RT) koje zadovoljavaju jednacinu f(zy) = f(z)f(y).

Naéi sve f € C(R) koje zadovoljavaju jednacéinu f(x +y) + f(y — x) = 2f(z) f(y).

Nadéi sve funkcije: (a) f € Q¥ (b) f € RR koje zadovoljavaju funkcionalnu jednacinu
(f(@) + f(2) (f(y) + f() = flay — 2t) + f(at +yz)

Odrediti sve polinome P(z) € R|[z| koji zadovoljavaju jednakost:

Pla—b)+Pb—c)+Plc—a)=2P(a+b+c)
za sve realne brojeve a, b, ¢ za koje je ab+ bc + ca = 0.
Naéi sve polinome P(z) € R[z] i P(z) # const za koje vazi P(z% + 1) = (P(z + 1))*

Naéi sve polinome P(z) € R[z] za koje vazi P(0) = 01 P(x) = w za svako
r € R.

Odrediti sve nenuma polinome P(z) € R[xz] za koje vazi P(22) = (P(z))? za svako z € R.

....... (Pa dajte i vi neki zadatak ;)))) )



