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Predgovor

Knjiga koja je pred vama je u pocetku bila zamisljena samo kao kurs Teorije
relativnosti (specijalne i opste). Skoro uvek kada je autor zapocinjao razmi-
sljanje kako da je koncipira, sretao se sa problemom Sta iz nerelativisticke
mehanike smatrati poznatim a na S$ta ponovo ukazati kod uvodjenja odgo-
varajuc¢ih pojmova relativisticke mehanike. Takodje se postavljalo pitanje
na koje od postojec¢ih udzbenika opste i teorijske fizike se pozivati prilikom
pisanja. U jednom momentu se doslo do, mozda ne preterano racionalnog, za-
kljucka da je bolje na istom mestu obraditi klju¢ne oblasti Njtunove mehanike
i prilagoditi ih docnijim potrebama teorije relativnosti. A onda kada se
pocelo sa pisanjem, radi kompletnosti i konzistentnosti izlaganja, se materi-
jal iz nerelativisticke mehanike prilicno prosirio tako da je nastala knjiga koja
ima prvi (nerelativisticki deo) koji je pisan na nivou koji se nalazi izmedju
nivoa opsteg i teorijskog kursa fizike i drugi relativisticki koji je takodje
pisan na dva nivoa, jedan koji mogu da sa uspehom da prate i zaintereso-
vaniji srednjoskolci, i drugi koji zahteva poznavanje nekih specijalnih oblasti
matematike.

Tako se knjiga sastoji iz 8 glava, ona se zapravo moze podeliti na dve
oblasti: 1. klasi¢na mehanika, koja se bavi kretanjem tela koja su velika u
poredjenju sa atomima i kre¢u se brzinama koje su mnogo manje od brzine
svetlosti (glave pod nazivom kinemetika, dinamika, oscilacije, talasi, anal-
iticka mehanika), 2. relativnost, koja predstavlja teoriju koja opisuje kretanje
tela bilo kojom brzinom, u tom smislu i brzinama koje su bliske brzini svet-
losti (kinematika specijalne teorije relativnosti i dinamika specijalne teorije
relativnosti i opsta teorija relativnosti).

Kako bi, sa Sto manje traganja za matematickom literaturom, bilo moguce
pracenje izlaganja datog u knjizi, autor je osmislio i odgovaraju¢i matematicki

dodatak.
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Glava 1

Kinematika

Fizika, jedna od bazi¢nih prirodnih nauka, se bavi osnovnim prinicipima na
kojima je zasnovan univerzum. Ona daje osnovu za druge prirodne nauke-
astronomiju, biologiju, hemiju, geologiju, .... Lepota fizike lezi u jednos-
tavnosti osnovnih fizickih teorija koja se ogleda u malom broju fundamen-
talnih koncepata, jednacina i pretpostavki koje mogu da izmene i prosire nas
pogleda na svet oko nas.

Logicki pocetak prezentovanja koncepata fizike se zasniva na pojmu kre-
tanja Cijim opisivanjem se bave i kinematika i dinamika, svaka na svoj nacin.

1.1 Koordinatni sistemi u ravni

Za odredjivanje polozaja Cestice u ravni potrebno je izabrati dva nezavisna
broja - koordinate ¢ijim ¢emo poznavanjem u svakom momentu vremena
tacno moéi da znamo gde se Cestica nalazi.! Najpoznatija su slede¢a dva ko-
ordinatna sistemi u ravni: 1) pravougli Dekartov koordinatni sistem - u njemu
dva broja (z,y) odredjuju polozaj tacke u odnosu na koordinatni pocetak?
i 2) polarni koordinatni sistem - polozaj tacke je odredjen koordinatama

!Prostor i vreme u klasi¢noj mehanici su neprekidni, $to u fizickom smislu znaéi da telo
ne moze da nestane, a u matematickom da se mogu primenjivati za opisivanje polozaja i
kretanja tela metode matematicke analize, odnosno da se mogu dobro definisati izvodi i
integrali odgovarajué¢ih mehanickih veli¢ina.

2Reé je naravno o komponentama vektora polozaja 7 koji je u ovom slucaju zadat
izrazom 7 = xé€, +y€,, gde su € i €, jedini¢ni vektori koordinatnih osa. U slucaju kretanja
Cestice u tri dimenzije, vektor polozaja ¢e biti predstavljen izrazom = xe, + yé, + z€..

9
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(p, )2

Slika 1.1: Dekartov i polarni koordinatni sistem. Koordinata p odgovara
udaljenosti tacke od koordinatnog pocetka, dok je ¢ ugao koji zaklapa vektor
polozaja tacke sa x osom.

Sa slike 1.1 jasno vidi da je veza jednih i drugih koordinata u ravni zadata
relacijama

T = pcosp,y = psinyp, (1.1)

— 202y — Yy
p = \/22 + y%, © = arctan (x) (1.2)

Primer 1. Dekartove koordinate tacke u (z,y) ravni su a) (z,y) = (1,1)
m, b) (:L',y) = (_171> m, C) (I7y) = (_1’_1) m, d) (l’,y) = (1’_1)
Odredi polarne koordinate te tacke.

a) p = VaZ+y? = \/(lm)2 +(Im)2 = V2m tanp = £ = 1 = 1,
Iz poslednje relacije se za trazeni polarni ugao ¢ dobija dva resenja 45° i
225° (odnosno 7/4 i 57 /4) a na osnovu polozaja tacke zadate dekartovim
koordinatama z i y tj. na osnovu njihovog znaka da treba uzeti reSenje koje
odgovara manjem uglu jer jedino tada tacka lezi u prvom kvadrantu. Drugo
resenje odgovara tacki koja je navedena pod c) i tom slucaju tacka lezi u
tre¢em kvadrantu. U slu vajevima b) i ¢) koordinata p ima istu vrednost kao
i u ostalim slucajevima, tangens ugla ¢ je jednak —1 a na osnovu znaka x i
y su trazeni uglovi 37/4 1 Tn /4.

odnosno

3Dok je oblast definisanosti dekartovih koordinata = i y od —oo do +oo, za polarne
vazi p € (0,+00), ¢ € (0,27).
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Primer 2. Opisati dekartovim i polarnim koordinatama kretanje po
kruznici poluprecnika R, konstantnom ugaonom brzinom w.

Kako je u ovom slucaju predjeni ugao za vreme t jednak ¢ = wt, a
udaljenost od koordinatnog pocetka stalno iznosi R, jednacine koje opisuju
kretanje u polarnim koordinatama glase

p(t) = R, p(t) = wt,

a u dekartovim
x = Rcos(wt),y = Rsin(wt).

Lako je primetiti da je u ovom slucaju pogodnije koristiti polarne koordinate
umesto dekartovih.

1.2 Brzina u diferencijalnoj formi

Posmatrajmo kretanje materijalne tacke (¢estice) po nekoj trajektoriji. Uko-

liko ona, za jednake, ma kako male, vremenske intervale At prelazi jednake

puteve As, kretanje ¢estice se naziva ravnomernim. Deljenjem ukupnog pred-

jenog puta s, vremenom t za koje je predjen, ili dela predjenog puta As i

odgovarajuceg intervala vremena At dobija se veli¢ina
s As

V=—-=— 1.3
t At (13)
koja se naziva intenzitet brzine cestice? i jednaka je putu koji ona predje u
jedinici vremena.

Ako je kretanje neravnomerno, veli¢ina koja se dobija deljenjem predjenog
puta i vremena je intenzitet srednje brzine Cestice za dati interval vremena

_As

=5 (1.4)

vS’I"
Da bi sto preciznije odredili intenzitet brzine v, kojom se cestica krece u
nekom vremenskom trenutku, treba postupiti na slede¢i nac¢in. Uzima se
neki naredni vremenski interval At (koji sledi za vremenskim trenutkom t),
i odredi se put As koji Cestica predje za navedeni interval. Odnos As i At,

4Brzina je vektorska veli¢ina pa je za njeno potpuno poznavanje neophodno navesti jos
i pravac i smer kojim se telo krece.
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u tom slucaju predstavlja intenzitet srednje brzine cestice za dati vremenski
interval. Ukoliko se medjutim za nalazenje ovog odnosa uzima sve manji i
manji vremenski interval At (pri ovome ¢e se naravno i predjeni put sman-
jivati), u granicnom slu¢aju kada vremenski interval bude dovoljno mali (u
matematickom smislu tezi nuli) odnos As/At ée teziti intenzitetu ”prave”
brzine u momentu ¢. To se zapisuje na slede¢i nacin

. As
v = Alglo A (1.5)

Ukoliko pak zelimo da brzinu odmah definisemo kao vektorsku veli¢inu, potrebno
je postupiti na nesto drugaciji nacin.

——As

(=]

Ar

A

0 X

Slika 1.2: U momentu vremena t Cestica se nalazi u tacki 1, ¢iji polozaj
je odredjen vektorom polozaja 7. Za interval vremena At cCestica prelazi u
tacku 2 ¢iji polozaj je odredjen vektorom polozaja 7+ Ar, gde je Ar vektor
pomeraja, tj. prirastaj vektora polozaja. Kada At tezi nuli, tacka 2 se
"krece” ka tacki 1. Pri tome duzina luka As postaje sve pribliznije jednaka
duzini tetive |A7]. U grani¢nom slucaju ove dve duzine su jednake jer tetiva
tada zauzme pravac tangente na trajektoriju u tacki 1.

Na slici 1.2 je prikazana trajektorija Cestice. Za vreme At Cestica Ce
doziveti pomeraj Ar, koji je jednak prirastaju vektora polozaja 7 = xé, +
ye, + z€, za dati vremenski interval. Ukoliko prirastaj Ar podelimo in-
tervalom vremenom At za koji se desio, dobi¢emo srednju vrednost brzine
Cestice

—

Vsr =

AT
NS

Trenutna brzina ¢estice ¢ ¢e biti jednaka grani¢noj vrednosti vektora
pomeraja Cestice i vremenskog intervala At za koji se on desio, uz uslov

(1.6)
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da vremenski interval tezi nuli,

AT
U= lim —. 1.
R v At (1.7)
Drugim rec¢ima, brzina je izvod vektora polozaja po vremenu.” U fizici je

uobicajeno da se izvodi po vremenu oznacavaju tackom iznad slova koje
oznacava datu fizicku velicinu tako da se ovaj izraz cesto piSe u obliku

dr
dt

T=— =7 (1.8)
Sa slike 1.2 se vidi da vektor trenutne brzine ¢ ima pravac tangente na tra-
jektoriju u datoj tacki gde se nalazi cestica u datom momentu vremena, a
smer joj je u smeru kretanja. Intenzitet brzine je jednak apsolutnoj vrednosti
izraza (1.7)

v =

= lim = (1.9)

Kako se sa slike 1.2 vidi da odnos % tezi jedinici kada At — 0, prethodni
izraz moze da se transformise na slede¢i nacin

I 1AV |Ar] As\  ds
U_Al}tlilo At _Alg}o As At) — dt’ (1.10)

sto se poklapa sa formulom (1.5). Ako se prodiferencira po vremenu izraz
za vektor polozaja, smatrajuci da su jedini¢ni vektori koordinatnih osa kon-
stantni, dolazi se do izraza

T =7 = i€, + y€, + €. (1.11)
iz koga, ako ga uporedimo sa dekartovim zapisom brzine
U = U,€, + vy€, + V,€, (1.12)

za komponente brzine u dekartovom koordinatnom sistemu se dobija

dx . dy . dz

Vp =T = —, Uy =Y = —,0, =2 = —.
v =Y dt

o (1.13)

5Vektor polozaja je vektor koji zavisi od vremena i kako &estica menja polozaj u prostoru
tako i ovaj vektor menja svoj pravac, smer i intenzitet.
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1.3 Predjeni put

Ukoliko je poznat intenzitet brzine u svakom momentu vremena, moguce je
izracunati put koji je cestica presla od nekog momenta vremena t; do nekog
docnijeg momenta t5. Pocetni korak je deljenje intervala vremena to—t; na N
malih (ne obavezno jednakih) intervala vremena At; (i je redni broj intervala
koji ide od 1 do N). U skladu sa izrazom v = ds/dt, moze se smatrati da je
put As;, predjen za interval At;, priblizno jednak proizvodu v; i At;:

(ovde je v;-bilo koja vrednost brzine iz intervala At; jer se moze smatrati
da se unutar njega brzina toliko malo menja da se smatra skoro konstatnom
- zato je svejedno koja je vrednost uzeta). Ukupan put koji predje Cestica
jednak je sumi puteva As;

N
s =As; + Asy + -+ Asy :ZASu (1.15)
i=1
odnosno, ukoliko u ovaj izraz zamenimo svaki interval njegovom pribliznom
vredno§éu (1.14),

N

s~ AL (1.16)
i=1

Ako sada pocnemo da smanjujemo intervale vremena At;, proizvodi v;At;

¢e sa sve vecom tacnoséu odredjivati puteve predjene za te intervale. U

grani¢nom slucaju, kada su svi intervali vremena dovoljno mali, tj. kada teze

nuli (N pri tome neograniceno raste), dobija se ta¢na vrednost predjenog

puta kao granic¢na vrednost

N
U matematici se izrazi oblika

lim Y f(z;)Aw; (1.18)
za vrednosti promenljive x u nekom intervalu od a do b, nazivaju odredjeni

integral funkcije f(z), u granicama od z = a, do © = b i oznacavaju se
simbolom

/ab f@)dz. (1.19)
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Uporedjujuci izraze (1.17) i (1.18) relativno lako se vidi da predjeni put
cestice u vremenskom intervalu od ¢; do t; moze da se predstavi odredjenim
integralom funkcije v(t) (ona pokazuje kako se menja sa vremenom intenzitet

brzine)
1)

s = v(t)dt. (1.20)

t1

/
v(?)

'

dedida\drdr))

\'%

t, t, t

&

Slika 1.3: Povrsina Srafirane oblasti je priblizno jednaka proizvodu v;At;

Odredjeni integral ima prost geometrijski smisao koji moze da se lako
primeti upravo na primeru izracunavanja predjenog puta. Na slici 1.3 se vidi
da je proizvod v;At; priblizno jednak povrsini osencene ”trake” osnove At;.
Zbir takvih proizvoda (1.16) je priblizno jednak povrsini oblasti ograni¢ene
krivom v(t). Pri deljenju te oblasti na sve uze i uze trake (ovo odgovara
procesu At; — 0, odnosno N — o0), zbir povrsina traka daje povrsinu
oblasti ispod krive ograni¢ene odozdo vremenskom osom a s leva i s desna
pravima t = t; i t = to. Ta povrsina je jednaka odredjenom integralu (1.20).
Koristeé¢i ovu formulu i formulu (1.4), srednja brzina moze da se napise u

obliku

vy = — /h u(t)dt (1.21)

:tg—tl t1

jer je ukupno vreme kretanja iz formule (1.4) ¢ ustvari jednako to — t1. Ge-
ometrijski smisao srednje brzine je prikazan na slici (1.4).
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t 5 t

Slika 1.4: Povrsina Srafirane oblasti ispod krive v(t) je jednaka povrsini
pravoguaonika visine v, i osnovice ty — 1.

1.4 Ubrzanje u diferencijalnoj formi

Pretpostavimo da se ¢estica kre¢e duz neke putanje od jedne do druge tacke
u prostoru, pri ¢emu se njena brzina menja od neke pocetne vrednosti @; (u
momentu vremena t;) do finalne vrednosti ¥y u momentu vremena t;. Poz-
navanje trenutnih brzina u tim dvema tackama omogucuje nam da odredimo
srednje ubrzanje cestice.

Srednje ubrzanje cestice, prilikom njenog kretanja od jedne tacke do
neke druge, jednako je odnosu promene (prirastaja) brzine Cestice Av 1 in-
tervala vremena za koji se ta promena u brzini desila:

L =T AT
Qg = = —.
B tp—t; At

(1.22)

Kako se radi o odnosu vektorske velicine Av i skalarne At, moze se zakljuciti
da je vektor @ usmeren duz pravca vektora A7 (slika 1.5). Kako sred-
nje ubrzanje zavisi od intervala vremena za koji je izracunato i menja se
tokom kretanja Cestice, korisno je definisati trenutno ubrzanje a: Trenutno
ubrzanje je grani¢na vrednost odnosa Av/At kada vremenski interval At
tezi nuli

o A7 _d
Ao At dt
Drugim re¢ima, trenutno ubrzanje je (prvi) izvod vektora brzine po vremenu.
Imajuéi u vidu da je brzina takodje (prvi) izvod vektora polozaja po vremenu

— 7 (1.23)
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v,
’
1 and and —
Vi Vy ;: Av

>
0 X

Slika 1.5: Cestica se kreée od tacke 1 do tacke 2. Njen vektor brzine se
menja od ¥; na vy. Na vektorskom dijagramu, u gornjem desnom delu slike,
je pokazano kolika je razlika ova dva vektora Ad.

i kombinujuéi prethodnu jednac¢inu sa (1.8), dobija se

d (dr d. -
i=— (=) ="7F=7 1.24
¢ dt(dt) it " (1.24)
odnosno
a = L€, + yé, + Z€,. (1.25)

Na osnovu ovog izraza se za dekartove komponente ubrzanja
4 = a4,y + ay€y + a,€, (1.26)

dobija
d*x L d*y L d*z

:@,ay:y:d—twaz:z:d—ﬁ, (127)

a, =2
(komponente ubrzanja su drugi izvodi po vremenu komponenti vektora polozaja).
Vazno je uociti da promena brzine moze da nastane na dva nacina. Prvo,
brzina moze da se menja po intenzitetu (npr. prilikom kretanja cestice duz
prave linije). Drugo, brzina moze da se menja po pravcu i smeru a da pri
tom po intenzitetu ostane ista (npr. prilikom kretanja u ravni). I naravno,
postoji mogucénost da se brzina menja i po intenzitetu i po pravcu i smeru.



18 GLAVA 1. KINEMATIKA

Primer 1

Razmotrimo pravolinijsko kretanje duz x ose pri ¢emu je stalno x = const.
Kako je cCestica nepokretna, prirastaj koordinate Ax je jednak nuli pa su i
srednja i trenutna brzina takodje jednake nuli, sto je u skladu sa ¢injenicom
da je izvod konstantne funkcije nula.

Primer 2

Cestica se kreée tako da se njena koordinata menja sa vremenom po zakonu
z(t) = Bt + C, gde su B i C konstantni koeficijenti (x je linearna funkcija
vremena). Da bi nasli srednju brzinu, odredimo pomeraj Az, koji je Cestica
dozivela za vreme At

v+ Az =2(t+ At) = B(t + At) + C = Bt + C + BAt,

odakle se vidi da je on Az = x(t + At) — x(t) = BAt. Na osnovu ovoga je
srednja brzina konstantna i jednaka koeficijentu B,

Az
Vsr = 7, = B
At
a trenutna brzina je takodje konstantna
. Ax
v= A TP

Kretanje koje se odvija konstantnom brzinom se naziva ravnomernim. Uko-
liko sa x; oznacimo pocetnu vrednost koordinate, odnosno vrednost koordi-
nate u t = 0, lako je videti da ona odgovara konstanti C' u izrazu za zavisnost
x(t). Pomeraj je sa druge strane s = x — x; = Bt, odnosno

s = vt.

Primer 3.

Zavisnost koordinate od vremena je x(t) = At?* + Bt + C, gde su A,B i C
konstantni koeficijenti (z je kvadratna funkcija vremena t). U ovom slucaju
je

() +Ax = A(t+At)* + B(t+At)+C = (At + Bt+C)+ (2At + B) At + AA*
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Sto za srednju brzinu daje

Ax
Vg = — = 2At + B + AAL.
At + B+
Moze da se primeti da srednja brzina zavisi i od vremenskog trenutka ¢ u
kome se odredjuje ali i od intervala vremena At za koji se odredjuje. U
granicnom slucaju, kada At tezi nuli, poslednji ¢lan gornjeg izraza takodje
tezi nuli pa se za trenutnu brzinu dobija

v=2At + B.

Moze da se primeti da je trenutna brzina linearna funkcija vremena. Srednje
ubrzanje se dobija primenom analogne procedure

A
VAL = 2A(t+ A1)+ B = (2A4t+B)+2AAt,  Av=24At, a, = K;’ = 24,

odakle je trenutno ubrzanje

konstantno. Rec¢ je dakle o kretanju sa konstantnim ubrzanjem, odnosno
o jednakoubrzanom kretanju®. Kakav bi bio fizicki smisao konstanti koje se
pojavljuju u zavisnosti koordinate x od vremena? Kao Sto se vidi iz poslednje
relacije konstanta A je jednaka polovini ubrzanja. Ukoliko se uzme da su u
pocetnom trenutku vremena brzina i koordinate bile v; i z; lako se dobija da
je B=wv; i C =ux;, paje

1
x:xi+vit+§at2, v = v; + at,
dok je pomeraj s = x — x;

t+1t2
s =, —at”.
2

6Primeri za ovakvo kretanje su slobodni pad u homogenom polju Zemljine teze u sluéaju
kada se zanemaruje trenje, i kotrljanje niz strmu ravan (takodje sa zanemarivanjem trenja
izmedju tela i podloge.
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1.5 Kinematicke jednacine

Ukoliko je poznata zavisnost vektora polozaja Cestice od vremena 7 = 7(t) =
z(t)e, + y(t)e, + z(t)e, (konacne jednacine kretanja), onda se primenom
jednacina (1.8) i (1.23) mogu dobiti brzina i ubrzanje kao
dr dv

a=

dt’ dt’

7= (1.28)

1.5.1 Ravnomerno ubrzano kretanje tela u jednoj di-
menziji

Kretanje koje se ovako naziva je kretanje duzjednog pravca u prostoru koji

¢emo poistovetiti sa x osom, sa konstantnim ubrzanjem a, = d;t“, odakle
sledi da je diferencijal brzine

dv, = agdt (1.29)
a sama brzina je
vy = /azdt — a,t + Cy (1.30)

gde je C] integraciona konstanta. Vrednost integracione konstante zavisi od
pocetnih uslova kretanja. Ako se uzme da je v, = v,; u trenutnku ¢ = 0, tj. u
momentu kada smo poceli da posmatramo kretanje, zamenom ovih vrednosti
u prethodnu jednacinu se dobija

Vg = Gy - 0+ C} (1.31)

odakle se za trazenu konstantu dobija C; = v,. Sada jednacina (1.30)
poprima poznat oblik zakona promene brzine sa vremenom u slucaju kada
se telo ravnomerno ubrzava

Vp = Ugi + ayt. (1.32)

Zavisnost koordinate x od vremena se moze dobiti na osnovu izraza za brzinu
Vg = ‘Cil—‘f odakle je
dx = v,dt (1.33)

a x je u tom slucaju integral (uz koriséenje izraza (1.32))

T = /vxdt = /(vm + a,t)dt, (1.34)
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odnosno .
T = /vmdt + /axtdt = Uyt + iaItQ + Oy, (1.35)

gde je (5 nova integraciona konstanta. Za nalazenje konstante Cy isko-
risti¢emo pocetni uslov x = z; (gde je z; koordinata koja opisuje pocetan /inicijalan
polozaj) kada je t = 0. To daje Cy = z;, pa je izraz koji opisuje zavisnost
koordinate x od vremena, za konstantno ubrzanje

1
T = X; + Uyt + §axt2. (1.36)
Na osnovu ovog izraza je lako videti da je pomeraj prilikom kretanja od
nultog trenutka (kada smo poceli da posmatramo kretanje) do vremenskog
trenutka ¢

1
T — X; = Vgt + iaxtQ. (1.37)
1.5.2 Ravnomerno ubrzano kretanje tela u dve i tri
dimenzije
Za pocetak pokusajmo da opiSemo ravnomerno ubrzano kretanje Cestice u
dve dimenzije prilikom koga je ubrzanje konstantno i po pravcu i smeru i po

intenzitetu.
Vektor polozaja cestice koja se kreée u xy ravni je’

T = T€, + YE),. (1.38)
Ako je poznata zavisnost vektora polozaja od vremena, brzina
U = 0,6, + Vy€). (1.39)

se moze dobiti na osnovu relacije (1.28). Kako je ubrzanje @ konstantno,
konstante su mu i komponente a, i a,. Iz tog razloga moguce je primeniti
odgovarajuce jednacine iz prethodnog paragrafa nezavisno na obe kompo-
nente vektora brzine. Tako zamena v, = v, +a,t i v, = vy +a,t u prethodnu
jednac¢inu daje

U= (Vgi + azt)€y + (vyi + ayt)€y = (Vi€ + Vyi€y] + [agey + ayeylt, (1.40)

"Pri ovome se veli¢ine z, y i ¥ menjaju dok se &estica kreée, a jediniéni vektori koordi-
natnih osa €, i €, ostaju konstantni tokom tog vremena.
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Sto se ocigledno moze zapisati kao
U = v; + at. (1.41)

Ovaj izraz pokazuje da je brzina Cestice u nekom momentu vremena ¢ jednaka
vektorskom zbiru vektora pocetne brzine v; i dodatnog vektora dat koji je
posledica konstantnog ubrzavanja cestice tokom kretanja.

Sli¢no, iz jednacine(1.36) se dobija da se z i y koordinate Cestice koja se
kre¢e sa konstantnim ubrzanjem, menjaju sa vremenom na slede¢i nacin

1 1
r=ux;+ Umit + §(lxt27 Yy =1Y; + int + §ayt2. (142)
Zamena ovih izraza u jednacinu (1.38) daje

1 1
r= (le'l + Um‘t + iaxtQ)é'x + (yz + int + iaytz)é’y, (143)

Sto nakon grupisanja ¢lanova moze da se zapise kao
=7+ Uit + §at : (1.44)

Ova jednacina govori da je pomeraj Cestice (od pocetnog trenutka ¢ = 0 do
nekog trenutka t) A7’ = 7 — 7; vektorska suma pomeraja ¢;t, koji je posledica
postojanja pocetne brzine v;, i pomeraja %Eitz koji je posledica ravnomernog
ubrzavanja cestice.

Na kraju vredi napomenuti da relacije (1.41) i (1.44) ostaju u vaznosti i u
slucaju kada se kretanje odvija u tri dimenzije, uz uzimanje u obzir ¢injenice
da vektor polozaja i brzina sada imaju tri komponente, odnosno da su zadati
1zrazom

T = x€y; + Yé, + 2€, (1.45)

U = V€, + Vy€y + v,€. (1.46)

1.6 Kosi hitac

Telo koje se, u gravitacionom polju, izbaci pod nekim uglom u odnosu na
povrsinu Zemlje, kre¢e se po krivolinijskoj putanji. Ovakvo kretanje je rela-
tivno lako proanalizirati ako se uzmu u obzir dve pretpostavke: (1) ubrzanje
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zemljine teze ¢ je konstantna veli¢ina u oblasti u kojoj se telo krece i usmereno
je nanize, tj. ka Zemlji®, (2) zanemaruje se postojanje otpora vazduha. Uko-
liko su ispunjene ove dve pretpostavke, moze se pokazati da je putanja tela
parabola.

g

i

xi

A 4
Y
v

i

Slika 1.6: Paraboli¢na putanja tela izbacenog nekom brzinom v; i pod nekim
uglom #; u odnosu na horizontalu.

Izaberimo koordinatni sistem tako da je y osa usmerena navise. U ovako
izabranom koordinatnom sistemu ubrzanje zemljine teze je ¢ = 0 - €, +
(—g9)e, = —ge,. Kako je otpor vazduha zanemaren, komponente ubrzanja
sa kojim se krece telo su a, = 01 a, = —g. Pretpostavimo da je u trenutku
t = 0 telo izbaceno iz koordinatnog pocetka (x; = y; = 0) brzinom @; koja
zaklapa ugao 6; sa horizontom kao Sto je pokazano na slici 1.6. Sa slike se
vidi da su pocetne koordinate brzine v, i vy; sa pocetnim uglom 6; povezane
relacijama

Uy = V€08 0;, vy, = v;sinb;. (1.47)

80va pretpostavka je taéna ukoliko je oblast u kojoj se telo kreée mala u poredjenju
sa polupreénikom Zemlje (6,4 - 10%m). Drugim re¢ima, ovo zna¢i da se Zemlja smatra
ravnom u oblasti u kojoj se telo krece, odnosno u tom delu prostora gravitaciono polje se
smatra homogenim.



24 GLAVA 1. KINEMATIKA

Vektor brzine se menja i po pravcu i po intenzitetu sto je rezultat postojanja
ubrzanja usmerenog u negativhom smeru y ose. Za to vreme x komponenta
brzine ostaje konstantna u vremenu jer duz te ose nema nikakvog ubrzanja,
odnosno vaze relacije’

Uy = Ugiy Uy = Uy — gL. (1.48)

U skladu sa jednacinom (1.42), uzimajuéi u obzir da je Cestica krenula iz ko-
ordinatnog pocetka i da ima navedene komponente ubrzanja, u proizvoljnom
momentu vremena ¢, njen polozaj u ravni je odredjen sa

1
T =Uyt, Yy =uvyut+ 5(—g)t2, (1.49)
odnosno )
x =wv;cosb;t, y=wv;sinf;t — ith. (1.50)

Ove dve jednacine predsatvljaju jednacinu trajektorije u takozvanom param-
etarskom obliku (parmetar je vreme t) a da bi je dobili kao zavisnost y od
x iz njih treba eliminisati vreme. Kako je iz prve jednacine t = x/(v; cos6;),
druga postaje
g 2
=ztan, — —————2x°, 1.51

Y 20? cos? 0); (1.51)
Sto je jednacina parabole koja prolazi kroz koordinatni pocetak. Jednacina
(1.44) za ovakvo kretanje tela glasi (7; = 0,d = §)

F:Uit—F;ﬁtQ (1.52)
i prikazana je na slici 1.7. Kao $to se vidi sa slike, moze se zakljuciti da kre-
tanje cCestice moze da se shvati kao superpozicija kretanja opisanog ¢lanom
U;t koji odgovara kretanju konstantnom brzinom (bez ubrzanja) i korigov-
anog ¢lanom 3qt* izazvanog ubrzanjem Zemljine teze.'’Moze da se zakljuci
da je kretanje tela pri kosom hicu superpozicija dva kretanja: (1) kretanja

9Lako je primetiti da y komponenta brzine, koja se stalno menja, u najvisoj tacki
putanje postaje jednaka nuli.

0Drugim re¢ima, kada ne bi bilo ovog ubrzanja, Gestica bi nastavila da se kreée po
pravoj liniji u pravcu vektora pocetne brzine v;. Vertikalni put koji je telo preslo % gt? je
jednako putu koji bi za isto vreme preslo telo koje slobodno pada u polju Zemljine teze
za isti vremenski interval.
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)

=

v

Slika 1.7: Vektor polozaja materijalne tacke.

konstantnom brzinom u horizontalnom pravcu i (2) slobodnog padanja po
vertikali.

Primer 3. Odredjivanje maksimalne visine i dometa kosog hica. Kada je
re¢ o odredjivanju maksimalne visine koju dostize telo koje se krece kao kosi
hitac, to se moze uraditi odredjivanjem vremena penjanja u tu tacku (u njoj
je y komponenta brzine jednaka nuli) na osnovu jednacine (1.48) i zamenom
u izraz za promenu y koordinate sa vremenom (1.50) koji u tom sluc¢aju daje
bas trazenu visinu. Druga moguénost je da potrazimo x koordinatu u kojoj
funkcija y = y(z), odredjena relacijom (1.51) ima maksimum. U tu svrhu
treba odrediti izvod navedene funkcije

dy

g
YW tan— 9
dx " w2 cos? b,

(1.53)

i pronaci tacku z,, u kojoj je on jednak nuli. Lako se vidi da je pethodna
relacija jednaka nuli kada je x ima vrednost

2

sin 0; cos 6. (1.54)

Tm =

9

Vrednost funkcije y(z) u ovoj tacki je

Ym = y(xm) = Uiz Sin2 91’, (155)
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pa je to i trazena maksimalna visina na koju se moze popeti telo. Domet se
moze dobiti na osnovu simetri¢nosti trajektorije u odnosu na pravu postavl-
jenu vertikalno na x osu kroz tacku x = z,, pa je domet prosto jednak
dvostrukoj vrednosti ove koordinate
202 Vs
D = 2z, = —-sinf; cos §; = —* sin 20;. (1.56)
g g
Zadatak 1. Projektil je (u polju zemljine teze) iz oruzja ispaljen ka meti
tako da napusta oruzje istovremeno kada i meta pocne da pada. Pokazati da
li ¢e, ili ne, projektil da pogodi metu.

[\

1.7 Krivolinijsko kretanje

1.7.1 Kretanje po kruznici konstantnom ugaonom brzi-
nom w

Razmotrimo za pocetak kretanje cestice konstantnom ugaonom brzinom w
po kruznici. Pri ovome je vektor polozaja cestice zadat relacijom

7(t) = r cos(wt)e, + rsin(wt)e, = r(cos(wt)é, + sin(wt)é,) = re,, (1.57)
gde je

—

€r =

<3y

= cos(wt)e, + sin(wt)é, (1.58)
jedini¢ni vektor duz pravca vektora polozaja. Trenutna brzina cestice je sada
dr
dt

Kako je brzina uvek usmerena po tangenti, moze se pisati da je v = ve,,
pri cemu vazi

U= rw(—sin(wt)e, + cos(wt)éy,). (1.59)

v =Tw, e = —sin(wt)é, + cos(wt)é,. (1.60)
Treba primetiti da je intenzitet brzine v = wr konstantan jer se kretanje
odvija konstantnom ugaonom brzinom a telo je stalno na istom rastojanju
od koordinatnog pocetka r. Ubrzanje kod ovakvog tipa kretanja je prema
tome jednostavno
= —(rwé,) = rw—(&,) = rw?(— cos(wt)é, — sin(wt)é,) = —w?F.
(1.61)
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Slika 1.8:

Pri ovome je intenzitet ubrzanja konstantan i iznosi a = rw? = Y- a us-

mereno je suprotno od vektora polozaja tacke, odnosno ka centru kruzne
putanje. Dakle, pri uniformnom kretanju po kruznici ubrzanje je direktno
usmereno ka centru kruznice, ima intenzitet v?/r, gde je v brzuna cestice
a r je poluprecnik. Ovo ubrzanje se u tom smislu naziva centripetalno ili
radijalno.

1.7.2 Tangencijalno i radijalno ubrzanje

Razmotrimo sada kretanje ¢estice po krivolinijskoj putanji, pri ¢emu joj se
brzina menja i po pravcu i po intenzitetu kao Sto je pokazano na slici 1.9.
Brzina, kao i uvek, ima pravac tangente na putanju ali se pravac vektora
ubrzanja @ menja od tacke do tacke putanje. Taj vektor moze da se razlozi
na dve komponente: radijalnu @, i tangencijalnu komponentu a,, odnosno

i=ad,+a,. (1.62)

Tangencijalno ubrzanje opisuje promenu intenziteta brzine cestice. Ono je
paralelno vektoru trenutne brzine a intenzitet mu je

_dv

=—. (1.63)

ar
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Slika 1.9: Kretanje ¢estice duz krive linije koja lezi u xy ravni. Promena
vektora brzine i po pravcu i po intenzitetu ukazuje na to da ubrzanje @ ima
radijalnu @, i tangencijalnu komponentu a,.

Radijalno ubrzanje opisuje promenu pravca vektora brzine a njegov intenzitet
je odredjen ranije kao

L= — 1.64
a =" (1.64)

gde je r poluprecnik krivine u datoj tacki. Kako su navedene dve komponente
ubrzanja ortogonalne jedna na drugu, intenzitet ukupnog ubrzanje je

a=/a?+ a2. (1.65)

Kao i u sluc¢aju uniformnog kretanja po kruznici, vektor a@,, je prilikom ne-
uniformnog kretanja uvek usmeren ka centru krivine (Slika 1.9). Za datu
vrednost brzine, a, je utoliko vece ukoliko je poluprec¢nik krivine u datoj
tacki manji a ima manju vrednost u tackama u kojima je polupre¢nik krivine
veci, odnosno tamo gde je putanja manje zakrivljena. Smer ubrzanja a, je
ili isti kao i smer brzine ¢ (ukoliko ona raste), ili je suprotan od nje (ukoliko
se ona smanjuje). Kompletan izraza za ubrzanje je dakle

i=-"ze+%. (1.66)
T

Prilikom uniformnog kretanja po kruznici, prilikom koga je v = const,
tangencijalno ubrzanje je nula i ukupno ubrzanje je uvek radijalno, odnosno
centripetalno.

Ukoliko se pak smer brzine ¥ ne menja, nema radijalnog ubrzanja, odnosno
kretanje je jednodimenzionalno a celokupno ubrzanje je tangencijalno.
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1.8 Smisao izvoda i integrala u fizici

Proces grani¢nog prelaza, pomocu koga se definise izvod se naziva difer-
enciranje. Pojam izvoda ima Siroku primenu u mehanici a i u prakti¢no
svim drugim oblastima fizike. Upravo problem odredjivanja trenutne brzine
proizvoljnog kretanja je i doveo Njutna do uvodjenja ovog pojma tako da
se on, zajedno sa Lajbnicom, smatra rodonacelnikom diferencijalnog ra¢una.
Oznaku za izvode oblika dz/dt, kakve koristimo danas je uveo Lajbnic. U
matematici se ovaj simbol smatra celinom a ne odnosom dva ”beskona¢no
mala” prirastaja. U proceduri nalazenja ove veli¢ine se prvo obrazuju odnose
konac¢nih prirastaja %, pretpostavljajuci da prirastaji At nisu jednaki nuli.
Nakon toga treba nekom pogodnom tranformacijom tog odnosa odrediti
grani¢nu vrednost ovog izraza. Drugim reCima, ne sme da se smatra da
je prvo napravljen granicni prelaz od Ax i At na ”beskonacno male” veli¢ine
dx i dt, koje se nazivaju diferencijalima, pa da je zatim uzet njihov odnos.
U stvari, u matematici, pojam izvoda je "stariji” od pojma diferencijala,
odnosno, diferencijal promenljive se definise preko izvoda na sledeé¢i nacin:
dr = xdt.

Ukoliko nas medjutim interesuje primena matematike u fizici, treba stalno
imati u vidu to, da se fizicke veli¢ine dobijaju, u osnovi, kao rezultat merenja,
a sva merenja se vrse sa greskom koje ulaze na odredjeni na¢in u dobijeni
rezultat izvrSenog merenja. Ovo nam ukazuje na to da je u fizici zapravo
nemoguce izvrsiti granic¢ni prelaz At — 0, koji se u matematici uvodi kod
definisanja izvoda.

P rimer. Merenje brzine kretanja metka kroz vazduh. Zadatak se svodi
na merenje rastojanja Ax i intervala vremena At za koji metak predje to
rastojanje. Ukoliko za interval vremena uzmemo preveliku vrednost, moze da
se desi da se za to vreme brzina taneta znatno umanji zbog otpora vazduha.
Odnos 2%, u tom slu¢aju moze da bude znatno manji od brzine taneta u

At
datom momentu vremena. Umanjujuéi pak, interval vremena At, moglo bi
da se primeti, da, po¢ev od neke vrednosti, odnos %, u granicama tacnosti

merenja, prestaje da se menja. Dalje smanjivanje vremenskog intervala je
besmisleno, jer pri tome ovaj odnos pocinje da se menja na neuredjen nacin,
odnosno poprima razne vrednosti, od jako velikih do jako malih.

Razlog lezi u tome §to je tacnost bilo kog merenja to manja Sto je manja
veli¢ina koja se meri. Na primer, nije narocito tesko izmeriti duzinu od oko
jedan metar sa tacnoséu do jednog milimetra, tj. sa relativnom tac¢noséu od
1/1000. Ali izmeriti sa istom relativnom ta¢nos¢u rastojanje reda milimetra
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je znatno teze. Dakle, sto je manji vremenski interval At, to je manja ta¢nost
Az

sa kojom je izracunat odnos prirastaja 37. Iz ovoga sledi da ako interval
vremena smanjimo na beskonacno malu veli¢inu, vrednost pomenutog odnosa
nece teziti ni jednoj odredjenoj vrednosti. Ovo nam ukazuje na to da zbog
greSaka koje uvek postoje pri merenju, grani¢ni prelaz At — 0, ne moze da
se ostvari u ranije navedenom strogo matematickom smislu. Drugim rec¢ima,
izracunavanje trenutne brzine, odnosno izvoda v = #, na osnovu fizickih
merenja je moguce samo priblizno, i u tom slucaju se izjednacava sa odnosom
konac¢nih prirastaja %. Optimalna vrednost intervala vremena, pri kojem je
tacnost izracunavanja trenutne brzine maksimalna, odredjena je konkretnim
uslovima. Mali, ali konacni prirastaji Az i At, ¢iji odnos sa dovoljnom
tacnoséu aproksimira izvod &, u fizici se nazivaju fizicki beskonacno male
velicine. OznacCavaju se na potpuno isti nacin kao i diferencijali i sa njima
se operiSe kao sa diferencijalima. Na taj nacin, u fizici pod izvodima se
smatra odnos konac¢nih, ali dovoljno malih prirastaja funkcije i argumenta,
a ne granicna vrednost tog odnosa.

Ovaj zakljucak vazi, ne samo za izvode koordinata, ve¢ i za izvode svih
fizickih veli¢ina. Pretpostavimo, na primer, da je potrebno odrediti gustinu
materije u nekoj tacki prostora. U tom sluc¢aju se postupa na sledeé¢i naécin.
Opkoli se data tacka prostora zatvorenom povrsi koja na taj nac¢in obuh-
vata zapreminu AV koja u sebi sadrzi tacku u kojoj odredjujemo gustinu.

Oznacimo sa Am masu materije koja se nalazi u datoj zapremini. Odnos

Am

== 1.
RN (1.67)

se naziva srednjom gustinom materije u zapremini AV. Srednja gustina,
uopsteno govoreci, zavisi od oblika zapremine u kojoj se nalazi data tacka
(za istu vrednost zapremine kojoj odgovaraju njeni razli¢iti oblici oni mogu
da obuhvate razli¢ite mase). Da bi eliminisali tu zavisnost, uvodi se (prava)
gustina materije koja se dobija putem grani¢nog prelaza AV — 0. Kaze se
da u tom slucaju srednja gustina p,,. tezi odredjenoj grani¢noj vrednosti p,
koja se naziva gustinom materije u datoj tacki prostora

Am  dm

=AM Ay T av (1.68)

p

i predstavlja prvi izvod mase po zapremini. Ova veli¢ina na taj nacin zavisi
samo od tacke na koju se odnosi.
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Medjutim, ukoliko se u ovoj formuli, grani¢ni prelaz shvata u strogo
matematickom smislu, on za realna tela ne moze da bude uradjen zbog atom-
ske strukture materije. Pri smanjivanju zapremine u njoj ¢e se pre ili kasnije
na¢i samo mali broj molekula, a ponekad i ni jedan. Osim toga, molekuli
vrse termalno kretanje, odnosno jedni molekuli odlaze iz uocene zapremine
a neki dolaze u nju. Iz tih razloga se broj molekula u ”premalenoj” zaprem-
ini brzo i neuredjeno menja u vremenu. Ovo znaci da ¢e se pri smanjenju
zapremine, odnos Am/AV takodje brzo i neuredjeno menjati od nule, kada
unutar izabrane zapremine nema molekula, do vrlo velikih vrednosti kada se u
njoj nadju molekuli. Drugim re¢ima, pri beskonacnom smanjenju zapremine,
odnos Am/AV ne tezi odredjenoj grani¢noj vrednosti, pa prilikom odredji-
vanja gustine materije, velicine Am i AV ne mogu da budu proizvoljno male.
Zapremina mora da ima makroskopske razmere, tj. da sadrzi dovoljno veliki
broj molekula. Sa druge strane, ova zapremina mora da bude i dovoljno mala
da bi se materija sadrzana u njoj mogla smatrati priblizno makroskopski ho-
mogenom. Ukoliko su oba zahteva ispunjena, ovako dobijeni odnos Am/AV
se u fizici naziva izvodom mase po zapremini. Velicine Am i AV, koje zado-
voljavaju navedene uslove, se u fizici nazivaju fizick: beskonacno male a sa
njima se postupa kao sa matematickim diferencijalima. U matematickom
smislu, tome odgovara zamena realnog tela idealizovanim modelom u kome
je masa neprekidno rasposredjena po datom delu prostora u kome se ono
nalazi.

Situacija sa integralima je analogna. U matematici je integral odredjen
granicnom vrednoséu

/abf(:c)d:c: lim 3 f(a)Ax;. (1.69)

Ax;—0

Interval (a,b) se pri tom deli na N podintervala Axq, Azy, ..., Azy. Duzina
svakog od njih se mnozi vrednoséu funkcije u proizvoljnoj tacki unutar datog
podintervala. Nakon toga se formira suma " f(x;)Ax; i uzima njena granicna
vrednost kada N — oo, Sto odgovara ¢injenici da tada duzina svakog pod-
intervala tezi nuli. U fizici, zbog gresaka pri merenju, ili pak iz principi-
jelnih razloga (na primer zbog atomske strukture materije), deljenje inter-
vala na podintervale duzine manje od neke odredjene (¢ija veli¢ina zavisi od
konkretnog slucaja) gubi smisao. Iz tog razloga, grani¢ni prelaz Axz; — 0 ne
moze da se izvrsi do kraja odnosno mora da se prekine na odredjenoj duzini
podintervala. Ovo znaci, da u fizici integral nije grani¢na vrednost sume, veé¢
suma konacno velikog broja dovoljno malih sabiraka oblika f(x;)Ax;.
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Glava 2

Dinamika

U prethodnoj glavi kretanje je opisivano preko veli¢ina kao $to su pomeraj,
brzina, ubrzanje, odnosno trazen je oblik zavisnosti ovih veli¢ina od vremena.
Pitanja koja su u vezi sa uzajamnim delovanjem tela koja dovode do promene
stanja kretanja nisu razmatrana. U ovoj glavi ¢e biti upravo razmatrano ono
Sto izaziva izmene u stanju kretanja cestice a oblast fizike koja se time bavi
se zove dinamika. Dva glavna pojma - fizicke veli¢ine koje u vezi s tim treba
razmotriti su sile koje deluju na objekat i njegova masa. Osnovu takozvane
klasi¢ne! ili njutnovske dinamike ¢ine tri zakona koja je pre vise od tri stotine
godina formulisao Isak Njutn. Njutnovi zakoni nastali su uopstavanjem ve-
likog broja eksperimentalnih rezultata. Mehanika bazirana na njima je nakon
formulisanja postigla tako velike uspehe da su mnogi fizicari XIX veka bili
ubedjeni u njenu svemogucénost. Smatralo se da je, objasniti neku fizicku po-
javu, znacilo svesti je na mehanicke procese koji se pokoravaju Njutnovim za-
konima. Ipak, sa razvojem nauke su otkrivene nove ¢injenice koje nisu mogle
da se uklope u okvire postojece teorije. Te ¢injenice su uspesno objasnjene
novim teorijama - specijalnom teorijom relativnosti i kvantnom mehanikom.
U specijalnoj teoriji relativnosti (STR), koju je formulisao Albert Ajnstajn
1905. godine, podvrgnute su radikalnom razmatranju njutnovske predstave o
prostoru i vremenu. To je dovelo do formulisanja ”mehanike velikih brzina”
ili, kako se drugacije kaze, relativisticke mehanike. Ova nova mehanika, nije
medjutim ponistila njutnovu mehaniku. Jednacine relativisticke mehanike u
grani¢nom slucaju, za brzine male u poredjenju sa brzinom svetlosti, prelaze
u jednacine klasi¢ne - nerelativisticke mehanike. Na taj nacin je njutnova

'Pod terminom klasi¢na dinamika misli se na dinamiku makroskopskih tela koja se
kre¢u brzinama koje nisu jako velike, odnosno koje su puno manje od brzine svetlosti.

33
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mehanika ustvari sadrzana u ajnstajnovoj i sluzi, kao i ranije, za opisivanje
kretanje tela ¢ija je brzina znatno manja od brzine svetlosti. Analogna je
situacija i sa odnosom klasi¢ne i kvantne mehanike koja je nastala dvadesetih
godina proslog veka kao rezultat razvoja fizike atoma. Jednacine kvantne
mehanike takodje u graniénom slucaju (za tela ¢ije mase znatno prevazilaze
mase atoma) daju jednacine klasi¢ne - nekvantne mehanike. Iz toga sledi da
je i u ovom slucaju njutnova mehanika na odredjen nacin sadrzana u novoj
kvantnoj mehanici.?

2.1 Sile

Verovatno svako ima, u skladu sa iskustvima iz svakodnevnog zivota, osecaj
za pojam sile. Kada odgurnemo prazan tanjir od sebe, mi ustvari delujemo
silom na njega. Slicno, kada bacimo ili udarimo loptu mi delujemo ust-
vari nekom silom na nju. U ovim primerima pojam sila je u vezi sa nekom
misi¢nom aktivnoséu i sa odredjenim promenama u stanju kretanja nekog
drugog tela na koje se deluje. Sile, medjutim ne izazivaju uvek promene u
stanju kretanja. Na primer, dok sedite i ¢itate ovu knjigu, na vas deluje grav-
itaciona sila a vase telo svejedno ostaje i dalje nepokretno. Takodje, ukoliko
pokusamo da odgurnemo neku veliku stenu ili zid kuée verovatno neé¢emo
uspeti u tome iako sve vreme delujemo silom na dati objekat.

Mozemo takodje da se zapitamo da li je nac¢in kretanja Meseca oko Zemlje
izazvan delovanjem neke sile. Njutn je na ovo i slicna pitanja odgovorio tako
Sto je oznacio silu kao uzrok promene brzine objekta. Na taj nacin, da bi
se odrzalo uniformno kretanje nekog objekta, nema potrebe za postojanjem
sile.? Kako promene u brzini tela nastaju delovanjem sila, njih treba shvatati
kao fizicke velicine (fizicku veli¢inu) koje telu saopstavaju odredjeno ubrzanje.

Sta se desava kada vise sila deluje na telo? U tom slucaju, telu se
saopStava ubrzanje koje je rezultat ukupnog delovanja svih sila. Kada saber-
emo vektorski sve sile koje deluju na telo onda se dobija takozvana rezultujuca

20va analiza pokazuje da dalji razvoj naucéne misli, nakon formulisanja njutnove
mehanike, nije ponistio klasi¢nu mehaniku ve¢ je samo ukazao na njenu ogranic¢enost u
pogledu primene. Klasi¢na mehanika, bazirana na Njutnovim zakonima, jeste prema tome
mehanika tela velikih (u poredjenju sa masom atoma) masa, koja se kreéi relativno malim
(u poredjenju sa brzinom svetlosti) brzinama.

3Brzina kojom se kreée Mesec nije konstantna jer se on kreée po zakrivljenoj putanju
oko Zemlje, sto znaci da se njegova brzina svakog momenta menja, makar po pravcu. Ove
promene u brzini upravo izaziva Zemlja delujuéi gravitacionom silom na njega.
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sila.*

Prostom analizom delovanja tela u prirodi se primecuje da ima jako puno
sila pa se moze postaviti pitanje da li se mogu nekako klasifikovati kao i da li
mozda medju njima ima odredjen broj osnovnih u smislu da sve ostale mogu
da se svedu na njih.

Kada rukom povucemo (dovoljno jako) oprugu prikacenu drugim krajem
o npr. zid razvuci cemo je. Ako dovoljno jako povucemo stacionarna kolica
da savladamo silu trenja izmedju njih i podloge, uspe¢emo da ih pokrenemo.
Ako sutnemo nogom fudbalsku loptu, prvo ¢emo je usled udarca deformisati a
onda i naterati da se kre¢e. Svi ovi primeri su primeri klase sila pod nazivom
kontaktne sile, obzirom da se deSavaju prilikom kontakta dva objekta.

=

Slika 2.1: Neki primeri kontaktnih sila. U svim slucajevima sila deluje na
telo, uokvireno isprekidanom linijom, putem odredjenih posrednika.

Druga klasa sila su sile koje deluju na objekte preko odgovarajuéeg polja,
pri ¢emu nema direktnog kontakta tela koja interaguju. Gravitaciona sila je
primer takve sile.’

Drugi uobicajen primer za silu ¢ije se delovanje prenosi putem polja je
elektricna sila kojom jedno naelektrisano telo deluje na drugo. To mogu biti
na primer elektron i proton u atomu vodonika. Treéi primer je delovanje
magnetne Sipke na komad gvozdja. Sile koje drze na okupu cestice koje ¢ine
atomsko jezgro su takodje sile koje deluju preko odgovarajuceg polja ali, za
razliku od ostalih pobrojanih, imaju veoma kratak domet. One su interakcija
koja je dominantna kada se ove Cestice nalaze na rastojanju reda 10715 m.

Kroz istoriju, nau¢nici su,® bili zbunjeni idejom da tela mogu da deluju
jedna na druga a da nisu u kontaktu. Da bi se prevazisao taj, ispostavilo

4Na, osnovu ovoga je jasno da moze da se desi da se brizna tela ne menja ¢ak i kad
na njega deluje viSe sila, ukoliko je njihova rezultanta jednaka nuli, tj. ukoliko se njihovo
delovanje medjusobno ponistava.

>Gravitaciona sila nas drzi na Zemlji, odgovorna je za egzistenciju i kretanje tela u
nasem planetnom sistemu a moze se reéi i da dominira u celom kosmosu.

6Ukljucujuéi Njutna.
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Slika 2.2: Neki primeri sila koje deluju posredstvom polja. Odgovarrajuce
sile putem svojih polja deluju na isprekidano uokvirena tela.

se, konceptualni problem, Majkl Faradej (1791-1867.) je uveo pojam polja.
U skladu sa tim pristupom, kada se objekat 1 nadje u prostoru u nekoj
tacki P blizu objekta 2, kaze se da objekat 1 interaguje sa objektom 2 (npr.
gravitaciono) preko polja koje postoji u tacki P kreirano od strane objekta
2. Analogno tome, u tacki u kojoj se nalazi objekat 2 takodje postoji polje
koje kreira objekat 1. U realnosti, oba objekta kreiraju odgovarajuca polja
u prostoru oko sebe.”

Treba imati u vidu da razlika izmedju kontaktnih sila i sila ¢ije se delo-
vanje prenosi putem polja nije tako oStra kao Sto bi moglo da se pomisli na
osnovu napred izlozenog.

U okviru klasicne fizike se sre¢emo samo sa gravitacionim i elektromag-
netnim silama, kao i sa silama trenja i elasticnim silama. Poslednje dve,
medjutim imaju veze sa medjumolekularnim interakcijama koje imaju elek-
tromagnetnu prirodu pa se prema tome svode na ovaj tip interagovanja.
Gravitacione i elektromagnetne su pak fundamentalne interakcije jer ne mogu
da se svedu na neke druge.

Osim ovih dveju fundamentalnih interakcija postoje jos dve i to: jaka
nuklearna sila koja deluje izmedju subatomskih cestica i slaba nuklearna sila
koja se ispoljava prilikom odredjenih radioaktivnih raspada.

"Ukoliko se radi o masivnim i naelektrisanim telima onda ona u prostoru oko sebe
stvaraju gravitaciono, elektricno, a ako se krecu, i magnetno polje.
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Jake i slabe sile su takozvane kratkodometne (ovo znaci da je ”lako”
osloboditi se njihovog delovanja-treba se samo udaljiti od izvora te sile),
ispoljavaju se na rastojanjima manjim od 10~ *2cm.

Elektromagnetne i gravitacione sile su pak dalekodometne i sa rastojan-
jem opadaju po zakonu obrnutih kvadrata.

Ako zelimo da utvrdimo da li u nekom delu prostora deluje elektromag-
netna sila potrebno je u taj deo prostora uneti neko naelektrisanje na osnovu
Cijeg ponasanja mozemo da zaklju¢imo postoje li ili ne ove sile. Takodje je
dobro poznato da se one mogu eliminisati takozvanim ”Faradejevim kave-
zom” .

Sa gravitacionim silama situacija je malo drugacija - naime one se, u prin-
cipu, ne mogu ponistiti. Medjutim zahvaljujuéi ¢injenici da one svim telima
saopstavaju jednako ubrzanje, eliminacija gravitacionog polja se moze izvrsiti
lokalno, prelaskom u sistem reference koji ”slobodno pada” u gravitacionom
polju. Na pojave koje se desavaju u takvom sistemu reference, homogeno
gravitaciono polje ne utice.

2.2 Prvi Njutnov zakon. Inercijalni sistemi
reference

Prvi Njutnov zakon se moze formulisati na slede¢i nacin: Svako telo nalazi
se u stanju mirovanja ili ravnomernog pravolinijskog kretanja, sve dok ga
dejstvo drugih tela ne primora da promeni to stanje.

Telo koje se nalazi u takvom stanju se naziva slobodnim telom a kretanje
slobodnim kretanjem ili kretanjem po inerciji.

Da li u prirodi postoje takva (slobodna) tela? Odgovor glasi ne. Slobodna
tela su fizicka apstrakcija. Mozemo medjutim da se zapitamo koji bi to bio
kriterijum da utvrdimo da li je telo slobodno ili ne? Odgovor koji se namece
je da je re¢ o telima koja nisu pod dejstvom sila, tj. koja ne interaguju sa
drugim telima.

lako to do sada nije posebno naglasavano, izbor referentnog sistema u
okviru kinematike nije bitan. Drugim recima svi sistemi reference su kine-
maticki ekvivalentni.

U dinamici to medjutim nije tako. Naime, prvi Njutnov zakon ne vazi u
svim sistemima reference.® Sistemi reference u kojima vazi I Njutnov zakon se

8Da bi se u ovo uverili dovoljno je da zamislimo dva sistema reference koji se, jedan u
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nazivaju inercijalnim.” Inercijalnih sistema ima beskona¢no mnogo. Bilo koji
sistem koji se krece pravolinijski i ravnomerno u odnosu na neki inercijalni
sistem je takodje inercijalan.

2.3 Drugi Njutnov zakon u diferencijalnoj formi

Prvi Njutnov zakon govori o tome Sta se desava sa telom ukoliko na njega
ne deluju sile (ili je njihova rezultanta jednaka nuli).!® Drugi Njutnov zakon
daje odgovor na pitanje sta se deSava sa telom ukoliko na njega deluje nenulta
rezultujuca sila. Imajuéi u vidu da se opisivanje kretanje u sustini svodi
na odredjivanje zavisnosti koordinata, kojima opisujemo polozaj cestice, od
vremena, mozemo da se zapitamo kako izgleda jednac¢ina ¢ijim reSavanjem se
to moze dobiti?

Ako materijalna tacka nije izolovana, usled interakcije sa drugim telima
njen impuls p'= m se menja (u izolovanom sistemu vazi zakon odrzanja im-
pulsa). Kako opisati promenu impulsa u vremenu? Prirodno je za meru
te promene uzeti njegov izvod po vremenu p = %. Ono §to izaziva tu
promenu su interakcije posmatranog tela sa okruzenjem. Ta interakcija za-
visi od polozaja posmatranog tela u odnosu na druga a ponekad i od brzine
i moze da se opise nekom funkcijom koordinata i brzina (ustvari relativne
brzine datog tela i njegovog relativnog polozaja u odnosu na druga tela sa
kojima interaguje) F'(7, ) koju nazivamo silom koja daje meru te interakcije,
odnosno izrazom

dp =
i F. (2.1)
Ovaj izraz ustvari kazuje da je brzina promene impulsa jednaka sili koja deluje
na telo i to predstavlja II Njutnov zakon.'! Ova jednacina koja predstavlja
matematicki izraz II Njutnovog zakona se naziva jednacinom kretanja tela
ili osnovnom jednacinom dinamike. Ukoliko u nju zamenimo izraz za

odnosu na drugi, kre¢u sa nekim ubrzanjem. Ukoliko neko telo u odnosu na jedan od njih
miruje, u odnosu na drugi ¢e se ocigledno kretati sa nekim ubrzanjem.

98am zakon se naziva zakonom inercije. Sistemi reference u kojim I Njutnov zakon ne
vazi se nazivaju neinercijalnim.

0Kao sto je naglaseno u prethodnom paragrafu ono ostaje u stanju mirovanja ili
ravnomernog pravolinijskog kretanja.

"Drugim reé¢ima izvod impulsa materijalne tacke po vremenu je jednak sili koja na nju
deluje.
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impuls, p= mv, i izvr§imo naznaceno diferenciranje, dobija se
—G4+m—=F (2.2)

Za tela kod kojih masa ne zavisi od vremena (prvi sabirak jednak nuli),'?
ovaj izraz moze da se piSe i u sledec¢a dva vida:

m— = F, (2.3)

odnosno
ma = F, (2.4)

iz kojih se vidi da je u tom slucaju proizvod mase tela i njegovog ubrzanja
jednak rezultujucoj sili.

Osnovni zadatak mehanike se sastoji, kao sto je ve¢ vise puta napomenuto,
u odredjivanju konkretnog oblika funkcije F (7, ¥) 1 u reSavanju na osnovu toga
dobijene diferencijalne jednacine

ff; = F(7,7) (2.5)
Cije resenje je formalnog oblika
t) = / F(7,9)dt. (2.6)

P rim er. Oscilovanje harmonijskog klatna (za male elongacije) bez
uracunavanja efekta trenja se moze opisati slede¢im izrazom

x(t) = Acos Q;Tf = Acoswt. (2.7)

Ako se ovaj izraz diferencira jedan puta po vremenu, dobija se brzina klatna
a nalazenjem jos jednog izvoda, ubrzanje
2rA . 2wt .
T =———sin— = —wAsinwt,

T T

2Dve su moguénosti da ovo bude sluéaj i obe ée naknadno biti razmotrene - jedna je
da se masa tela menja sa vremenom zbog toga $to se menja koli¢ina supstancije koja ¢ini
telo (na primer raketa koja trosi gorivo) a druga da se masa tela menja u toku promene
njene brzine, Sto se desava kada se telo krece velikom brzinom.
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2rAN?  2nt
= — (7;) CoS % = —w?Acoswt = —w?x.

MnoZenjem druge jedna¢ine masom tela m i uvodjenjem oznake k = mw?
ona postaje
mi = —kz. (2.8)

Uporedjivanjem ovog izraza sa II Njutnovim zakonom se vidi da je sila koja
deluje na harmonijsko klatno oblika F' = —kze, i da ona zavisi samo od
elongacije,'® odnosno istezanja opruge harmonijskog klatna.!*

2.4 Galilejev princip relativnosti

Iz jednacine (2.4) kojom se izrazava drugi Njutnov zakon se vidi da ona nema
isti vid u svakom sistemu reference iz prostog razloga sto ubrzanje nije isto
u sistemima reference koji se kreé¢u jedni u odnosu na druge ubrzano. Sto se
tice izraza za silu, on bi trebao da ima isti oblik jer zavisi samo od relativnog
polozaja i relativnih brzina a to su veli¢ine koje ne zavise od izbora sistema
reference. U svakom slucaju iz ovoga se vidi da drugi Njutnov zakon zavisi
od izbora sistema reference i da sasvim sigurno nije isti u sistemima koji se
kre¢u ubrzano.

Neka je sa S oznacen inercijalni sistem reference a sa S’ neki drugi in-
ercijalni sistem koji se u odnosu na prvi krec¢e translatorno konstantnom
brzinom V. Neka je poznato kretanje materijalne tacke u odnosu na prvi
sistem. Postavlja se pitanje kako odrediti njeno kretanje u odnosu na drugi
sistem kao i da li je ono u nekoj vezi sa kretanjem u odnosu na prvi sis-
tem reference. Zadatak se ustvari sastoji u nalazenju formula koje daju vezu

13Pazljivi ¢itaoci ée u ovome prepoznati Hukov zakon koji daje vezu izmedju veli¢ine
deformacije i intenziteta primenjene sile koja je izaziva.

14Taj rezultat je medjutim priblizan i vazi samo ukoliko istezanje opruge nije veliko
(elasticna deformacija). Veli¢ina k koja se pojavljuje u ovim izrazima je poznata pod
nazivom koeficijent elasti¢nosti ili krutost opruge. Prostim ogledom se medjutim moze
utvrdi da se proces ovakvog oscilovanja, u realnim uslovima, sa vremenom gasi usled
trenja-otpora vazduha, odnosno sredine u kojoj se vrsi oscilovanje. To naravno znaci da
diferencijalna jednacina kojom opisujemo ovo kretanje nije kompletna i da joj se zapravo
sluv caju ima oblik

mi = —kx — bx.
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izmedju koordinata (2,4, z") koje opisuju kretanje tacke u sistemu S’ sa
koordinatama (x,y, z) u sistemu S u datom momentu vremena.

N N
Yy y’
M
7

7)

) 0 _
— > x,x’
7

z
ZJ
Slika 2.3:

Radi jednostavnosti ¢emo pretpostaviti da su odgovarajué¢e koordinatne
ose medjusobno paralelne i da su oba koordinatna pocetka bila na istom
mestu, tj. da su se sistemi potpuno poklapali u trenutku ¢t = 0s. Osim toga,
moze se smatrati da je brzina V paralelna z osi'®.

Neka se u momentu vremena ¢ ¢estica nasla u polozaju oznacenom sa
M. Tada je OM = OO’ + O'M. Za navedeno vreme, koordinatni pocetak
drugog sistema je iz polozaja O presao u polozaj O’, pri ¢emu je 00 = Vt’,
$to dovodi do relacije'®

F=rF+Vt, t=t, (2.9)

gde su 71 7 vektori polozaja materijalne tacke u jednom, odnosno drugom

5Ove pretpostavke ne umanjuju opstost zakljuéaka koji ée slediti, zato §to prelaz na
opste formule moze da se izvrsi dopunskom translacijom koordinatnog pocetka (u neku
drugu tacku) i rotacijom koordinatnih osa.

16Vreme u njutnovoj mehanici je apsolutno.
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sistemu reference. Projekcije ovog izraza na koordinatne ose su:
=2 +Vt, y=y, 2=2, t=t. (2.10)
Odgovarajuca inverzna transformacija je
F=r=Vt, =t (2.11)

odnosno
?=x-Vt, y=vy, ZF=2 =t (2.12)

Ove formule predstavljaju resenje postavljenog zadatka. One se zovu Galile-
jeve transformacije. Formulama za transformaciju prostornih koordinata je
pridruzena i formula ¢t = ¢’ da bi se eksplicitno istakla ¢injenica da je u nerel-
ativistickoj kinematici vreme apsolutno, tj. ne transformise se pri prelasku
iz jednog u drugi sistem reference.

Diferenciranje izraza za Galilejeve transformacije jednom po vremenu!
daje

7

a7 dir -

S 7 2.13

a a0 (2.13)
odnosno

T=1+V, (2.14)

gde je sa ¥, oznacena brzina materijalne tacke u sistemu S, a sa ¢ u sistemu
S’. Dobijena formula predstavlja takozvani nerelativisticki zakon sabiranja
brzina.

Diferenciranjem ovog izraza jo$ jednom po vremenu, imajuci u vidu da je
brzina kretanja drugog sistema reference konstantna, dobija se

dv  dv
—_— = 2.15
dt dt’ ( )
odnosno
a=da. (2.16)

Ovde je d, ubrzanje materijalne tacke u sistemu S, a @ u sistemu S’ i ove
dve veli¢ine su jednake u oba sistema reference. Drgugim recima ubrzanje je
invarijantno u odnosu na Galilejeve transformacije. Kako je izraz za silu isti

1"Kako je t = ' onda je svejedno da li se izvodi traze po vremenu merenom iz S ili S’.
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u oba sistema reference moze da se zakljuci da je drugi Njutnov zakon ima
isti oblik u oba sistema reference, tj.

ma = F' (2.17)

uz uslove da je @ = d i F = F’. Jednatine koje ostaju neizmenjene pri
prelasku od jednog sistema reference na drugi se nazivaju invarijantnim. Na
taj nacin, jednacine Njutnove mehanike su invarijantne u odnosu na Galile-
jeve transformacije. Iz ovog principa zapravo sledi potpuna ravnopravnost
svih inercijalnih sistema reference.

Dali iz ovoga moze da se zakljué¢i da jedno isto kretanje izgleda isto u svim
sistemima reference? Odgovor je ne! Kretanje tela koja padne sa stola koji se
nalazi u vagonu koji se krec¢e jednoliko je pravolinijsko ako se gleda u odnosu
na vagon. To isto kretanje, ukoliko se gleda iz sistema reference koji je vezan
za prugu je paraboli¢no iako su Njutnovi zakoni isti u oba sistema reference!
Zasto je to tako? Kretanje izgleda razlicito jer je drugi Njutnov zakon (os-
novni zakon dinamike) izrazen takozvanom diferencijalnom jednacinom koja
sama po sebi nije dovoljna da se kretanje u potpunosti odredi. Da bi kre-
tanje moglo da se odredi na jedinstven nacin, ovim jednac¢inama moraju da
se dodaju i takozvani pocetni uslovi, tj. da se odredi pocetni polozaj tela
i pocetna brzina. Ovi podaci sluze da se, u toku procesa resavanja difer-
encijalnih jednacina, pomoc¢u njih odrede konstante integracije koje se tom
prilikom pojavljuju. U navedenom primeru diferencijalna jednacina je ista
u oba sistema reference ali su upravo pocetni uslovi razli¢iti. U sistemu ref-
erence vezanom za vagon, telo pada sa stola bez pocetne brzine, tj. ona je
u tom slucaju jednaka nuli. U drugom sistemu reference, telo ima pocetnu
brzinu u horizontalnom pravcu i ona je jednaka brzini vagona.

2.5 Kauzalnost klasiéne mehanike

Vektorska jednacina kretanja, kojom se izrazava II Njutnov zakon za mater-
jjalnu tacku Cija masa se ne menja sa vremenom (2.4), se moze zapisati u
koordinatnoj formi kao

d*x d?y d?z

mge =t Mg =k

ys mﬁ = FZ7 (218)

Sto ustvari predstavlja projekciju polazne jednacine m# = F na koordinatne
ose. Na taj nacin je data jednacina (2.4) ekvivalentna trima skalarnim difer-
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encijalnimi jednacinama (2.18). Svaka od njih je drugog reda.'® Da bi se lakse
proanalazirala situacija i izvukli neki dovoljno opsti zaklju¢i pretpostavimo
da na cesticu, koja moze da se kre¢e samo po pravoj liniji deluje duz tog
pravca sila f konstantna i po intenzitetu i po pravcu. Neka se Cestica u
pocetnom vremenskom trenutku nalazila u taci x; i neka je imala pocetnu
brzinu v;. Umesto tri skalarne diferencijalne jednacine (2.18) za opisivanje
kretanja Cestice nam je sada dovoljna samo prva (ukoliko x osu orijentisemo
u smeru kretanja cestice)

d*x
— = f. 2.19
mos = (219
Nakon prve integracije po vremenu se dobija
de f
-2 L1 2.20
T T m e ( )
a nakon druge
c=Jd oo, (2.21)
2m

gde su C i (5 konstante integracije (lako je proveriti, neposredno zamenom,
da je poslednja relacija najopstije resenje polazne diferencijalne jednacine-
opste resenje). Na ovom mestu valja uociti da je broj konstanti koje se
pojavljuju u opstem resenju diferencijalne jednacine jednak njenom redu.
Medjutim, da bi reseje diferencijalne jednacine opisivalo konkretno kretanje
kod koga je (0) = z; i v(0) = v;, konstante integracije moraju da se odrede
upravo iz tih uslova, §to dovodi do dveju algebarskih jednacina (u ovom
slucaju trivijalnih) po nepoznatim konstantama

CQ = Uy, 01 = T;. (222)

Imajuéi u vidu ovaj rezultat, izrazi za koordinatu i brzinu cestice u vremen-
skom trenutku ¢ (2.21) i (2.20) postaju

[ oo
T=5- +ut+a (2.23)

odnosno F
v="—t+v;. (2.24)

m

8Red diferencijalne jednaéine je odredjen redom najviseg izvoda koji se pojavljuje u
njoj
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Jednagina (2.21) je takozvano partikularno resenje polazne diferencijalne
jednacine (ovo znaci da je ta jednacina, za date pocetne uslove, jednoznacno
reSena). Na ovaj nacin je reSavanjem polazne diferencijalne jednacine, za
date pocetne uslove, kretanje ¢estice potpuno odredjeno. U ovom iskazu se
ogleda kauzalnost!'® klasi¢ne mehanike.

Uopstenje na tri dimenzije.

U ovom slucaju se dobijaju, kao sto smo videli, iz jedne vektorske diferenci-
jalne jednacine drugog reda (2.4) tri skalarne diferencijalne jednac¢ine (2.18)
takodje drugog reda za Cije jednoznacno resavanje (dobijanje partikularnog
resenja) je potrebno Sest poétnih uslova (tri pocetne koordinate (z;,v;, 2;) i
tri komponente pocetne brzine (vy;, vyi, vz;)).

Uopstenje na sistem od N tela

U ovom slucaju imamo N polaznih vektorskih diferencijalnih jednacina dru-
gog reda sto dovodi, nakon projektovanje na koordinatne ose do 3N skalarnih
diferencijalnih jednacina drugog reda. Njihovim resavanjem se dobija opste
resenje koje sadrzi 6/V integracionih konstanti koje mogu da se odrede jed-
noznacno iz isto toliko pocetnih uslova kojima je zadat pocetni polozaj tela
i njegova pocetna brzins.

2.5.1 Resavanje osnovne jednacine Njutnove dinamike

U cilju prostijeg zapisivanja ograni¢imo se u ovom delu na kretanje materi-
jalne tacke u jednoj dimenziji, i recimo da je duz linije kretanja postavljena
x osa. Videli smo do sada da se odredjivanje kona¢nih jednacina kretanja,
odnosno zavisnosti koordinata koje opisuju polozaj tela svodi na reSavanje
diferencijalne jednacine tipa mi = F. Kako izraz za silu moze da zavisi od
polozaja tela, njegove (relativne) brzine u odnosu na telo sa kojim interaguje
i od vremena, potrebno je resiti jednacinu opsteg oblika

mi = F(x,v,t). (2.25)

Uopsteno govoreéi ova jednacina ne moze uvek biti resena egzaktno po z(t),%

ali je moguce dobiti njeno resenje u nekim posebnim sluc¢ajevima. Zapravo,

YUzroéno-posledi¢na povezanost ...
20Precizan iskaz je da ona ne moze uvek da se resi analiticki ali je uvek moguée resiti je
numericki sa zeljenom tac¢noséu.
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skoro sva kretanja koja inace razmatramo u mehanici se mogu svesti na tri
specijalna slucaja a to su slucajevi u kojima je sila F' funkcija samo vremena
t, prostorne koordinate x ili pak brzine tela v.

e Sila je funkcija samo vremena: F' = F'(t).

Kako je a = d?x/dt?, potrebno je dva puta integraliti a = F'/m da bi se
dobilo z(t). Za pocetak se F' = ma pise kao

dv
mo = F(t), (2.26)

pa se onda razdvajaju promenljive i vrsi integracija obeju strana jednacine

2.6 Zakon odrzanja impulsa i III Njutnov za-
kon

Razmotrimo zatvoren sistem, koji se sastoji od dve interagujuce materijalne
tacke. Kao sto je dobro poznato, u tom slucaju vazi zakon odrzanja impulsa,

oblika
P1 + pa = const, (2.27)

koji govori o tome da se ukupan impuls takvog sistema ne menja sa vre-

sz ﬁZI

Slika 2.4:
menom. Diferenciranjem ove relacije jedan puta po vremenu, dobija se
Py + 1y =0, (2.28)
sto na osnovu II Njutnovog zakona (2.1) daje

Foy + Fia =0, (2.29)
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odnosno

ﬁ12 - _ﬁ21- (230)

U ovim izrazima su Fis i Fy; sile kojima materijalne tacke deluju jedna
na drugu.?? Formula (2.29) i (2.30) predstavljaju matematicki iskaz treceg
Njutnovog zakona??: Sile interakcije dveju materijalnih taéaka su jednake po
intenzitetu, deluju duz pravca koji th spaja v suprotnog su smera.

2.7 Rad

U ovom poglavlju ¢e biti prvo uveden koncept rada izvrsenog od strane neke
sile na nekom telu.

Skoro sve fizicke veli¢ine koje su do sada pomenute (brzina, ubrznje,
sila, ...) imaju isti smisao u fizici kao i u svakodnevnom zivotu. Ovde ¢e
biti obradjen rad koji u fizici ima smisao koji je ponekad razli¢it od onog u
svakodnevnom zivotu.

2.7.1 Rad konstantne sile

F

A A4
| ‘e\ F=cos0 I |

d

Slika 2.5:

210vo mogu biti na primer sile koje se javljaju usled gravitacione interakcije ove dve
Cestice.

22Treé¢i Njutnov zakon ne vazi uvek. U potpunosti vazi samo u sluéajevima kontaktnih
interakcija, tj. kada se tela koja interaguju nalaze u neposrednom dodiru, kao i u slucaju
da su tela koja interaguju nalaze na nekom rastojanju ali u stanju mirovanja.
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Da bi razumeli na sta se misli pod pojmom rad u fizici, proanalizirajmo
situaciju u kojoj se silama jednakog intenziteta pod razli¢itim uglovima deluje
na telo u pokusaju da se ono pomeri. Ukoliko nas zanima koliko je sila
efikasna u pomeranju tela jasno je da moramo da, osim intenziteta, uzmemo
u obzir i pravac delovanja sile. Lako se takodje dolazi do zakljuciti da je za
pomeranje tela na duzem putu potrebno izvrsiti vec¢i rad. Sledeca definicija
ove fizicke veli¢ine je u skladu sa navedenom analizom: Rad A izvrsen na
objektu, od strane kostantne sile je jednak proizvodu komponente sile u pravcu
kretanja tela @ rastojanja na koje je sila pomerila telo

A = Fdcos#. (2.31)

Razlika izmedju navedeno i intuitivnog shvatanja rada se lako uocava uko-
liko proanaliziramo izvrSeni rad prilikom drzanja u rukama nekog teskog
predmeta odredjeno vreme. Na kraju datog vremenskog intervala prirodno
gore navednom definicijom rada nikakav rad medjutim nije izvrsen. Mi smo
delovali nekom silom na dati predmet ali kako on nije pomeren sa mesta na
kome se nalazio na pocetku posmatranja, rad nije izvrsen.??

Na osnovu jednac¢ine (2.31), rad koji se izvrsi nad telom je jednak nuli
kada sila deluje pod pravim uglom u odnosu na pravac duz koga telo moze da
se pomera.?* Takodje se moZe zakljuciti da znak rada zavisi od ugla izmedju
pomeraja?® d isile F. Tako je rad sile koja podize telo u vis, u polju zemljine
teze, pozitivan jer su smer sile i smer pomeraja isti. Ukoliko nas u ovom
istom primeru kretanja zanima rad gravitacione sile, lako se zakljucuje da je
on negativna jer je sila suprotno usmerena od pomeraja. Na kraju zakljéimo
da rad konstante sile moze da se, na osnovu definicije skalarnog proizvoda,
zapise kao

N
I
1]
Q.
I
BTl
>
!

(2.32)

gde je sa A7’ oznacen vektor pomeraja d = 5 — 7.
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/ Rad

X = X, X X, X, X
Ax
(a) (b)
Slika 2.6:

2.7.2 Rad sile koja nije konstantna

Posmatrajmo cesticu koja se pomera duz x ose pod dejtvom sile koja nije
konstantna. Neka se Cestica pri tome pomera u smeru porasta koordinate
od x = z; do v = x¢. U ovom slucaju rad ne moze da se pize da se racuna
na osnovu formule A = F'dcos@ jer se postavlja pitanje koju vrednost uzeti
za silu obzirom da ona nije kontantna ve¢ se menja. Medjutim, moze da se
postupi slicno kao u situaciji kada je trazen izraz za predjeni put kod kretanja
koje se ne odvija konstantnom brzinom. Naime, posmatra se mali pomeraj
Ax unutar koga se sila moze smatrati konstantnom pa je rad izvrsen na tom
pomeranju

AA = FAz, (2.33)

sto je jednako povrsini osencenog dela na slici 2.6(a). Ako se pretpostavi
da je kriva zavisnosti sile od predjenog puta podeljena na veliki broj takvih
intervala, ukupan rad ¢e priblizno biti jednak zbiru sabiraka oblika (2.33)

zy
Ar> FAz. (2.34)

T

..... .

Z3Ustvari, rad se ipak vrsi dok se predmet drzi u rukama obzirom da se migiéi naiz-
meni¢no kontrahuju i opustaju i na taj nac¢in deluju na nase ruke. Na taj nacin je rad
izvrSen nad nasim telom a ne nad predmetom.

%4Tada je ugao 0 = /2.

25Prisetimo se ovde da je vektor pomeraja A7 koji je ovde oznacen sa J; jednak 75 — 7.
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Ako sada pretpostavimo da dimenzija intervala Ax tezi nuli, odnosno ukoliko
broj intervala tezi beskonac¢nosti, vrednost sume (2.34) tezi vrednosti koja
je jednaka povrsini ispod krive zavisnosti sile F' od predjenog puta, odnosno
integralu (2.33)

: !

lilllo ; FAz = 5 Fdz. (2.35)
Kako je rad sile na pomeranju od z; do x; jednak ovoj povrsini, moze se
pisati

g
A= / Fdz. (2.36)

Ukoliko posmatrana sila deluje pod nekim uglom u odnosu na pomeranje
(koje se vrsi duz = ose) potrebno je u izraz staviti projekciju sile na x osu,
odnosno F, = F cosf (0 je ugao izmedju pravca sile i pravca duz koga se vrsi
pomeranje), pa je rad

A= /xf Fodx = /xf F cosfdzx. (2.37)

Prirodna generalizacija dosadasnjih izraza za rad, koja bi se odnosila na
rad sile koja nije konstanta na pomeranju tela od tacke odredjene vektorom
polozaja 7; do tacke odredjene vektorom 77 je

A= /ff Fdr (2.38)

U skladu sa time se elementarni rad (rad na elementarnom pomeranju tela
dr’ = dxe, + dye, + dze., definiSe kao

dA = F - dF = Fydx + F,dy + F.dz. (2.39)

2.7.3 Rad elasti¢ne sile

Primer sile koja nije konstantna je sila koja se javlja pri elasticnom istezanju
opruge (za relativno mala istezanja u odnosu na situaciju kada je opruga
relaksirana). Kako je navedeno ranije ta sila, za sluc¢aj kada se opruga
isteze i sabija duz x ose je oblika F = —kxé€,, odnosno uvek je usmerena
ka ravnoteznom polozaju (z = 0).

Kako je elementaran rad ove sile

dA = F - dF = —kadz, (2.40)
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Slika 2.7:

ukupna rad na pomeranju tela zakacenog za kraj opruge (Slika 2.7) od tacke
z; u tacku zy je?®

x 1 x 1 1
A= /x f(—ka:)da: = —§kx2 wj = §kxz2 - 5]%30 (2.41)

i

Ukoliko je finalna tacka koordinatni pocetak, koji je smesten u tacku u kojoj
je opruga relaksirana, rad je jednak A = %kazf Vazno je primetiti da rad ove
sile zavisi samo od pocetne i krajnje tacke u kojima se telo nalazi kao i to da
je jednak nuli u slucaju kada se one poklapaju.

2.8 Snaga

Zamislimo da imamo dva automobila jednakih masa ali sa razli¢itim mo-
torima, jedan sa slabijim a drugi sa ja¢im motorom. Prvo ¢emo jednim a
onda drugim automobilom da se popnemo na brdo (smatramo da su i po-
lazna i krajnja taka putanje iste.). Potpuno je o¢igledno da ¢e automobila
¢e izvrsiti isti rad nasuprot gravitacionoj sili ali ¢e onom koji ima jac¢i motor
za to trebati kra¢e vreme. Iz ovog primera je jasno da je sa prakticne strane

v s . . n+1
26Uz koriséenje integrala [ amdx = “;H zan=1.
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bitno da znamo ne samo rad koji ¢e izvrsiti neka masina ve¢ i koliko brzo ¢e
ga uraditi. Brzina vrSenja rada je nova fizicka veli¢ina koja se naziva snaga.
Ukoliko neka spoljasnja sila, za vreme At izvrsi rad A, njena srednja
snaga je
AA
At
Na slicna nacin kao sto smo dolazili do trenutne brzine i ubrzanja, mozemo
da definisemo trenutnu snagu P kao grani¢nu vrednost

P, = (2.42)

AA dA
P=lim — = — 2.43
ARR0 At dt’ ( )
gde je sa dA oznaceno beskona¢no mali prira vstaj rada koji se desava za
vreme dt. Koristedi izraz (2.39), izraz za trenutnu snagu postaje

=— =F (2.44)

Jedinica za snagu u SI je dzul u sekundi (J/s), odnosno wat (W).?7

2.9 Energija

Energija je jedna od najvaznijih fizickih velicina i pojmova u fizici i tehnici,
zbog svog izuzetnog znacaja za dosadasnji i bududi razvoj i opstanak ljud-
skog roda. U svakodnevnom zivotu o energiji obi¢no razmisljamo kao o
gorivu koje koristimo za transport i zagrevanje, o elektricnoj energiji koju
koristimo za osvetljavanje i pokretanje masina, o energiji koju unesemo u or-
ganizam kroz hranu, ... Energija ima jako puno oblika u kojima se pojavljuje
a ukljucena je prakticno u sve procese u prirodi i naSem okruv zenju. Ona
moze da se prenosi sa tela na telo, da menja oblike, medjutim, ne moze da
se pojavi niotkuda niti da nestane bez traga. U tom smislu, ona predstavlja
jednu od fizickih veli¢ina koje se ocuvavaju (konzervisu) u svim procesima.?s.
Bez obzira na otkri¢a raznih oblika energije, eksperimenti su uvek pokazivali
da zakon ocuvanja ostajen na snazi. Konceptualno veoma bitan doprinos

2TStara jedinica za snagu je konjska snaga (KS) ¢ija je veza sa sadasnjom jedinicom 1
KS=746 W.

280va ¢injenica je zasnovana na eksperimentima a prvi koji je ukazao na nju je bio
engleski biolog Majer na osnovu proucavanja toplotnog bilansa zivih organizama
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proucavanju raznih oblika energije je dao i Albert Ajnstajn ukazujuci na
vezu mase i energije,?” odnosno na to da je i masa jedan od oblika energije.

Na osnovu ovoga je jasno da ne postoji dovoljno prosta, a istovremeno
dovoljno precizna, definicija energije. Pre svega se moraju imati u vidu njene
osnovne osobine a to su da ima razne oblike kao i to da se oCuvava u procesima
u prirodi. Energiju bi u principu mogli da definiSemo kao sposobnost tela da
izvrsi rad, pri cemu moramo biti oprezni pri ovakvom shvatanju energije, jer
moramo imati u vidu da ponekad nije moguce iskoristiti svu energiju koju
ima telo svrhu vrsenja rada.

2.9.1 Kineticka energija

Tela pod dejstvom sila menjaju svoju brzinu pa se moze re¢i da je rad sile
vezan upravo za promenu brzine. Ta veza se moze izraziti preko fizicke
velicine koja se zove kineticka energija tela.

U cilju lakseg dobijanja rezutata’® pretpostavimo da se telo kreée u jednoj
dimenziji (duz z ose) i da na njega deluje rezultujucéa sila F,. Uzimajuéi u
obzir drugi Njtunov zakon u obliku ma, = F}, moze se pisati

A= /xf F.dx = /zf mag,dzx. (2.45)

Ukoliko se rezultanta F, menja duz x ose, menja se i ubrzanje te integraciju
u gornjem izrazu nije moguce uraditi u opStem slucaju, te ¢emo pribeci
slede¢em nizu transformacija

_dv_dvdx_da:dv dv

— = I T 22 2.46
“T@t T dtde  dtdr  dx (2.46)
Zamena ovog izraza za ubrzanje u prethodni izraz za rad dovodi do
s do vf vi(mu?
A:/ —d:/ d:/d—, 2.47
5 mu Ir T s muduv ; 5 ( )
odnosno
mu? vy mv]% mu?
A=—| = — — —. (2.48)
2 v 2 2

Veli¢ina %mv2 predstavlja energiju koju cestica poseduje usled toga sto se
krece i koja se zove kineticka energija. Na osnovu poslednje jednacine se

290va veza je data, verovatno §iroj javnosti, najpoznatijom relacijom iz fizike, E = mc?.

30Koji je kao 8to ¢emo kasnije videti lako generalizovati.
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moze re¢i da je ukupan rad sila koje deluju na cesticu jednak promeni njene
kineticke energije.
Promena kineticke energije usled delovanja sile trenja

Pretpostavimo da se telo kre¢e po nekoj horizontalnoj povrsini koja je takva
da ne moze da se zanemari postojanje trenja izmedju tela i podloge.

d

Slika 2.8: Usporavanje tela koje klizi po horizontalnoj povrsi izazvano gu-
bitkom kineti’cke energije.

U tom slucaju, po vetna kineticka energija tela se smanjuje sa vremenom
jer stalno mora da se vrsi rad na savladavanju sile trenja koja ima smer
suprotan smeru kretanja tela. Pretpostavimo d a je u toku nekog intervala
vremena, telo preslo rastojanje d (Slika 2.8) pri ¢emu je na pocetku kretanja
imalo brzinu 7; a na kraju ¢;. Sila koja izaziva usporavanje tela je sila trenja
F, koja ima smer suprotan od smera kretanja tela. Obzirom na to da je
smer pomeraja suprotan, rad koji je izvrsen na savladavanju nje je

A=F, -d=—F.d, (2.49)
sto mora da bude, prema (2.48), jednako promeni kineticke energije, odnosno

mv:  mo?
—Fpd=—1 - "1 2.
wd="0 (2:50)

2.9.2 Potencijalna energija

U prethodnom poglavlju je uvedena kineticka energija, kao energija koju telo
poseduje usled svog kretanja. U ovome Ce biti uvedena druga forma energije
pod nazivom potencijalna energija koja je u vezi sa relativnim polozajem tela
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koja interaguju, odnosno sa polozajem tela u polju neke sile. Ona se obi¢no
oznacava sa L, ili sa U, a kako je vezana za relativan polozaj tela koja
Cine sistem, svaka promena polozaja tela koja Cine sistem, izaziva i promenu
potencijalne energije. Potencijalna energija moze biti shvacena kao energija
koja je akumulirana i koja moze ili da predje u kineticku ili da se na osnovu
nje izvrsi neki rad.

Gravitaciona potencijalna energija

Kada neko telo pada ka Zemlji, to se deSava usled toga sto Zemlja na njega
deluje silom mg (za male visine na kojima se moze smatrati da je polje
Zemljine teze homogeno) u smeru koji se poklapa sa smerom kretanja tela.
Gravitaciona sila vrsi rad na telu Sto izaziva povec¢anje njegove kineticke
energije.

Y
mg
d
Vi \
mg
Yy

Slika 2.9: Rad sile pri pomeranju kocke (slobodnom padu) u polju Zemljine
tezena sa visine y; na y;.

Zamislimo da je neka kocka, mase m pustena da pada (iz stanja mirovanja).
Padajuéi njoj raste brzina a time i kineticka energija. Sistem kocka-Zemlja
poseduje potencijalnu energiju na kojoj god da se visini kocka nalazi iznad
Zemlje. Prilikom pada ta potencijalna energija se konvertuje u kineticku.
Pretpostavimo da je kocka pustena da pada sa visine y; kao sto je to pokazano



56 GLAVA 2. DINAMIKA

na slici (2.9). Ako zanemarimo otpor vazduha, jedina sila koja deluje na
kocku prilikom njenog pada je Zemljina gravitaciona sila, jednaka mg =
—mge,. Rad koji ona izvrsi prilikom pomeraja d = (y; — y;)€, je

A, =mg-d=(—mge,) - (yr — yi)€y = mgy; — mgys. (2.51)

Rad gravitacione sile dakle, zavisi samo od izmene y koordinate tela, odnosno
od promene u visini tela®'. Velicina U(y) = mgy se naziva gravitacionom
potencijalnom energijom posmatranog sistema, a rad je

A=U;—U; = —(U; — U;) = —AU. (2.52)

Moze se rec¢i da je rad gravitacione sile jednak negativnoj promeni u gravita-
cionoj potencijalnoj energiji izmedju pocetnog i konacnog polozaja tela.

Potencijalna energija kod elasti¢nih deformacija

Posmatrajmo sistem koji se sastoji od kocke i opruge (Slika 2.10). Sila kojom
opruga deluje na kocku je F' = —kze,. Kao sto je ve¢ izracunato, rad koji
izvrsi opruga na kocku pomerajudi je iz pocetnog polozaja z; u finalni zy, je

2 2

Potencijalna energija elasticne opruge se, u skladu sa time, moze uvesti
kao

A:

(2.53)

B kax?
=5
Vazno je primetiti da, kao i u prethodnom sluc¢aju, rad elasticne sile zavisi
samo od pocetnog i krajnjeg polozaja tela na kojem se vrsi, kao i da je
za "zatvorenu putanju” (kada se poklope pocetna i krajnji polozaj) jednak
nuli. Potencijalna energija elasticne deformacije se moze shvatiti kao energija
koja je akumulirana u deformisanoj opruzi (bilo da je sabijena ili istegnuta).
Prvi deo slike 2.10 predstavlja nedeformisanu oprugu na podlozi po kojoj
kocka moze da klizi bez trenja. Na drugom delu je opruga deformisana tako
Sto je pritisnuta kockom i na taj nacin sabijena za x. Na trecem delu je
prikazano kretanje kocke koje je izazvano delovanjem elasticne sile opruge
na nju. Potencijalna energija sabijene opruge je presla u kineticku energiju
kocke.

U(z) (2.54)

31Ukoliko kretanje ima i 2 komponentu, tada je pomeraj d = (x — ;)& + (y; — )&,
ali rad i dalje ima istu vrednost obzirom da je —mgé, - (v — x;)é; = 0.
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Slika 2.10: Potencijalna energija sabijene opruge prelazi u kineticku energiju
kocke.

2.9.3 Konzervativne i nekonzervativne sile

Rad gravitacione sile ne zavisi od toga da li telo slobodno pada u polju
Zemljine teze ili klizi niz strmu ravan, ve¢ zavisi samo od promene polozaja
tela po visini. Sa druge strane, gubitak energije usled trenja, u skladu sa
(2.50), zavisi od puta koji je telo preslo. Drugim rec¢ima konkretna putanja
je nebitna kada je re¢ o radu u polju Zemljine teze (taj rad kao $to smo videli
zavisi samo od kranje i pocetne tacke putanje, tj. od njihove ”visinske” raz-
like), dok je veoma bitna kada je re¢ o gubitku energije usled postojanja sile
trenja. Upravo ova razlika sluzi za klasifikovanje sila u dve grupe: konzerva-
tivne i nekonzervativne sile.

Konzervativne sile

Konzervativne sile imaju dve vazne karakteristike

1. Njihov rad je nezavisan od oblika putanje po kojoj se ¢estica krec¢e od
pocetne do kranjne tacke putanje.

2. Rad koji izvrsi jedna konzervativna sila na putu koji je zatvoren (pocetna
i kranja tacka putanje su iste) je jednak nuli.
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Slika 2.11: Gubitak kineticke energije tela usled trenja zavisi od puta kojim
se telo krece.

Kao sto je lako primetiti, gravitaciona i sila elasti¢nosti su primeri konz-
ervativnih sila. Obema silam smo pridruzili potencijalne energije a rad koji
one vrse na nekom telu moze da se zapise kao

A=U;, = Uy = -AU, (2.55)
ili ako je rec¢ o diferencijalnim promena energije i elementarnom radu

dA = —dU. (2.56)

Nekonzervativne sile

2.9.4 Konzervativne sile i potencijalna energija

Pretpostavimo da se cestica kre¢e duz = ose i neka neka konzervativna sila
deluje na cesticu deluje komponentom F, na nju. U prethodnim poglavljima
smo videli kako se dolazi do promene potencijalne energije u slucaju da je
poznata sila. Sada ¢emo videti kako se nalazi sila za slucaj kada je poznata
potencijalna energija.

Kao $to je poznato, rad konzervativne sile na pomeranju Az jednak je
negativnoj promeni potencijalne energije, odnosno AA = F,Ax = —AU.
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Ukoliko se pod dejstvom sile ¢estica pomeri za infinitezimalno rastojanje dz,
infinitezimalna promena u potencijalnoj energiji je

dU = —F,dz. (2.57)

Odavde se moze dobiti da je, u slucaju kretanja u jednoj dimenziji, veza
konzervativne sile i potencijalne energije zadata relacijom

dU
F,=—. 2.
. (2.58)

Na osnovu ovoga je, u ovom slucaju®? sila, kao vektorska veli¢ina zadata sa

- auv
F = 7 o (2.59)
Ovo je veoma vazan rezultat koji govori da je konzervativna sila koja
deluje na telo jednaka negativnom izvodu potencijalne energije sis-
tema u odnosu na prostornu koordinatu koju koristimo za opisi-
vanje polozaja tela.
Lako je pokazati da u dva primera konzervativnih sila koje smo ranije
razmatrali vazi ovo tvrdjenje. U slucaju deformisane opruge je potencijalna
1

energija U(z) = 3ka?, pa je sila

1
S (2.60)

F,=——" =
dx dx "2

U slucaju gravitacione potencijalne energije U(y) = mgy, se za silu dobija

du d

F = =

mgy) = —myg, (2.61)
gde se podrazumeva da je y osa usmerena vertikalno navise.

Moze se zakljuciti da je potencijalna energija veoma vazna funkcija, obzi-
rom da se iz nje (ako je poznata) moze lako dobiti izraz za silu. Takodje moze
da se uoci da je potencijalna energija odredjena do na konstantan sabirak,

sto se vidi iz izraza (2.58) jer je sila ista i ukoliko se u tom izrazu trazi izvod
od U + C, gde je C' = const.

32U tri dimenzije, izraz za silu je F' = —2Z¢, — %—gé'y — ¢, gde je 2U takozvani

ox
parcijalni izvod.
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2.9.5 Energijski dijagrami i stabilnost sistema

Kretanje sistema moze veoma lepo da se razume kvalitativno (bez konkret-
nih numerickih izracunavanja) analiziranjem grafika potencijalne energije u
funkciji rastojanja izmedu objekata koji ¢ine sistem.

A

x;O X I

m

()

Slika 2.12: (a) Grafik potencijalne energija sistema telo-opruga u zavisnosti
od deformacije opruge. (b) Telo osciluje izmedju amplitudnih polozaja +x,,.

Razmotrimo potencijalnu energiju sistema kocka-opruga, oblika U(z) =
%kza:z (Slika 2.12). Sila kojom elasti¢na opruga deluje na telo je

du

do
Kada se telo nalazi u stanju mirovanja (x = 0), tada je F' = 0, ostaje u njemu
ukoliko nema spoljasnjih sila koje bi ga izvele iz tog polozaja. Ako spoljasnja
sila rastegne oprugu, otklon ela iz ravnoteznog polozaja x je pozitivan, %
je takodje pozitivno (tangenta na krivu u toj tacki zaklapa ostar ugao sa
x osom), dok je sila suprotno usmerena od istezanja, dakle negativna i telo
se ubrzava ka polozaju odredjenom sa x = 0. Ukoliko spoljasnja sila sabije
oprugu,  je negativno, ‘é—g je negativno (tangenta na krivu u toj tacki zaklapa
tup ugao sa x osom), sila je pozitivna, i opet usmerena ka polozaju = = 0.

F = —kx. (2.62)
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Iz ove analize se vidi da je stanje odredjeno sa z = 0 ovog sistema stanje
stabilne ravnoteze. To se vidi na osnovu toga sto bilo kakvo pomeranje
tela iz tog polozaja rezultira pojavom sile koja je uvek usmerena ka njemu.
Uopsteno govoreci polozaj stabilne ravnoteze odgovara tacki u kojoj funkcija
U(x) ima minimum.

\4

X

Slika 2.13: Grafik zavisnosti U(z)

cestice koja u x = 0 ima polozaj nestabilne ravnoteze.

Razmotrimo sada cesticu koja se krec¢e duz x ose pod dejstvom konzer-
vativne sile F,, gde je grafik zavisnosti U od x predstavljen na slici 2.13. Za
xr = 0 jesila Fix = 01 telo je u ravnotezi u tom polozaju. Medjutim, to je
polozaj nestabilne/labilne ravnoteze iz sledeéeg razloga: Pretpostavimo
da se cestica pomeri na desno (x > 0). Kako je u toj oblasti prvi izvod
% < 0, sila koja je F, = —% je stoga pozitivna i Cestica se ubrzava od
koordinatnog pocetka. Ako se umesto toga ¢estica pomeri na levo (z < 0),
sila je negativna jer je izvod Ccng pozitivan icestica se opet ubrzava u suprot-
nom smeru od koordinatnog pocetka. Na osnovu ovoga se vidi da je polozaj
x = 0 polozaj nestabilne ravnoteze jer ma kako mali otklon, bilo levo bilo
desno, od njega, kao posledicu ima pojavu sile koja tezi da telo jos vise otk-
loni od polozaja ravnoteze. Zapravo sile deluju na telo tako da se ono krece
ka polozaju gde je potencijalna energija manja. Mov ze da se zakljuci da je
polozaj nestabilne ravnoteze odgovara tacki u kojoj funkcija U(z)
ima maksimalnu vrednost.

Na kraju, moze da se desi da je U konstanto u nekoj oblasti, te je stoga
F, = 0. To odgovara polozaju indiferentne ravnoteze. Mali pomeraj
iz takvog polozaja nema za posledicu ni pojavu sila koje bi vratile telo u
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ravnotezni polozaj niti onih koje bi ga jos vise udaljile.3?
Primer 1 Potencijalna energija koja odgovara interakciji dva neutralna atoma
u molekulu moze biti predstavljena Lennard-Jones potencijalom

U(z) = 4e l(;)u - (Zﬂ (2.63)

gde je z rastojanje izmedju atoma. Funkcija U(z) sadrzi dva parametra o
i € koji se odredjuju eksperimentalno. Tipi¢ne vrednosti za interakciju dva
atoma u molekulu su o = 0,263 nm i ¢ = 1,51 x 10722 J. (a) Odrediti na-
jeverovantije rastojanje izmedju molekula, (b) Odrediti silu F} kojom jedan
atom deluje na drugi u molekulu, (c¢) Skicirati potencijalnu energiju i silu.

¢ (a) Atomi se nalaze na najverovatnijem rastojanju onda kada su u
stabilnoj ravnotezi, a to se desava kada potencijalna energija ima minimum.
Tacka minimuma ¢e se dobiti kada potrazimo prvi izvod i izjednac¢imo ga sa
nulom:

W) _, d [m” _ (fﬂ e l—””” - —6“6] —0. (264)

dx dr | \x x 13 x7

Resavanje po = daje za trazeno ravnotezno rastojanje izmedju atoma u
molekulu z = ¢(6)Y/% = 2,95 x 1071 m. (b) Posto atomi formiraju molekul,
trazena sila mora da bude privlacna kada se atomi udalje od ravnoteznog
polozaja a odbojna kada se to rastojanje smanji. Ukoliko ne bi bilo tako,
molekul bi se ili sam od sebe dezintegrisao ili bi pak atomi pali jedni na
druge. Ovo znac¢i da u tacki stabilne ravoteze sila mora da promeni znak,
slicno kao sila kod elasti¢ne opruge. Sila je prema izrazu za potencijal

dU (z) d |/o\*? AN 120'% 60"
F,=— = —4e— || — — (= =4 - —. 2.65
dx “dx l(m) (:1:> =T x? (2.65)

Primer 2 Potencijalna energija ima oblik U(x,y) = 323y — 7x. Odredi oblik
sile koja deluje na telo koje se nalazi u tacki odredjenoj koordinatama (x, ).

o Kako se radi o kretanju u ravni, sila je F=F,e, + F,e,, pri ¢emu su
komponente

U U
Fyp=—"— F,=——
X daj’ Yy dy?

33Primer za telo koje je u inidiferentnoj ravnotezi je lopta koja se nalazi na ravnom
stolu.
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gde prilikom trazenja izvoda funkcije U(x,y) po promenljivoj z, treba sma-
trati da je promenljiva y konstantna i obrnuto. Na taj nacin se dobija

F, = —92%y — 7, F, = —323,

Primer 3 Potencijalna energija sistema je U(z,y,z) = %kxﬁ + %k‘yyz +

%k’zzQ,gde su k, k, i k. konstante. Odrediti silu koja deluje na telo u tacki
(2,9, 2) ]

e Sila je zadata sa F' = F,é, + F €, + F.é,, pri cemu je, kao sto se lako
vidi, u konkretnom slucaju

. 1 L1 L 1.
F = —§k$xex — ik;ygfey — ikzzez.

2.9.6 Ukupna mehanicka energija. Zakon odrzanja en-
ergije
Ukupna mehanicka energija

Telo koja podignemo i drzimo na visini A iznad povrsine Zemlje nema kineticku
energiju. Medjutim, ono poseduje gravitacionu potencijalnu energiju mgh,
odnosno potencijalnu energiju jer se nalazi u polju gravitacione sile. Ako
pustimo telo ono ¢e poceti da pada, pri cemu mu brzina, pocev od nule raste,
sto znaci da mu se potencijalna energija smanjuje, dok kineticka pocinje da
raste.

Ukupna mehanicka energija tela je prema tome zbir kineticke i potenci-
jalne energije

E=E,+U. (2.66)

p2

Kineticka energija se preko impulsa moze zapisati kao Ey = 5— a vrlo Cesto

se oznacava i velikim slovom 7', tako da ukupnu mehanicku energiju mozemo
pisati kao
2

E=L yu=-1+1, (2.67)

2m

a kako je potencijalna energija (kada je re¢ o konzervativnim silama) funkcija
od medjusobnog prostornog rasporeda tela koja ¢ine sistem (ovo se izrazava
njihovim vektorima relativnog polozaja npr.), ovaj izraz ima oblik

E(p,m) = T(p) + U(1), (2.68)
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Zakon odrzanja mehanicke energije

Ukoliko se zanemari otpor vazduha, prilikom pada tela u polju Zemljine teze,
smanjenje potencijalne energije je tacno jednako povec¢anju kineticke. Ovo je
iskaz zakona odrzanja mehanicke energije, odnosno u jednom izolovanom
sistemu, koji interaguje samo konzervativnim silama, ukupna me-
hanicka energija ostaje konstantna.

Generalizacija zakona odrzanja energije

Ovaj iskaz je dobro poznata Cinjenica koja je vise puta pokazana kada je re¢
o kretanju tela koja ¢ine sistem u kome nema nekonzervativnih sila. Takodje
je dobro poznato da se mehanicka energija sistema smanjuje kada su prisutne
nekonzervativne sile.

Kao sto je poznato iz termodinamike, mehanicka energija tela moze da se
transformise u energiju koja moze biti akumulirana unutar samih tela koja
¢ine sistema. Ta energija se naziva unutrasnja energija. Na primer, kada telo
klizi po neravnoj povrsi, gubi mehanicku energiju koja se usled pojave trenja
transformise u unutrasnju koja prelazi delom na telo a delom na povrs po
kojoj telo klizi, sto u kona¢nom izaziva promenu njihovih temperatura. Ako
se pak dublje sagledaju procesi u telima, na atomskom nivou, ispostavlja
se da se to Sto u termodinamici nazivamo unutrasnjom energijom potice
od oscilacija atoma oko ravnoteznih polozaja®*, §to znaéi da se opet radi o
kinetickoj i potencijalnoj energiji tela, pa se na taj nacin moze re¢i da ona
ostaje oCuvana.

Ovo je bio samo jedan primer kako prilikom sve dublje i dublje analize
jednog izolovanog sistema, mozemo uvek do¢i do zakljucka da se ukupna
koli¢ina energije ne menja, ukoliko uracunamo sve forme energija. To znaci da
energija ne moze biti ni stvorena ni unistena. Energija moze samo
da menja formu od jedne na drugu ali ukupna energija izolovanog
sistema ostaje konstantna. Ukoliko maksimalno generalizujemo ovaj iskaz
mozemo re¢i da je ukupna energija Univerzuma konstantna. Ovo znaci
da, ako u jednom delu Univerzuma imamo porast energije, to obavezno znaci
da je ostatak Univerzuma ostao bez ta¢no tolikog iznosa energije (u nekoj
njenoj formi).

34Zagrevanje tela izaziva intenizivnije oscilovanje atoma oko ravnoteznih polozaja,
ve¢om brzinom i sa ve¢im otklonom od ravnoteznih polozaja.
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2.10 Teorema o kretanju centra masa

Centar mase ili centar inercije sistema materijalnih tacaka, masa my, ms, ...,
my, Ciji su polozaji, u odnosu na neki referentni sistem, odredjeni vektorima

polozaja 7, Ta, ..., T'n, je zamiSljena tacka ¢iji je vektor polozaja odredjen
relacijom
- m1F1 + szQ + ...+ mNFN sz\il mﬂ:;
rem = = (269)
my+mo+ ... +mpn m

gde je m = mq + mo + ... + my ukupna masa sistema. Ako se ovaj izraz
prodiferencira po vremenu i pomnozi masom sistema, dobija se

MPoa = Mari + Mo + ...+ myTy, (2.70)

odnosno
mﬁCM = mlﬁl + mgﬁg + ...+ mNﬁN, (271)

gde je sa Uops oznacena brzina centra masa sistema. Kako ovaj izraz moze
da se zapise kao

N N
mucy = Zmﬂ_fi = Zﬁz = Diot (2-72)
i=1 i=1
moze da se zaklju¢i da je ukupni impuls sistema jednak proizvodu njegove
ukupne mase i brzine centra masa. Drugim rec¢ima, ukupan impuls sistema je
jednak impulsu jedne ¢estice mase jednake ukupnoj masi sistema m koja se
kre¢e brzinom centra masa vcys. Takodje se moze uvesti impuls centra masa
kao poar = mucas koji je prema tome jednak ukupnom impulsu sistema. Ako
se sada diferencira jednacina (2.71) po vremenu dobija se

dicy . do;
= i 2.73
B ; M (2.73)
Sto se moze zapisati kao
N
deM = Zm@ (2.74)

i=1
Imajuéi u vidu II Njutnov zakon ovaj izraz postaje

N

=1
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gde se na desnoj strani relacije nalaze rezultujuce sile koje deluju na odgo-
varajuée Cestice sistema (npr. sa ﬁl je oznacena rezultujuca sila koja deluje
na prvu Cesticu, itd.). Te sile se mogu podeliti na unutrasnje (koje poti¢u od
interagovanja posmatrane Cestice sa ostalim Cesticama sistema) i spoljasnje
(koje poticu od interagovanja Cestica sistema sa telima koja ne pripadaju
njemu), pa tako na primer na prvu cCesticu sistema deluje rezultujuéa sila

ﬁl = ﬁlun + ﬁlsp (276)
Sto znaci da prethodni izraz moze da se zapise kao
maC’M - ﬁlin + ﬁlsp + ﬁQun + ﬁ2sp + ...+ ﬁNun + ﬁNsp- (277)

Kako unutrasnja sila koja deluje npr. na prvu ¢esticu u principu moze da
potice od svih preostalih cestica ona je zbir Fio + Fiz+ ... + Fiy = >z Fi,
pa je ukupna sila koja deluje na nju

F = Z Fiy + ﬁlsp, (2.78)
kA1

dok je ukupna sila koja deluje na i-tu cesticu

ki

gde je sa F. oznacena sila kojom na i-tu cesticu deluje k-ta. Analogno
tome je Fy; sila kojom na k-tu cesticu deluje i-ta. Prema tre¢em Njutnovom
zakonu ove sile su istog intenziteta i pravca a razlikuju se samo po smeru,
odnosno za njih vazi Fy + Fy = 0. Vazno je uociti da svaka od unutrasnjih
sila (7akcija”) u prethodnim izrazima ima svoj par ("reakciju”), a posto one
u zbiru daju nulu, na desnoj strani izraza (2.77) ostaju neponistene samo
spoljasnje sile, odnosno taj izraz sada glasi

micy = Y Figp = F, (2.80)

u kome je sa F oznacena rezultanta svih spoljasnjih sila. Drugim rec¢ima
proizvod ukupne mase sistema i ubrzanja centra masa jednak je rezultanti
spoljasnih sila. Uporedi li se ovaj iskaz sa II Njutnovim zakonom za jednu
Cesticu, mozemo da primetimo sledec¢e: Centar mase sistema se krece kao
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materijalna tacka, ¢ija masa je jednaka ukupnoj masi celog sistema, pod de-
jstvom sile koja je jednaka zbiru svih spoljasngih sila koje deluju na sistem.
Ovaj iskaz predstavlja teoremu o kretanju centra masa.

Ukoliko je rezultanta spoljasnih sila jednaka nuli, dobija se

dPio
z;t = mdcy = 0, (2.81)
pa je
Prot = micar = const,  (F = 0). (2.82)

Ovo znac¢i da je ukupan impuls sistema c¢estica ocuvan kada ne postoje
spoljasne sile, odnosno za izolovan sistem cestica i ukupan impuls i brzina
centra masa su konstantne tokom vremena.3?

Pretpostavimo da posmatramo izolovan sistem koji se sastoji od dve ili
viSe Cecstica koje su u stanju mirovanja. Centar masa takvog sistema ostaje
u stanju mirovanja ukoliko ne postoji delovanje spoljasnjih sila. Zamislimo
na primer da ¢ovek stoji na splavu koji se nalazi na vodi i pretpostavimo da
su i splav i covek u pocetku bili u stanju mirovanja, kako jedan u odnosu na
drugi tako i u odnosu na vodu. Ako covek skoci u horizontalnom pravcu u
vodu, centar masa sistema ostaje, prema gornjem iskazu, u stanju mirovanja
(ukoliko zanemarimo silu trenja izmedju npr. vode i splava). Takodje je
impuls coveka koji je skocio u vodu jednak po intenzitetu impulsu koji ima
splav ali je suprotnog smera.

2.11 Odredjivanje polozaja centra masa kru-
tih dela razlicitog oblika

2.11.1 Centar masa krutog tela

Kruto telo je telo kod koga se uzajamna rastajanja njegovih delova tokom
vremena ne menjaju. Ukoliko za jedan takav objekat Zelimo da primenimo
relaciju (2.69) koja vazi za sistem Cestica, onda izdelimo u mislima kruto
telo na veliki broj deli¢a koje smatramo Cesticama koje su veoma blizu jedna
drugoj, toliko blizu da su prakti¢no kontinualno rasporedjene u delu prostora
koji zauzima kruto telo. Kako je masa svake od tih ”¢estica” jednaka Am; a

350vaj iskaz predstavlja generalizaciju zakona odrzanja impulsa na sistem estica.
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nalaze se u tackama ciji je vektor polozaja 7; = x;€,+y;€,+2€,,  koordinata
centra masa je priblizno

> ; Am;
m )

(2.83)

Topm =~

gde je m ukupna masa krutog tela. Izrazi za preostale dve koordinate centera
masa Yo 1 2onm imaju analogan oblik.

A

Am
CM

N

rCM

\ 4

z

Slika 2.14: Kruto telo razmatrano kao skup deli¢a masa Am,;. Centar masa se
nalazi u nekoj tacki odredjenoj vektorom polozaja 7car = Tom€y + Yom€y +
ZCMgz-

Ukoliko broj deli¢a na koje smo izdelili kruto telo tezi beskonacnosti suma
u ovom izrazu postaje integral po masi

e Ame 1
roy = lim Li T _ —/xdm, (2.84)
m

Am;—0 m

a za ostale dve koordinate pri tom vaze izrazi

1 1
Yom = —/ydm, i zom = —/zdm. (2.85)
m m

Na osnovu ovih izraza se moze pisati da je vektor polozaja centra masa

TiAmg 1
Tom = Aggow = /rdm. (2.86)
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Odredjivanje polozaja centra masa homogenog Stapa

Primer 1. Pokazati da se centar mase Stapa kod koga je masa uniformno
rasporedjena po duzini Stapa, nalazi na njegovoj sredini.

A
Y

dm=M\dx

dx
Slika 2.15: .

o Ukoliko z osu postavimo duz Stapa, y i z koordinate centra masa su
jednake nuli, tako da treba odrediti samo njegovu = koordinatu. Kako je
masa Stapa uniformno rasporedjena po njegovoj duzini (Stap je homogen),
moze da se uvede poduzna gustina mase A kao A = m/L, gde je m ukupna
masa Stapa. Ukoliko sada podelimo Stap na deli¢e duzine dz, masa svakog
takvog deli¢a je dm = Adx, tako da izraza za odredjivanje xcys postaje

1 1 (L A\ 22
a:CM:—/xdm:—/ :L’)\dx:—m—
m 0

m m 2

L_)\LQ

o 2m’

(2.87)

Ako se jos podsetimo da je A = m/L, za polozaj centra masa se dobija

L? /m L
_ R 2.
oM 2m < L ) 2 (2.88)

Odredjivanje polozaja centra masa Stapa Cija se gustina menja lin-
earno

Odrediti polozaj centra masa kod Stapa ¢ija masa se menja linearno po duzini.
o U ovom sluc¢aju nema principijelno novih stvari sem $to je poduzna
gustina sada zavisna od x koordinatte kao A\ = ax, gde je a konstanta. U
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integral sada zamenjujemo dm sa Adx imajuéi u vidu da A nije konstanta

1 1 L3

:CCM:—/xdm:—/ x)\da:’——/ :caxd:c——/ z? :c—a

m m Jo 3m
(2.89)

Konstanta a koja se pojavljuje u ovom izrazu se moze eliminasti ako podjemo
da je ukupna masa Stapa odredjena izrazom

L L L2
m = /dm = / Az = / = azdr = 2. (2.90)
0 0 2
Zamena ovog izraza u prethodni dovodi do
al? 2
e — 291
M T 30122~ 3 (2:91)

Odredjivanje polozaja centra masa homogenog pravouglog trougla

Kruto telo mase m ima oblik pravouglog trougla. Smatrajuc¢i da je njegova
masa uniformno rasporedjena, odrediti polozaj centra masa.

¢ U cilju odredjivanja = koordinate centra masa, podelimo trougao na
tanke pojaseve Sirine dx i visine y, Cija je povrSina prema tome dS = ydx
(Slika 2.16). Masa svake ovakve trake je

dm = odS = oydxz, (2.92)

gde je sa o oznacena povrsinska gusitna mase o = m/S = m/(3ab).
U skladu sa time, = koordinata centra masa je odredjena izrazom

1
$CM=*/$dm—*/ xaydx——/ ydm— b/ zydr.  (2.93)
m

m

U ovom integralu se osim promenljive x pojavila i promenljiva y koja za ra-
zli¢ito x ima razlicite vrednosti. Stoga je potrebno naci vezu ove dve velicine,
izraziti potom y preko z i zameniti u gornji integral. Na osnovu slicnosti
odgovarajucih trouglova sa slike 2.16 je

y b

b
= =—, odnosno y= -—zx. (2.94)
T a a

Uzimajuéi to u obzir, jednacina (2.93) daje

2 o, 2 [22]" 2
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A dm
Y \_1
C y b
O e >
X | X
a 1
Slika 2.16: .

Analognim proracunom se pokazuje da je y koordinata centra masa

1
yem = 3b, (2.96)

¢ime je polozaj centra masa potpuno odredjen.

2.12 Redukovana masa

Ako se posmatra sistem koji se sastoji od dve interagujuc¢e materijalne tacke
masa m; i mq na koje ne deluju spoljasnje sile, njihove jednacine kretanja se
mogu zapisati u obliku

&Lr  F &R B

= ., — 297

dt? mi dt? mo ’ ( )
pri cemu je prema tre¢em Njutnovom zakonu Fy = —F,. Uzimanje u obzir
ove Cijenice, oduzimanjem prve jednacine kretanja od druge dobija se

z o, = /1 1
ﬁ('f’z — 7”1) = FQ ( -+ > . (298)

Ova jednacina opisuje kretanje jedne materijalne tacke u odnosu na drugu,

zato Sto je razlika vektora 7, — 77 = 7, vektor polozaja ¢iji je pocetak na
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Slika 2.17:

prvoj tacki a kraj na drugoj. On jednoznac¢no odredjuje polozaj druge tacke
u odnosu na prvu. Ako se jos uvede i oznaka
1 1 1

—=— 4+ —, (2.99)
[ 5 R )

koja za velicinu p daje
YD)

_ e 2.100
h= (2.100)
jednacina kretanja (2.98) postaje
d*F =
— = Fj. 2.101
Mdt2 2 ( )

Ova jednacina je formalno analogna drugom Njutnovom zakonu. Ulogu sile
igra sila Fy koja deluje na drugu materijalnu tacku (od strane prve), a ulogu
mase - pomoc¢na veli¢ina u, koja se zove redukovana masa. Naravno, jedna
jednacina ne moze da bude ekvivalentna dvema polaznim jednac¢inama (2.97).
Ipak, ekvivalentnost se moze postié¢i, ako se jednacini u kojoj figurise reduko-
vana masa (2.101) doda jednacina (2.80) koja izrazava teoremu o kretanju
centra masa. U ovom slucaju, zato Sto nema spoljasnjih sila, iz te teoreme
sledi da se centar masa kre¢e ravnomerno pravolinijski. Na taj nacin, opi-
sivanje kretanja sistema dve izolovane materijalne tacke se dekomponuje na
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dva nezavisna zadatka: 1) opisivanje (ravnomernog) kretanja centra masa,
2) opisivanje relativnog kretanja jedne materijalne tacke u odnosu na drugu.
Ovaj drugi zadatak se, kao $to smo to videli, formalno svodi na odredji-
vanje kretanja materijalne tacke mase g u polju sile koja deluje na drugu
materijalnu tacku.

2.13 Kretanje u centralnom polju sila. Prob-
lem dva tela

Kretanje planeta oko Sunca, se opisuje Njutnovim zakonom gravitacije

e, (2.102)

u kome je vektor €, jedini¢ni vektor ¢iji je pocetak vezan za Sunce a usmeren
je ka trenutnom polozaju planete, G' je Njutnova univerzalna gravitaciona
konstanta, m, 1 m, su mase planete i sunca, respektivno.

Slika 2.18:

Ovaj zakon (kao i Kulonov koji opisuje naelektrisanih Cestica) opisuje
delovanje tela preko centralnih sila, odnosno preko odgovarajucih centralnih
polja. Centralno polje sila je takvo polje u kome je pravac delovanja sile na
cesticu, u svakoj tacki polja usmeren ka jednoj tacki O koja se naziva centar
polja, pri ¢emu intenzitet sile zavisi samo od rastojanja od tog centra.

2.13.1 Centralno polje sila
Na osnovu napred recenoga, izraz za silu koja spada u centralne je oblika

F = f(r)e, (2.103)
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gde je €, = % jedini¢ni vektor vektora polozaja 7, a f(r) je projekcija vektora
sile na pravac radijus vektora. Ukoliko je data sila odbojna, funkcija f(r)
je pozitivna, dok je za privlacne sila negativna. Prilikom pisanja prethodne
jednacine je uzeto u obzir da se koordinatni pocetak nalazi u tacki O odnosno
u centru polja.

Moment, M, svake centralne sile (2.103) u odnosu na tacku O je ocigledno
jednak nuli.? Odatle sledi zakljuéak da se moment impulsa cestice, koja se
kreée u polju centralne sile ne menja tokom vremena.?” Vektor L =Fx D,
je obzirom na svoju definiciju, u svakom momentu vremena ortogonalan na
ravan koju obrazuju vektori 7 i j (kao njihov vektorski proizvod). Kako je
osim toga moment impulsa konstantan tokom vremena ta ravan, u odnosu
na koju se on nalazi pod pravim uglom, je fiksna. Na taj nacin, pri kretanju
u polju centralne sile, vektor polozaja cestice lezi stalno u istoj ravni. U
toj istoj ravni lezi i vektor impulsa cestice. Posledica ovih ¢injenica je da
je trajektorija cestice kriva u ravni, koja zadrzava stalno istu orijentaciju u
prostoru, pri ¢emu ta ravan prolazi kroz centar polja.

Slika 2.19:

Ovaj rezultat ima interesantnu geometrijsku interpretaciju. Vektor polozaja

36Razlog je jer je M =7 x F = f(r)7 x e, = 0 posto su vektori 7 i &, kolinearni.

37Na osnovu osnovnog zakona dinamike rotacije % = M.
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Cestice 7 za vreme dt predje preko povrsine dS. Ta povrSina je jednaka
polovini povrsine paralelograma konstruisanog nad vektorima i dr, odnosno

1
ds = §|f’>< dr). (2.104)
Kako je pomeraj cestice za vreme dt jednak dr’ = vdt, dobija se
1 1 L

gde je L intenzitet vektora momenta impulsa ¢estice mase m, pri ¢emu je,
kako smo to videli, kod kretanja u centralnom polju to konstanta. Na osnovu
ovoga se moze zakljuciti da vektor poloZaja cestice koja se krece u centralnom
polju za jednake vremenske intervale prelazi jednake povrsine, drugim re¢ima,
velicina koja se naziva, sektorska brzina % je u ovom slucaju kostantna jer
je

Cf; = an = const. (2.106)

Slika 2.20:

Centralne sile spadaju u konzervativne pa je njihov jednak negativnoj
promeni potencijalne energije ¢estice

dU = —dA = —f(r)é, - di = — f(r)dr. (2.107)
Integracija ovog izraza daje
U= —/f(r)dr, (2.108)

odakle sledi da potencijalna energija cestice koja se nalazi u polju centralnih
sila zavisi samo od rastojanja cCestice od centra polja.
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Narocito su interesantne sila koje zavise od rastojanja od centra polja kao

a
=2 (2.109)
gde je o konstantna veli¢ina.®® U ovu grupu sila spadaju veé pomenute
gravitaciona i kulonova sile. Zamena (2.109) u (2.108) daje

dr «
r r
gde je C' integraciona konstanta. Ona se moze odrediti iz uslova da je poten-
cijana energija u beskonacnosti jednaka nuli, sto za konstantu C' daje C' = 0,
pa je potencijalna energija
@

U=-—. 2.111
. (2.111)

Ukupna energija écstice koja se krece u polju centralne sile je prema tome

mv2 a

E=E.+U=—+ —. 2.112
e+ 5 +T ( )

2.13.2 Problem dva tela

Ono §to se u fizici naziva problemom dva tela se odnosi na opisivanje kre-
tanja dve interagujuce cestice pri ¢emu se pretpostavlja da je taj sistem
zatvoren. Kao §to je zaklju¢eno ranije, centar masa zatvorenog sistema (nema
spoljasnjih sila ili im je rezultanta jednaka nuli), ili miruje ili se krec¢e uni-
formno pravolinijski. Stoga se za njega moze vezati jedan inercijalan sistem
reference (sistem CM ili CM sistem) u odnosu na koji se dalje moze analizirati
kretanje ¢estica. U tom slucaju je

S MyTy + Moty

Tom = ey 0 (2.113)
jer 7oy predstavlja vektor polozaja centra masa u odnosu na sam centar
masa, pa je (slika (2.21))

m1F1 = —mgfg. (2114)

38Pri ovome « > 0 odgovara sluéaju odbijanja od centra a o < 0 privljacenju ka centru
polja.



2.13. KRETANJE U CENTRALNOM POLJU SILA. PROBLEM DVA TELAT7

F CM 7
m, j m,
e, cM T
m - ) m,
F, CM F,
Slika 2.21:

Uvedemo li vektor relativnog polozaja druge ¢estice u odnosu na prvu,
=7y —1T] (2.115)

reSavajuéi ove dve jednacine po 7 i 75 dobija se

m m
=2 F = (2.116)
my + me my + Mme
Za slucaj interagovanja dva tela, moze se pisati Flo=—Fy = f(r)e., gde je

f(r) funkcija rastojanja izmedju ¢estica, pozitivna ako se privlace a negativna
ako se odbijaju. Jednacine kretanja ovih dveju cestica su sada

mir = f(r)e,, Moy = —f(r)é.. (2.117)

Deljenjem prve jednacine sa my, druge sa ms, nakon njihovog oduzimanja i
uvodjena redukovane mase i vektora relativnog polozaja, dobija se

ur = —f(r)é,. (2.118)

Na taj nacin, problem opisivanja kretanja dva tela svodi se na opisivanje
kretanja jedne cestice u centralnom polju sila. Kada se iz poslednje diferen-
cijalne jednacine odredi vremenska zavisnost vektora relativnog polozaja 7(t),
prema formulama (2.116) se mogu odrediti 7 (t) i 7(t), ¢ime se postavjeni
problem moze smatrati reSenim.
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2.14 Kretanje tela promenljive mase. Reak-
tivno kretanje

Kada se kaze da telo menja masu, obi¢no se ima u vidu relativisticka prom-
ena mase tela sa brzinom, koja se desava kada se telo kre¢e brzinama bliskim
brzini svetlosti. Medjutim, od velikog prakticnog znacaja je proanlizirati
kretanje tela ¢ija se masa menja usled gubitka ili porasta koli¢ine materije
koja ¢ini telo. Dakle, u ovom poglavlju ¢e biti analizirana, sa stanovista
Njutnovih jednacina, kretanja tela malim brzinama pri ¢emu im se masa
menja sa vremenom. Na primer masa kamiona-cisterne za pranje ulica se
smanjuje usled isticanja vode iz njegovog rezervoara (ili se povecava pri-
likom punjenja cisterne), masa kiSne kapi raste pri padanju kroz vazduh
zasi¢en vodenom parom, masa rakete ili mlaznog aviona se smanjuje usled
potrosnje goriva, odnosno usled izbacivanja gasova koji nastaju prilikom
njegovog sagorevanja, ... U svim ovim slucajevima je re¢ o kretanju tela
promenljive mase. Jednacine kojima se opisuju ovakva kretanja, iako ne
sadrze nista principijelno novo u poredjenju sa Njutnovim jednac¢inama veé
su njihova posledica, su veoma interesantne jer su povezane sa npr. raketnom
tehnikom.

[zvecimo jednacinu kretanja tela promenljive mase na primeru kretanja
rakete. Princip funkcionisanja rakete je relativno prost. Raketa izbacuje
materiju (gas) delujuéi na njega velikom silom. Materija koju ona pri tom
izbacuje, deluje na raketu jednakom ali suprotno usmerenom silom, saop-
Stavajudi joj odgovaraju¢e ubrzanje. Ukoliko nema spoljasnjih sila, raketa i
izbacena materija ¢ine zatvoren sistem te se njegov impuls ne moze menjati
sa vremenom. Na tom principu i rade rakete. Celishodno je medjutim raz-
matrati opstiji slucaj, tj. pretpostaviti da na raketu deluju i spoljasnje sile.
To mogu biti na primer sila zemljine teze, gravitaciono privlacenje od strane
Sunca i planeta, sila otpora sredine kroz koju se krece raketa, ...

Neka su m(t) i ¢(t) masa i brzina rakete u proizvoljnom momentu vre-
mena t. Impuls rakete ¢e u tom trenutku biti p(t) = mv. Za interval vremena
dt masa rakete i njena brzina ¢e imati prirastaje dm i dv jer je za navedeno
vreme raketa potrosila dm goriva i izbacila ga kao gas (kao produkt sagore-
vanja goriva) pa se time njena masa promenila za taj iznos®. Impuls rakete
¢e u trenutku ¢ + dt biti (m + dm)(U + dv). Ukupan impuls sistema sadrzi
jos 1 impuls gasa izbacenog za dati interval vremena dt, odnosno sabirak

39Pri ovome je dm < 0.



2.14. KRETANJE TELA PROMENLJIVE MASE. REAKTIVNO KRETANJET9

—

v
———

)
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L Y

i —

Slika 2.22:

was m+dm
- g

> ; )
—

+dv
Slika 2.23:

M gesUgas, gde je Uyqs brzina izbacivanja gasa a dmg.s njegova masa. Raz-
lika impulsa u trenutku ¢ + dt i t predstavlja priprastaj a on je, prema II
Njutnovom zakonu jednak F dt, gde je F rezultanta svih spoljasnjih sila koje
deluju na raketu, odnosno vazi jednacina

(m + dm)(7 + d0) 4 dmgesTes — m@ = Fdt, (2.119)
odnosno
m@ + mdi + dm@ + dmdt + dm gasTyas — M0 = Fdt. (2.120)

Nakon sredjivanja, odbacivanja proizvoda dmdu kao infinitezimale viseg reda
(drugog) od ostalih, primene zakona odrzanja mase dm + dmg,s = 0, i uvod-
jenja relativne brzine isticanja gasa u odnosu na raketu ¥, = Ugqs — U, OVa
jednacina poprima oblik

mdv = Tdm + Fdt, (2.121)

a nakon deljenja sa dt, konac¢no
dv

w5, LR 2.122
at = Ul (2.122)

m
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Po formi je izraz (2.122) jednak drugom Njutnovom zakonu. Razlika je u
tome Sto u ovom slucaju masa nije konstantna veé¢ se menja sa vremenom
usled gubitka materije. Spoljasnjoj sili je dodat jos jedan clan Urel%y koji
predstavlja takozvanu reaktivnu silu, tj. silu kojom na raketu deluju gasovi
koje ona izbacuje. Ovu jednacinu je prvi dobio ruski nauc¢nik Mescerski
(1859-1935) po kome ona i nosi ime (jednacina Mesc¢erskog odnosno jednaéina
kretanja tela promenljive mase).

Primer 1l Primenimo jednac¢inu Mescerskog na kretanje rakete na

—

koju ne deluju spoljasnje sile. U tom slucaju (F' = 0) ona glasi
mduv = Upgdm.

Ovu vektorsku jednacinu je najcelishodnije projektovati na osu koja se pok-
lapa sa pravcem kretanja rakete i usmerena je u smeru toga kretanja. U tom
slucaju ona postaje sledec¢a skalarna jednacina

mdv = —vpdm.

Brzina isticanja gasova se u principu menja tokom leta rakete ali se kao
prostiji moze razmatrati slucaj kada je ona konstantna. U tom slucaju je
reSenje prethodne jednacine

dm
v = —vrel/— = —VUpgInm + C.
m

Vrednost konstante integracije C' je odredjena pocetnim uslovima. Pret-
postavimo da je u pocetnom momentu vremena brzina rakete bila jednaka
nuli a da je njena masa bila my. Tada ova jednacina daje 0 = —v,¢ Inmo+C),
odnosno C' = v, Inmg. Odavde je sada

mo
UV = Upg In —,
m

odakle se za promenu mase rakete sa vremenom dobija jednacina

v

m = mge Urel. (2.123)

Ova jednacina se naziva formulom Ciolkovskog (1857-1935). Interesantno je

takodje razmotriti i relativisticke modifikacije dobijenih jednacina.
Primer 2 Odrediti vezu izmedju mase rakete, brzine koju je ona

dostigla i vremena, ukoliko se raketa krece vertikalno navise u polju zemljine
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teze. Brzinu gasne struje u odnosu na raketu smatrati konstantnom. Ot-
por vazduha i promenu ubrzanja zemljine teze g sa visinom ne uzimati u
obzir. Koliku masu gasa mora raketa da izbacuje svake sekunde da bi ostala
nepokretna u polju zemljine teze?
Jednacina kretanja rakete
dv dm

g = gy ™

moze da se zapiSe u obliku
md(v + gt) = —v,gdm

koji je formalno isti obliku jednacine koja je kao resenje imala formulu Ciolkovskog,
s tim Sto v treba zameniti sa v 4+ gt pa je resenje ove jednacine

_'u+gt

m = mge “rel . (2.124)

Izraz koji daje brzinu je prema tome
V= Uy In Mo _ gt. (2.125)
m

Trazena velicina koja opisuje promenu mase sa vremenom je p = —dd—T,

moze naci iz uslova da je za nepokretnu raketu % =0, sto dovodi do

se

d .
T -wa (2.126)

r= _% N Urel

2.15 Kretanje u prisustvu sila otpora

U prethodnim poglavljima je razmtrano kretanje tela uz zanemarivanje ot-
pora sredine kroz koju se telo kreée.*! Otpor sredine kretanju se moze opisati
uvodjenjem sile otpora R ¢iji inetnzitet zavisi od brzine tela*? a smer je uvek
suprotan smeru kretanja tela.

Intenzitet sile otpora sredine moze da zavisi od brzine na veoma slozene
nacine a ovde ¢e biti razmatrana dva najcesca oblika zavisnosti. Kada se

40Jer je brzina konstantna, to jest jednaka nuli.

41Samo neki od primera su: otpor vazduha prilikom kretanja makrskopskih tela (recimo
automobila), viskozna sila koja je znacajna pri kretanju tela kroz teénosti, ...

“2Intenzitet sile otpora sredine uvek opada kada se brzina smanjuje.
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radi o kretanju tela relativno malom brzinom kroz tec¢nost ili kada je re¢ o
kretanju malih tela (npr. cestice prasine) koja padaju kroz vazduh moze se
smatrati da je otpor sredine proporcionalan prvom stepenu brzine. Ukoliko
je re¢ o kretanju velikih objekata sila otpora je srazmerna drugom stepenu
brzine.

2.15.1 Kretanje tela u prisustvu sile otpora propor-
cionalne brzini tela

Ako se telo kreée kroz fluid (gas ili te¢nost) pri 'v cemu na njega deluje sila
otpora sredine proporcionalna brzini tela,

R=bv (2.127)

gde je b konstanta ¢ija vrednost zavisi od karakteristika sredine i oblika i
dimenzije objekta*?, i ukoliko se osim gravitacione sile zanemare ostale*
projekcija IT Nutnovog zakona na pravac kretanja tela daje

d
md—;} =mg — bu. (2.128)

Deljenjem ove jednacine masom daje slede¢u diferencijalnu jednav cinu za

odredjivanje brzine tela
dv b

w =9 v (2.129)
Pre nego sto pristupimo resavanju ove jednacine korisno je proanlizirati je.
Ukoliko uzmemo da je pocetna brina cestice jednaka nuli, to znaci da je u
pocetku sila otpora —bv takodje bila jednaka nuli a ubrzanje ¢estice dv/dt
je prosto jednako g. Sa vremenom, obzirom da se brzina tela povecava,
raste i sila otpora a ubrzanje opada. Ubrzanje postaje jednako nuli kada sila
otpora sredine postane jednaka tezini tela. U tom slucaju telo je postiglo
granicnu vrednost brzine v, sa kojom nastavlja da se kre¢e nadalje, pri cemu
je ubrzanje jednako nuli. Ta brzina se moze dobiti ako se u (9.22) uzme da
je a = dv/dt =0 sto daje
mg

p

43Ukoliko je re¢ o sfernom telu polupreénika r ova konstanta je proporcionalna r (Stoksov
zakon).

447 ovom slucaju postoji i sila potiska koja deluje na telo koje je potopljeno u fluid.
Prema Arhimedovom zakonu, ova sila je konstantna i jednaka je tezini telom istisnute
tecnosti i u ovom razmatranju je ne¢emo nadalje uzimati u obzir.

mg —bv, =0,= v, = (2.130)
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R
R v l (\
vl (%) mg 7 R
mg X Vi @
mg
(a) (b)
Slika 2.24:
Diferencijalna jednac¢ina (9.22) se moze napisati u obliku
d
C—at, (2.131)
9g—nY

koja moze da se integrali jer su promenljive na odvojenim stranama jed-
nakosti

dv
/ 14 C (2.132)
g—mY
Integral na levoj strani se svodi na tablican ukoliko se uvede smena z =
g — %v, odakle je dx = —%dv pa on prelazi u
m [ dx m m b
[ e T lhhr=—"1In(g— — 2.1

tako da je opste resenje polazne diferencijalne jednacine

b
—% In(g - —v) =t +C. (2.134)

Konstanta C' se odredjuje iz pocetnog uslova da je u pocetnom trenutku
t = 0 telo krenulo iz stanja mirovanja, tj. da mu je brzina bila v = 0, pa
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se za konstantu dobija C' = —%'Ing. Uzimanjem toga u obzir, reSavanjem
jednacine (2.134) po brzini daje konacéno

v=—"2(1—e"m), (2.135)

odnosno
v=1v,(l—e"m). (2.136)

Ova zavisnost je predstavljena na slici 2.25. Moze da se primeti da je

A

0,63, f---------

v

Slika 2.25:

odnos m/b konstanta koja ima dimenzije vremena a lako je videti da prema
jednacini (2.135) predstavlja vreme nakon koga telo dostigne 63,2% od mak-
simalne moguce brzine, tako da ova jedna¢ina moze da se zapise i kao

v=1,(1—¢e7). (2.137)

2.15.2 Kretanje tela u prisustvu sile otpora propor-
cionalne drugom stepenu brzine tela
Na tela koja se kre¢u velikim brzinama kroz vazduh (avioni, automobili,

padobranci, lopte,...) za silu otpora se moze uzeti da je proporcionalna dru-
gom stepenu brzine. U tim slucajevima, sila otpora ima oblik

1
R= §DpSU2, (2.138)
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gde je p gustina vazduha, S je povrSina popre¢nog preseka tela merena u
ravni normalnojj na smer kretanja a D je konstantni koeficijent. 4°

Pretpostavimo da, kao i u prethodnom slucaju, telo slobodno pada u
homogenom polju zemljine teze polazeci iz stanja mirovanja. Jednacina kre-
tanja, projetkovana na osu duz koje se vrsi kretanje, je

1
ma =mg — §Dp502, (2.139)
odakle se vidi da se telo pri padu krece sa ubrzanjem
DpSYN
=g—(— . 2.140
- (22), o

Na osnovu ovoga je grani¢na vrednost brzine koju telo moze da dostigne
(dobija se stavljajuci da je u tom slucaju a = 0)

2mg
=/ =5 2.141
Ut DpS ( )

2.16 Rotaciono kretanje krutog tela

2.16.1 Kineticka energija pri rotacionom kretanju

Kao sto smo ve¢ videli, kruto telo mozemo da razmatramo kao skup delic¢a
(koje tretiramo kao Cestice), masa Am; koji rotiraju oko z ose nekom ugaonom
brzinom w. Kineticka energija svakog takvog deli¢a je odredjena njegovom
masom i linijskom brzinom v;, odnosno

1
Erroti = §Amw§. (2.142)

Tako svi deli¢i krutog tela imaju istu ugaonu brzinu w, linijska brzina im se
razlikuje jer zavisi od rastojanja deli¢a od ose rotacije r;, i zadata je relacijom
v; = r;w (uporedi sa jednac¢inom (1.59)).

Ukupna kineticka energija krutog tela je suma kinetickih energija deli¢a

Errot = Z Erroti = Z ;Amzvlz = ;Z Amiriz(-UZ- (2143)

45Vrednost ovog koeficijenta se odredjuje empirijski i za sferna tela ima vrednost oko
0,5 dok je za tela nepravilnog oblika veci od 2.



86 GLAVA 2. DINAMIKA

Slika 2.26: .

Ovaj izraz moze da se zapiSe u obliku
1 2), 2
Btrot = 5 > Amgr] | w?, (2.144)

gde je iz sume izvucen faktor w? koji je isti za sve deli¢e krutog tela. Ovaj
izraz moze da se uprosti ako se uvede da je izraz u zagradi moment inercije

I

I=> Amg?, (2.145)
pa dobijamo
1
Elrot = 51& (2.146)

Ukoliko se ovaj izraz uporedi sa izrazom za kineticku energiju Cestice mase
m, vidi se da ulogu mase kao mere inercije, kod rotacije krutog tela, igra
upravo velicina [ Sto je i opravdanje za njen naziv.

2.16.2 Izracunavanje momenata inercije krutih tela ra-
zlicitog oblika

Prilikom konkretnog odredjivanja momenta inercije krutog tela, nakon nje-
govog deljenja na delice mase Am;, na kraju se uzima grani¢na vrednost
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Am; — 0, nakon ¢ega moment inercije zapravo postaje jednak integralu

. 2 2

I= A}%?lo;” Am,; = /r dm (2.147)
gde se integracija vrsi po celom telu ¢iji moment inercije treba da se odredi.
Imajudi u vidu relaciju (1.68), izrazavajuéi iz nje dm = pdV integral po masi

tela postaje integral po zapremini
I= / pr2dV. (2.148)

Ukoliko je telo homogeno, gustina je konstantna pa moze da se izvuce ispred
integrala a ukoliko to nije slucaj, ukoliko zZelimo da izvrSimo integraciju, mora
da se zna njena zavisnost od prostornih koordinata.

Homogen prsten

\

e~

dx

WEAW

a) (b)

Slika 2.27:

Odredimo moment inercije za homogen prsten mase m i poluprecnika R u
odnosu na osu koja prolazi kroz srediste prstena i normalna je na njega (Slika
2.27 (a)). Svi elementi mase dm prstena su na istom rastojanju r = Rod z
ose oko koje zapravo prsten rotira, pa je moment inercije

I = /r2dm - R2/dm — mRZ. (2.149)
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Moment inercije homogenog prstena oko ose koja prolazi kroz njegov centar
i normalna je na prsten, jednak je momentu inercije Cestice koja se nalazi
na rastojanju jednakom poluprec¢niku prstena i koja ima masu jednaku masi
prstena.

Homogen stap

Posmatrajmo homogen stap duzine L i mase m koji rotira oko ose koja je
normalna na njega i koja prolazi kroz njegov centar masa (Slika 2.27 (b)).

Osenceni deo Stapa duzine dxr ima masu dm koja je jednaka proizovodu
linijske gustine mase A i duzine datog segmenta

dm = \dz = %dz. (2.150)
Zamenjujuéi ovo u (2.147), uz r = x, za trazeni moment inercije se dobija
L/2 L/2 371L/2 1
= [ran= [ 2= [ =~
L/2 L L/2 3 L 12
(2.151)

Homogen cilindar

Homogeni puni cilindar, poluprecnika osnove R, mase m i visine h rotira oko
svoje centralne ose (z osa na slici 2.28). U cilju odredjivanja momenta iner-
cije, cilindar se deli na cilindri¢ne ljuske, svaka ima poluprecnik r i debljinu
dr i visinu h. Zapremina svake takve cilindri¢ne ljuske je jednaka proizvodu
povrsine njenog poprecnog preseka i visine, dakle dV' = dS - h = (27wrdrh).
Kako je masa jedinice zapremine (gustina) jednaka p, masa posmatrane difer-
encijalne zapremine je dm = pdV = 2mhprdr, a moment inercije se dobija
integracijom izraza (2.147)

R 1
I, = /r2dm = 27Tph/ ridr = §7T'OhR4' (2.152)
0

Kako je ukupna zapremina cilindra 7w R?h, gustina je p = m/V = m/(wR?h).
Zamenom ove vrednosti za gustinu u prethodnu jedna¢inu ona postaje

1
I, = 5mR?. (2.153)

Primetimo da ovaj rezultat ne zavisi od visine cilindra, drugim rec¢ima on
vazi kako za cilindar veoma velike visine, tako i za disk jako male visine.
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dr

Slika 2.28:

Lopta

Ako zamislimo da smo loptu izdelili na tanke slojeve (diskove) kao na slici,
pri ¢emu je moment inercije svakog od njih dI, = %erm, ukupan moment
inercije lopte ¢e biti suma, odnosno integral

I= / dly = / ;r2dm. (2.154)

Sa slike se vidi da se velicine koje se pojavljuju u integralu mogu zapisati
kao 7?2 = R? — 2%, dm = pdV/, pri éemu je zapremina proizovljnog diska &iji
je poluprecnik r a visina dz, jednaka dV = mridx = 7(R? — 2?)dz. U skladu
sa time prethodni integral postaje

1 1
I= /5 * R? — 2%)pr(R? — 2*)dx = iﬂp/(RQ —2%)%dz.
Kako je integraljenje potrebno izvrsiti po celoj lopti granice integrala su
(_R, R)? pa je

1 R 1
I = —pﬂ/ (R — 2R*2* + 2%)dx = 5P [R‘lx -3 + 5

2R?*x® b r
2 -R ] R’

46Integracija se vrsi po diskovima na koje smo izdelili loptu.
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dx
R
r
|/
ol x e > @ 7
x+dx
Slika 2.29: Lopta i njen isecak.
Sto nakon sredjivanja daje
8
I=— d.
15"PR
Kako je gustina lopte
m m
p = V = 4 R37
§7T
prethodni izraza postaje
2
I= ng? (2.155)

Trougao

Posmatrajmo jednakokraki trougao, mase m, duzine kraka b, koji rotira oko
osnovice ducine a. Podelimo u mislima trougao na trake duzine x i mase dm.
Iz sli¢nosti trouglova se vidi da je

m

T73ah (h je visina trougla jednaka

Ako je masa jedinice povrsine trougla o =
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A
y
h|_ld
Tyv N
VI L N\
0] X x
a

Slika 2.30: Ravnokraki trougao koji rotira oko base, odnosno z ose.

h = /b*> — (a/2)?) masa uocene trake je

2m
dm = odS = oxdy = —xdy,
ah
a njen moment inercije u odnosu na x osu

9 9
dl, = dmy? = %xyzdy = h%l(h —y)y*dy.

Moment inercije celog trougla se dobija sabiranjem momenata inercije
svih traka, odnosno integraljenjem

2m [h
I:/dI:— h— y)yd
3 0( y)y-dy,
Sto daje

I (4b* — a).

TR 3 4|

3 4
b) se dobija

2m [hy?’ yjh _m
0
Za slucaj jednakostrani¢nog trougla (a =

[ = ~ma®.
Sma

Primer: Gustina Zemlje na rastojanju r od centra je opisana izrazom
p(r) = [14,2 — 11,6%] x 10%kg/m?

gde je R poluprecnik Zemlje. Pokazati da je moment inercije Zemlje, oko ose
koja prolazi kroz centar, I = 0,330mR?, .
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2.17 Primeri i zadaci

1. Od plovka koji miruje na sredini Siroke reke (privezan za retno dno)
otisla su dva camca. Oni se, u odnosu na obalu, kre¢u duz uzajamno
normalnih pravaca - jedan u pravcu re¢nog toka, a drugi popreko. Kada
se udalje na ista rastojanja od plovka, ¢amci se vra¢aju nazad. Nadci
odnos vremena kretanja ovih ¢amaca od odlaska do povratka ako je
brzina svakog ¢amca u odnosu na vodu 1,2 puta ve¢a od brzine vode.

o Neka je I rastojanje do koga se svaki ¢amac udalji od plovka. Camcu
koji se krece u pravcu reénog toka potrebno je vreme t; = U,l_ — kada
ide uzvodno i to = U/lﬂ kada ide nizvodno (u je brzina vode, a v’ brzina
¢amca u odnosu na vodu). Dakle, ukupno vreme kretanja tog ¢amca

e

bty = l N I 2 20-1,2u 2,41
SR T T v e 02— 1442 — w2 0,440

Slika 2.31: .

Da bi se drugi ¢camac kretao u pravcu normale na obalu, njegova brzina
u odnosu na vodu (¢") mora biti usmerenja pod nekim uglom u odnosu
na tu normalu tako da je ¥ = ¢/ + 4. Po Pitagorinoj teoremi tada je
brzina ¢amca u odnosu na obalu v = /0?2 —u?. Isto Ce vaziti i kada
se camac bude vracao ka plovku, pa je ukupno vreme koje je njemu
potrebno da ode do mesta udaljenog za [ i vrati se

21 21
= ——— =V20uy/1,44 — 1 = ———.
VU2 — y? W u+/0, 44
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Iz ovih rezultata sledi da je trazeni odnos vremena

t 1,2 s
t40,44

. Tacka A nalazi se na asfaltiranoj aerodromskoj pisti oblika pravougaonika

a tacka B na livadi pored nje. Brzina automobila ne livadi je n puta
manja od one koju ima na pisti. Da bi se od A do B doslo za najmanje
vreme, potrebno je izabrati marsrutu prikazanu na slici. Odrediti odnos
izmedju uglova «a i [.

A

Slika 2.32: .

¢ Vreme potrebno automobilu da dodje iz tacke A u tacku B, preko
tacke O je zbir vremena t; potrebnog da dodje iz tacke A u tacku B
kre¢uéi se brzinom v; = v i vremena ¢, potrebnog da iz tacke O dodje
u tacku B krecuci se brzinom v, = 7, odnosno

t =1t + ta.

Sa slike se za ova dva vremena dobija

Va2 + B ny/ (L —x)?+ 1%

1= ) 2 = )

(% (%
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pa je ukupno vreme kretanja

1
t==- (a2 1o L—2) z?).
U(\/x + A+n\/( z)? + 1%

Ovaj izraz odredjuje vreme potrebno za prelazenje datog puta kao
funkciju rastojanja tacke A od normale na granicu asfaltnog dela i
livade postavljene na tacku O, t = t(x). Potrebno je odrediti kada ova
funkcija ima minimum, a za to je potrebno da njen prvi izvod bude
jednak nuli. Prvi izvod je

dt 1 x L—=x
&2 —n :
dr v\ [o2 412 Vik+ (L —x)?

x

odakle, imajuéi u vidu da je sina = Joi isinf = Lz
x
A

12+(L-z)?’

uzlov da je j—; = 0, dobijamo

sin av B
sinf3

n.

Primetimo da rezultat ima formu zakona prelamanja svetlosti prilikom
njenog prelaska iz opticki redje u opticki guséu sredinu. Ovo nije izne-
nadjenje jer se svetlost upravo krec¢e po putanjama duz kojih joj treba
minimalno vreme za prelazenje odredjenog puta.

. Saobracaj je u nekoj ulici organizovan tako da su semafori postavljeni

na svakom delu puta duzine [ = 1 km. Rad semafora je sinhronizo-
van tako da voza¢ mora da zaustavlja automobil na svakom semaforu,
provodeci u proseku 7 = 1 min ¢ekajuci da se upali zeleno svetlo.

a) Kolika je srednja brzina vy automobila ako se na putu izmedju dva
semafora kreée konstantnom brzinom V' = 60 km/h?

b) Kako ¢e se izmeniti srednja brzina ako se brzina kretanja izmedju
semafora poveca duplo?

c¢) Kolika je, za date uslove, najveéa moguca srednja brzina kretanja
automobila?

o Neki put s auto predje, ukoliko se semafori ne pale, za vreme

t—S
s—v'
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Ukoliko se na tom putu pale semafori, automobil se zaustavlja s/l puta,
za v sta mu je potrebno vreme

tlzT*,

a ukupno vreme koje je potrebno autu da predje put s je

b— = 2t o (VT
A A A R W VR

Srednja brzina je prema tome

s V
t 14+

a) Srednja brzina za brzinu V' = 60 km/h se lako dobija iz prethodne
jednacine i iznosi vs, = 30 km/h.

b) Srednja brzina za duplo veéu brzinu kretanja izmedju semafora,
odnosno za V' = 120 km/h je vy, = 40 km/h, odakle moze da se zakljuci

da se srednja brzina mnogo sporije pove¢ava od brzine kretanja izmedju
semafora.

c¢) Najveéa mogucéa brzina kretanja se dobija za slucaj kada V' — oo i
jednaka je

Vgr = lim = —
ST V—)OOl—i—? 9

odnosno v, = 60 km/h, $to znaci da grafik zavisnosti vg,.(V') ima hor-

izontalnu asimptotu za navedenu brzinu.

Materijalna tacka se kreé¢e u ravni po zakonu z = Asinwt, y = A(1 —
coswt), gde je w, A = const > 0. Odrediti put koji tacka predje za
vreme 7, kao i ugao 6 izmedju njenih vektora brzine i ubrzanja.

o Komponente vektora brzine i ubrzanja tacke su

Uy =2 = Awcoswt, v, =7y = Awsinwt,

ay = 0y = & = —Aw?sinwt, Qy =Uy =14 = Aw? coswt,

dok su intenziteti ove dve fizicke veli¢ine

v= /12492 = Aw = const, a = /724 {2 = Aw® = const



96

GLAVA 2. DINAMIKA

te je prema tome predjeni put prosto jednak proizvodu brzine i vremena
s =v1 = AwrT.

Do ugla izmedju brzine i ubrzanja se moze doc¢i ako se nadje njihov
skalarni proizvod v - @ = koji je sa jedne strane jednak v,a, + vya, a
sa druge, prema definiciji skalarnog prozivoda va cos . Ako se iskoristi
prvi oblik, dobija se

U@ = vya, +vya, = Aw cos wt(—Aw? sin wt) + Aw sin wt Aw? coswt = 0

odakle, obzirom da su intenziteti ova dva vektora razli¢iti od nule, sledi
da je cosf = 0, odnosno da je ugao izmedju brzine i ubrzanja prav.

. Telo mase 4 kg ima brzinu 3€, m/s u nekom trenutku. Nakon 8 s

njegova brzina je (8¢, + 10€,) m/s. Pretpostavljajuéi da je sila koja
deluje na telo konstantna odredite njene komponente i intenzitet.

o

. Sila oblika F = (8¢, — 4te, )N deluje na telo mase 2 kg, koje jeut =0

mirovalo. U kom vremenskom trenutku ¢e ono imati brzinu 15 m/s?
Koliki ¢e put do tada prec¢i?

¢ Kako su komponente sile F, = 8 i F;, = —4t, komponente ubrzanja
su a, = F,/m i a, = F,/m. Komponente brzine su

t F
1g::l/}axdt::——£t::4t
0 m

t t —4¢ 2
%:A%ﬁzﬁ——ﬁz——ﬁ:4?

m m
Kvadrat intenziteta brzine je prema tome

v} =0l vl = (40)° + (t*)? = 16t% + ¢*,

a vremenski trenutak u kome ona ima odredjenu vrednost se moze
dobiti iz ovog izraza njegovim resSavanjem po vremenu koje daje za
trazeno vreme t = 3s. Na osnovu toga je predjeni put

3
= t* + 16t%)dt = ...
s= [V -6
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Materijalna tacka mase m = 0,1 kg pocinje da se kre¢e pod dejstvom
sile F' = 2té, + 3t*¢,. Odrediti rad koji se izvrsi nad materijalnom
tackom za vreme 7 = 2 s od pocetka kretanja.

o Ubrzanje materijalne tacke je jednako
2te, + 3t°e,
m

a=

a integracijom ovog izraza po vremenu, dobija se da je brzina materi-
jalne tacke (uzeto je da je ona pocela da se krece iz stanja mirovanja
pod dejstvom navedene sile)

t*e, + t3€y‘

m

U=
Sila razvija snagu
1€, + t3€y) 26 4 31

P=F.¢= (2, + 3t%,) -
U = (2te, + 3t°€,) - ( - -

dA

‘5 » dobiti kao integral snage

a rad se moze, obzirom da je snaga P =
po vremenu

T I 1
A:/ Pdt:—/ (2t* + 3t°)dt = —(7* +7°) = 4-10* J.
0 m Jo 2m

Na telo deluje sila
F = 4ze, + 3ye,
i pomera ga duz x ose iz koordinatnog pocetka u tacku z = 5 m.

Odrediti rad koji je izvrsila data sila.

o Kako je sila pomerila telo samo duz x ose, infinitezimalni pomeraj
tela je u ovom slucaju dr’ = dze, pa je elementaran rad

dA = F - dF = (42€, + 3y€,) - dvé, = 4€, - dzé, + 3y€, - dvé, = dxdz.

Rad na pomeranju tela od tacke 0 do tacke x = 5 je prema tome

5 215
A:/ srde — 2 Z 507,
0 2

0
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Stap duzine 30 cm ima linijsku gustinu A(z) = 504 + 20295 gde je x
rastojanje od jednog kraja Stapa, izrazeno u metrima. Odrediti masu
Stapa i polozaj njegovog centra masa.

o Kako je masa deli¢a stapa duzine dx jednaka dm = Adz, masa Stapa
je jednaka integralu

L 2

L

x
20—

. + 5

=50L + 1012,

L L
m = / Az)dx = / [50 + 20zx]dz = 50z
0 0 0

Sto nakon zamene daje m = 15,9 g. Polozaj centra masa je odredjen
izrazom

1 L 1 (L 1 (L
Tom = —/ xdm = —/ Az)dx = —/ [50 4 20z|xdx
m Jo 0 m Jo

m
koji nakon integracije i sracunavanja daje

1 x?
50—
2

L 373
=

L 1 20
20—
0 * 3

(2517 + §L3] =0,153m.

ToMm | =—
0 m
Motorni ¢amac isklu¢uje motor pri brzini od 10 m/s i prilazi obali.
Jednacina po kojoj se menja njegova brzina u tom periodu kretanja
je v = ve~ gde je v; njegova pocetna brzina (u momentu kada je
isklju¢en motor) a ¢ je neka konstantna. Nakon vremena od 20 s brzina
camca je jednaka 5 m/s. Odrediti konstantu ¢, brzinu u ¢ = 40 s,
zavisnost ubrzanja od vremena i oblik sile koja deluje na camac.

o Konstanta ¢ se moze odrediti na osnovu izraza za brzinu, koji moze

da se zapise kao % = e, §to nakon logaritmovanja daje

V; 1. v
In—=ct,=c=-In—- = ..
v t v

Brzina u vremenskom trenutku ¢ = 40 s je

v(t = 40s)ve” % = ...

Do izraza za ubrzanje se dolazi nalazenjem izvoda po vremenu brzine

d
L (—c)vie™ = —cw,

==

a
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na osnovu cega je oblik sile (ma = F') odredjen izrazom
F=—mcv = —bu,

gde je sa b oznacena nova konstanta, u ovom sluc¢aju jednaka proizvodu
mase tela m i kostante c.

Telo mase m = 4 kg se kre¢e duz x ose pri cemu mu se koordinata sa
vremenom menja po zakonu x = t + 2t3, gde je z izraZeno u metrima
a vreme u sekundama. Odrediti njegovu kineticku energiju, ubrzanje,
silu koja deluje na njega, kao i rad te sile od trenutka ¢ =0 s do t = 2
S.

o Kako je brzina tela

v=i=1+6t
kineticka energija, F) = m2”2 je,
B = 5 (14662

Ubrzanje je prvi izvod brzine po vremenu, odnosno
a=1v=12t,

pa je sila
F =12mt.

Snaga se moze odrediti kao proizvod sile i brzine tela
P = Fv = 12mt(1 + 6t%),

a kako je elementaran rad dA = Fdx = 12mt(dt + 6t*dt), ukupna rad
u naznacenom vremenskom intervalu je
AN

6
A= 12m/ (t+66%)dt = 12m(= + )| = .
0 2 4 "o

Loptica mase 2 grama, pocinje da se kroz ulje kre¢e pod uticajem
sile Zemljine teze, polazeéi iz stanja mirovanja. Nakon nekog vremena
dostize graniénu brzinu od 5 cm/s?. Odrediti konstantu 7 kao i vreme
nakon koga brzina dostize 90% od grani¢ne vrednosti brzine.
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o Kako je grani¢na brzina odredjena izrazom v, = mg/b, konstanta b

je

b="Y — 392g/s.
v

T

Vremenska kontanta 7 je

m 2¢g

b 392g/s

=5,1-103s.

Brzina lotpice, u funkciji vremena, je predstavljena jednacinom (2.136).
Da bi nasli vreme za koje ona dostigne 90% granicine brzine, potrebno
je u navedenu jednacinu staviti da je v = 0, 9v, i resiti je po vremenu:

0,90, = vy(1 —e7/7)

1—e7=0,9
e T =0,1

t
—~ =1n(0,1) = —2,3
—=In(0,1) ,

t=2,3r=11,7-10"3s = 11, Tms.

Kao sto rezultat pokazuje, posmatrana loptica dostize graniv cnu vred-
nost brzine za veoma kratko vreme.

Kolika je brizna loptice iz prethodnog zadatka u trenutku ¢ = 11, 3 ms?
Uporedi ovu brzinu sa brzinom koju bi ta ista loptica imala u istom
momentu vremena kada bi padala samo pod uticajem gravitacije.

¢ Brzina loptice prilikom kretanja kroz ulje je 4,5 cm/s, dok bi pri
slobodnom padu bila 11,5 cm/s.

Tanak celi¢ni lanac sa vrlo malim karikama, duzine [ = 1 m i mase
m = 10 g, lezi na horizontalnom stolu. Lanac je razvucen i polozen na
sto pod pravim uglom u odnosu na njegov kraj. Kraj lanca blizi kraju
stola se povlazi lagano tako da deo lanca pocinje da visi sa stola. Kada
je deo lanca koji se nalazi na stolu ¢inio n = 0, 725 od duzine lanca, on je
samostalno poceo da klizi. Smatrajué¢i da je masa lanca rasporedjena
homogeno po du zini, odrediti: a) koeficijent trenja izmedju lanca i
stola, b) brzinu lanca u momentu kada je u potpunosti skliznuo sa
stola.
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16. Materijalna tacka pada bez pocetne brzine na Zemlju sa visine H =
1000 km. Odrediti brzinu koju ¢e se ona imati na visini od h = 100
km. Uzeti u obzir da se pri kretanju na tim visinama moze zanemariti
otpor vazduha.

o Kako je otpor vazduha zanemarljiv, ukoliko bi se mogla zanemariti
i promena ubrzanja Zemljine teze sa visinom, brzina koju tacka ima
bi bila jednaka v = /2¢g(H — h). Medjutim na visini od 1000 km,
ubrzanje Zemljine teze ima vrednost g = yM/(R + H)* = 7,33 m/s?
(v-univerzalna konstanta gravitacije, R-poluprecnik Zemlje a M njena
masa)ito ukazuje da prethodni izraz nije potpuno tacan a da pravi
mora da sadrzi korekciju koja uzima u obzir promenu Zemljine teze.

U cilju dobijanja tacnog izraza zapisimo jednac¢inu kretanja u sistemu
koordinata ¢iji pocetak se nalazi u centru Zemlje, sa x osom usmerenom
ka pocetnom polozaju materijalne tacke. Ukoliko je m masa materijane
tacke, jednacina kretanja je

mM

mx =

Ukoliko se iskoristi identitet & = vdv/dx, nakon integracije se dobija

v? M
—=7—+C.
2 T

Konstanta integracije se odredjuje iz pocetnog uslova z = R+ H, v = 0,
tako da ovaj izraz, uz YM = gR? (g je ubrzanje slobodnog pada na
povrsini Zemlje), postaje

U_\r\/RJrh R+H_f\/1+h/3 (1+ H/R)’

stoseza h/R << 11i H/R << 1 svodi na izraz v = \/2g(H — h).

a) Lanac po?inje da klizi u momentu kada je ispunjen uslov da je sila
tee koja deluje na deo lanca koji visi ( od duine lanca) jednaka sili trenja
(koeficijent trenja neka bude ozna?en sa ) koja deluje na onaj deo lanca koji
je ostao na stolu

b) U momentu vremena kada je duina dela lanca koji lei na stolu jednaka
(), ubrzanje lanca je odre?eno jednako?u . Nakon skra’ivanja mase , za
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ubrzanje se dobija . Imaju?i u vidu da je modul brzine lanca (jer se smanjuje
sa vremenom), ubrzanje je , odakle je . Integracijom leve i desne strane se
dobija



Glava 3
Oscilacije

Veoma specificna vrsta kretanja se desava kada na telo deluje sila propor-
cionalna otklonu tela od ravnoteznog polozaja. Ukoliko je ta sila uvek usmer-
ena ka ravnoteznom polozaju, uspostavlja se "napred-nazad” kretanje oko
tog polozaja. Takvo kretanje se naziva periodicno kretanje, harmonijsko kre-
tanje, osilovanje ili vibriranje.! Primeri takve vrste kretanja su: ljuljanje na
ljuljaski, kretanje klatna sata, vibriranje zica zi¢anih muzickih instrumenata,
... Osim ovih primera iz svakodnevnog zivota, postoji niz drugih primera sis-
tema koji se kre¢u periodi¢no. Na primer, molekuli u telu koje je u ¢vrstom
agregatnom stanju osciluju oko ¢vora kristalne resetke (svog ravnoteznog
stanja), elektromagnetni talasi (svetlost, radio talasi, ... u svima postoje
oscilacije elektricnog i magnetnog polja), koolo naizmenicne struje (ja¢ina
struje i napon variraju sa vremenom na periodican naéin), ... Veéina mater-
ijala ove glave ¢e biti posvecena prostom harmonijskom kretanju, odnosno
kretanju u kome je polozaj tela sinusna funkcija vremena, sto je slucaj kada se
telo krece bez gubitka mehanicke energije. U realnim mehanickim sistemima
medjutim uvek postoji gubitak energije koji se manifestuje kao prigusenje
oscilatornog kretanja, cemu ¢e takodje biti posvecen deo ove glave.

3.1 Prosto harmonijsko kretanje

Razmotrimo fizicki sistem koji se sastoji od tela mase m okaCenog na kraj
opruge koja moze da se krece bez trenja po horizontali (slika 3.1).

1Ova ¢etiri izraza su u principu ekvivalentna.
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! x=0
Slika 3.1: .

Kada opruga nije ni istegnuta ni sabijena, telo je u tacki odredjenoj sa
x = 0, koja se naziva poloZajem ravnoteZe sistema. Iz iskustva je poznato da
kada se telo izvede iz ovog polozaja, pocinje da osciluje oko njega. Ukoliko
otklon tela iz ravnoteznog polozaja, koji se inace naziva elongacija oznacimo
sa x, sila koja deluje na telo, teze¢i da ga vrati u taj polozaj je

F = —kzxé,. (3.1)

Ovu sila se zove restituciona jer je uvek usmerena ka ravnoteznom polozaju,
odnosno uvek je suprotnog smera od pomeraja. Odgovarajuca jednacina kre-
tanja, projektovana na x osu

mi = —kux, (3.2)
uz uvodjenje w3 = %, postaje

i+ wir =0, (3.3)
a za opSte reSenje ima funkciju

z(t) = Acos(wot + ), (3.4)
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gde su A i ¢ konstante.? Ilustracija ovakve zavisnosti elongacije tela od
vremena se moze dobiti pomoc¢u uredjaja prikazanog na slici 3.2.

Smer kretanja papira

<

JaNVaN
VAR VAR u

D —_—

Slika 3.2: Uredjaj za demonstraciju prostog harmonijskog kretanja. Olovka
prikacena za telo koje osciluje ostavlja na pokretnom papiru talasasti trag.

Telo odredjene mase je zakaceno za oprugu i osciluje u vertikalnoj ravni.
Dok se telo krece oscilujudi, papir se kre¢e pod pravim uglom u odnosu na
pravac oscilovanja i za to vreme olovka koja je prikacena za telo opisuje
talasastu liniju po papiru.

Da bi videli koji je fizicki smisao konstanti A, wy i ¢ predstavimo graficki
vremensku zavisnost elongacije x od vremena t (3.4) (slika 3.3).

Na ovoj slici je u stvari predstavljen deo traga olovke sa slike 3.2. Am-
plituda kretanja je maksimalni otklon (elongacija) ¢estice. Konstanta wy
se naziva ugaona frekvencija kretanja i ima jedinicu rad/s (geometrijski
smisao ove konstante ¢e biti naknadno diskutovan). Konstantni ugao ¢, se
naziva pocetna faza kretanja i odredjen je pocetnom vrednoséu elongacije
i brzinom cestice. U tom smislu argument trigonometrijske funkcije (3.4)
wot + ¢, se naziva faza oscilovanja.

Primetimo da je elongacija x, izrazena preko trigonometrijske funicije
(3.4), periodi¢na funkcija vremena sa periodom 27, odnosno da joj se vred-

20vo nije jedini nagin da se zapiSe opste resenje polazne diferencijalne jednac¢ine. Ono
se moze predstaviti i u obliku # = Bsin(wpt + «) gde su B i « konstante razli¢ite od
konstanti A i . Treéi oblik reSenja je x = C sinwgt + Cs coswpt, uz nove dve konstante
C1 1 Cy (prisetimo se da broj konstanti koje se pojavljuju u opstem resenu diferencijalne
jednacine odgovara njenom redu). Koji god oblik da se iskoristi, kada se za dato kretanje,
iz pocetnih uslova, odrede vrednosti dveju konstanti ono je na jednoznacan nacin opisano
datim izrazom.
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(b)

Slika 3.3: (a) Zavisnost elongacije tela koje vrsi prosto harmonijsko kretanje
od vremena. (b) x — t kriva za specijalan slucaj v = Azat=01i¢ =0.

nosti ponavljaju nakon odredjenog vremena. Period oscilovanja T je
vreme potrebno telu da prodje jedan pun ciklus kretanja. U tom
slucaju kazemo da je telo napravilo jednu punu oscilaciju. Ovakva definicija
perioda zapravo kazuje da su vrednosti elongacije x u trenutku ¢ it + 7T jed-
nake. Obzirom da je elongacija zadata kosinusnom funkcijom, to znaé¢i da se
faze u t i t + T razlikuju za 27, odnosno da vazi

wot + @+ 21 = wo(t +T) + . (3.5)

Odavde se dobija da je woT = 2, ili

=" (3.6)

Wo

Reciprocna vrednost perioda je frekvencija kretanja. Frekvencija kre-
tanja predstavlja broj oscilacija koje telo napravi u jedinici vre-

mena:
1 0%
V= — —= —

Z=2 (3.7)
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Jedinica za frekvenciju je s7!, ili herc (Hz).
Linearna brzina ¢estice koja vrsi prosto harmonijsko kretanje se dobija
diferenciranjem jednacine (3.4) po vremenu

d
v = d—f = —wp A sin(wot + ), (3.8)
dok je ubrzanje
d
a= d—: = —wi A cos(wot + ). (3.9)

Kako je x = Acos(wot + ¢), poslednja relacija moze da se zapise u obliku
a=—wir. (3.10)

1z jednacine (3.8) se vidi, posto sinusna funkcija osciluje izmedju £1, da
brzina za ekstremalne vrednosti ima +wpA. Posto za kosinusnu funkciju vazi
takodje da su joj ekstremalne vrednosti +1, iz jednacine (3.9) se vidi da
su maksimalne vrednosti ubrzanja +w2A. Na osnovu ovih razmatranja su
amplitudne vrednosti brzine i ubrzanja

Umaz = WoA (3.11)

Umaz = W A. (3.12)

Na slici 3.4 (a), (b) i (¢) su prikazane zavisnosti elognacije, brzine i
ubrzanja, respektivno. Sa nje se vidi da se faza ubrzanja razlikuje od faze
elongacije za /2 rad, odnosno, tamo gde x ima maksimum ili minimum,
brzina je nula. Takodje, tamo gde je elongacija nula, brzina je maksimalna.
Osim toga se vidi da je faza ubrzanja pomerena za 7 radijana u odnosu na
fazu elongacije, sto znaci da tamo gde x ima maksimum i ubrzanje ima mak-
simalnu vrednost ali suprotnog predznaka u odnosu na znak elongacije. Ako
pretpostavimo da je u t = 0 pocetna elongacija bila z; a brzina v;, jednacine
(3.8) i (3.12) daju

x; = Acos g, (3.13)

v; = —wpAsin p. (3.14)

Deljenje ovih dveju jednacina eliminise amplitudu i daje v;/x; = —wq tan ¢,
odnosno v,

tanp = —— (3.15)

WoZ; '
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Slika 3.4: Elongacija, brzina i ubrzanje kod prostog harmonijskog oscilovanja.
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Ukoliko ih pak kvadriramo, podelimo drugu sa wi i nakon toga saberemo,
dobija se

2
x3 + <U;> = A% cos® p + A?sin® . (3.16)

Ako iskoristimo identitet sin? ¢ + cos? ¢ = 1, za amplitudu se dobija

2
U;

wWo

Kako je veza perioda i frekvencije T' = 27 /wy a za kretanje tela mase m
okaceno za oprugu krutosti k, vazi wi = k/m, njegov period i frekvencija su

dati relacijama
2T m
T=" =91./— 3.18
A (3.18)

1 1 |k
vV=—=—\|—.
T 2r\m
Iz ovih izraza se vidi da period i frekvencija zavise samo od njegove
mase m i krutosti opruge k. Drugim rec¢ima, frekvencija i period su

nezavisni od amplitude kretanja.

(3.19)

Primeri

Elongacija cestice je zadata
x = (4m) cos <7Tt + Z) ,

gde je t zadato u sekundama a ugao u zagradi u radijanima.

(a) Odrediti amplitudu, frekvenciju, i period kretanja.

¢ Uporedjivanje jednacine ovog oscilovanja sa jednac¢inom (3.4) da su
amplituda i ugaona ucestnost A = 4 m i wy = 7 rad/s. Odavde je sada
frekvencija v = wy /271 = 7/27 = 0,5 Hz, dok je period T'=1/v =2 s.

(b) Odrediti brzinu i ubrzanje ¢estice u ma kom momentu vremena

o

_dr
Cdt

d
v = —4msin (mﬁ + Z) a(ﬂ't) = —4mm/ssin (mﬁ + ﬂ)

4



110 GLAVA 3. OSCILACIJE

d d
a= d—: = —4mm/s cos <7Tt + Z) £<7Tt) = —47*m/s* cos (mﬁ + Z) .
(¢) Odrediti polozaj, brzinu i ubrzanje tela u t =1 s.
o

x = (4m) cos <7r + Z) = (4m) cos (T) = 4m(—0,707) = —2,83m.

v = —4wm/ssin (T) = —47mm/s(—0,707) = 8,89m/s

)
a = —4n*m/s? cos <I) = —4n?m/s*(—0,707) = 27,9m/s>.
(d) Odrediti maksimalne (amplitudne) vrednosti brzine i ubrzanja.

Umaz = WoA = 12,6m/s
Umaz = Wa A = 39,5m/s.

(e) Odrediti pomeraj tela za interval vremena od t =0 s dot =1 s.
¢ x koordinata u momentu vremena t = 0 je

; = 4m cos (0 n Z) = 4m(0,707) = 2,83m.

Pod (c¢) smo nasli da je u t = 0 s elongacija —2,83 m, pa je pomeraj
Ar =zy — 2, = —2,83m — 2,83m = —5, 66m.

Telo je krenusi iz tacke —2, 83 m, otislo do amplitudnog polozaja A = —4 m
i vratilo se ponovo u polaznu tacku.
(f) Kolika je faza kretanja u t = 2 s?

<>w0t+90:7rt+%:%”.

3.1.1 Energija prostog harmonijskog oscilatora

Posto se smatra da na telo koje se kre¢e po zakonu prostog harmonijskog os-
cilatora, ne deluje sila trenja, treba ocekivati da je njegova ukupna mehanicka
energija konstantna.
Kineticka energija takvog oscilatora je
1 5 1

Ey = S = 5mw§A2 sin?(wot + ). (3.20)
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Potencijalna energija je sa druge strane
Lo 1o o
U= glm = §A cos” (wot + ). (3.21)

Primetimo da su i kineticka i potencijalna energija pozitivne velicine. Kako
je w? = k/m, ukupna mehanicka energija oscilatora je

1
E=E,+U= §k’A2[sin2(w0t + @) + cos*(wot + ©)]. (3.22)

Imajuéi u vidu da je izraz u uglastoj zagradi prema osnovnom trigonometri-
jskom identitetu jednak jedinici, izraza za ukupnu energiju postaje

1
E = 51@42. (3.23)

Na osnovu ovoga se moze re¢i da je ukupna mehanicka energija prostog
harmonijskog oscilatora konstanta kretanja i da je proporcionalna
kvadratu amplitude. Obzirom da je ukupna energija zbir kineticke i po-
tencijalne, ovo tvtrdjenje znaci da onda kada je kineticka velika, potencijalna
je proporcionalno mala, itd. Na osnovu onoga Sto nam je ve¢ poznato o kre-
tanju harmonijskog oscilatora, jasno je da je u amplitudnim tackama, kada je
x = +A, ukupna energija jednaka maksimalnoj potenicijalnoj, £ = U4 =
%k‘AQ, jer je u tim tackama v = 0. U polozaju ravnoteze, je pak, potencijalna
energija nula jer je x = 0, dok je ukupna mehanicka jednaka maksimalnoj
kinetickoj
E = }mvfnm = 1mu)gA2 = lmﬁfﬁ = 1k:Az.
2 2 2 m 2

Zavisnost kineticke i potencijalne energije od vremena je predstavljena na
slici 3.5 (a) za slucaj kada je pocetna faza ¢ = 0. Kao $to je ve¢ napomenuto,
i By i U su pozitivne velicine, a njihov zbir je stalno jednak %kAQ, ukupnoj
mehanickoj energiji sistema. Promena E} i U sa elongacijom je predstavljena
na delu (b) iste slike. Energija se neprekidno transformise izmedju potenci-
jalne energije koja se akumulira u deformisanoj opruzi i kineticke energije
tela koje ona pokrece.

Zakon odrzanja energije se moze iskoristiti za odredjivanje brzine za
proizvoljnu elongaciju sistema koji osciluje na ovaj nacin, polazeci od izraza
za ukupnu energiju

1 1 1
E: Ek+U: §m/U2+ 5]@1‘2 = 51{5142
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Slika 3.5: (a) Zavisnost Ej i U od vremena za slucaj kada je pocetna faza
jednaka nuli. (b) Zavisnost Ej i U od elongacije.

k
v=1—(A%2 —2?) = fwypVA? — 22 (3.24)

m

Na kraju se moze opravdano da postavi pitanje, zbog cega smo puno vre-
mena potrosili na studiranje prostog harmonijskog oscilovanja. To je urad-
jeno jer je to dobar model za puno fizickih fenomena. Na primer Lennard-
Jones-ov potencijal diskutovan u prethodnoj glavi, je komplikovana funkcija
koja opisuje sile koje drze atome na okupu unutar molekula. Slika 3.6
pokazuje da je za mala pomeranja atoma od njihovih ravnoteznih polozaja,
deo krive koja opisuje potencijalnu energiju atoma u molekulu, priblizno
parabola, a kao Sto znamo potencijalna energija prostog harmonijskog os-
cilatora ima upravo takvu zavisnosto od elongacije (slika 3.5). Ovo znaci
da mozemo sile koje povezuju atome u molekulu da predstavimo tankim
oprugama.

3.1.2 Klatno

Klatno je mehanicki sistem koji se krece na periodi¢an nacin u polju Zemljine
teze. U pogledu realizacije razlikujemo sledece vrsta klatna: matematicko,
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Slika 3.6: Za mala pomeranja atoma, grafik potencijalne u zavisnosti od ras-
tojanja molekula je slican grafiku zavisnosti potencijalne energije oscilatora
od elongacije.

fizicko, torziono, ...

Matematicko klatno

Matematicko klatno se sastoji od tela mase m (koje smatramo materijal-
nom tackom) okac¢enog o tanku i neistegljivu nit, duzine [, u polju Zemljine
teze (slika ...). Kretanje ovog tela, koje se odvija u vertikalnoj ravni, nakon
izvodjenja iz ravnoteznog polozaja, se na dalje odvija pod dejstvom sile grav-
itacije. U slucaju da su uglovi otklona mali,® ovakav sistem se kreée kao prost
oscilator.

Sile koje deluju na telo u ovom slucaju su sila zatezanja, F., i gravita-
ciona sila mg. Tangencijalna komponenta sile zemljine teze mgsin 6, je uvek
usmerena kao ravnoteznom polozaju, § = 0, odnosno uvek je suprotno us-
merena od vektora pomeraja. Iz tog razloga je tangencijalna komponenta
gravitacione sile, ustvari restituciona sila, tako da drugi Njutnov zakon, za
kretanje po tangenti glasi

d*s

Mg = —mg sin 6, (3.25)

gde je s deo luka koji je preslo telo mase m a znak — pokazuje da je tangen-
cijalna sila usmerena ka ravnoteznom polozaju. Kako za male uglove vazi,
s = L, ta jednacina postaje

d*0 g

— = —=siné. 3.26

dt? L ( )

3Dovoljno "mali” uglovi su uglovi manji od 15° i za njih je sin @ ~ 6. Naime, za ovako

male uglove je greska prilikom zamene sin 6 sa 6 manja od 1%. U to se je lako uveriti ako
ugao 6 predstavimo u radijanima a zatim izracunamo na digitronu vrednost sin 6.
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Slika 3.7: Kada je ugao otklona # dovoljno mali, matematicko klatno se krece
kao prosti harmonijski oscilator oko ravnoteznog polozaja 6 = 0. Restitu-
ciona sila je u ovom slucaju —mgsin 6.

Na prvi pogled ova jednac¢ina ne opisuje linearno harmonijsko oscilovanje
jer na desnoj strani ne stoji velicina od koje se trazi izvod na levoj strani
jednacine (uporedi sa jednacinom (3.2)), ve¢ njen sinus. Medjutim, kako smo
pretpostavili da je ugao otklona mali, sin§ se moze aproksimirati sa 6, tako
da jednacina kretanja matematickog klatna postaje

d*0 g
=2 (3.27)

Kako ova jednacina ima formu jednacine koja opisuje kretanje linearnog har-
monijskog oscilatora, zaklju¢ujemo da se, za male uglove otklona (amplitude),

kretanje matematickog klatna, svodi na linearno harmonijsko oscilovanje. U
skladu sa tim, resenje poslednje diferencijalne jednacine je

0 = 010z cOs(wt + @), (3.28)

gde je 0,42, maksimalna ugaona elongacija, a ugaona frekvencija je

(3.29)

IS
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Na osnovu ovoga je period oscilovanja klatna*

2 L
T=="=or 2. (3.30)
w g

Drugim recima, period i frekvencija matematickog klatna zavise jedino
od duzine klatna i od ubrzanja zemljine teze. Kako je period nezav-
isan od mase klatna, moze da se zakljuci da sva klatna jednake duzine, koja
osciluju na istom mestu (isto g), osciluju sa istim periodom.’

Fizicko klatno

Pretpostavimo da smo na kaziprst okacili ofinger za kacenje odece. Ukoliko
ga sada drugom rukom izvedemo iz ravnoteznog polozaja, za neki mali ugao,
i pustimo, on ¢e poceti da osciluje. Kako osciluje oko fiksne ose koja ne
prolazi kroz njegov centar masa, ne mozemo ga aproksimirativno posma-
trati kao materijalnu tacku, a njegovo kretanje se onda ne svodi na kretanje
matematickog klatna. Takvo telo se naziva fizicko klatno.

Razmotrimo kretanje krutog tela, okacenog u tacki O koja je na udal-
jenosti d od centra mase tela (slika 3.8). Gravitacija stvara moment sile
oko ose kroz tacku O, a intenzitet tog momenta je mgdsin €, gde je ugao 6
prikazan na slici 3.8. Na osnovu zakona kretanja Ia = M , gde je I moment
inercije tela u odnosu na osu koja prolazi kroz tacku O, dobija se

2
Ifltf = —mgdsinf. (3.31)
Negativan predznak izraza na desnoj strani jednacine kretanja ukazuje na
tendenciju momenta sile da smanji ugao otklona 6. To zna¢i da gravita-
ciona sila produkuje restitucioni momenat. Ukoliko razmatramo kretanje

4Ukoliko se jednacina (3.25) reSava bez aproksimacije da je re¢ o malim uglovima,

za period se dobija formula T' = 27 é [1 + (%)2 sin® Gm% + (% . %)2 sin? Om% +-, iz
koje se vidi da se za male amplitudne uglove dobija dobro poznata relacija za period malih
oscilacija matematickog klatna (3.30).

5Matematicko klatno moze da sluzi za bazdarenje ¢asovnika jer njegov period kretanja
zavisi samo od duzine klatna i lokalne vrednosti ubrzanja zemljine teze g. Ono je takodje
uobicajeni uredjaj za odredjivanje ubrzanja zemljine teze. Takva merenja su jako bitna
jer varijacije lokalne vrednosti ¢ mogu da ukazu na promene u sastavu zemljista, odnosno
na postojanje izvora nafte ili nekih drugih supstanci ispod zemljine povrsine.
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Slika 3.8: Fizicko klatno.

fizickog klatna za male ugaone elongacije, mozemo da primenimo aproksi-
maciju sin § ~ #, jednacina kretanja postaje

d*0 mgd )

Kako ova jednacina ima isti oblik kao i jednacina kretanja lineranog harmoni-
jskog oscilatora, kretanje fizickog klatna je dakle harmonijsko oscilovanje, a
resenje jednacine kretanja je 6 = 0,4, cos(wt + @), gde je 0,4, maksimalna
ugaona elongacija klatna, dok je ugaona frekvencija

mgd

=4/ —. 3.33
=1 (33)
Period fizickog klatna je prema tome
2 I
T="con ) —. (3.34)
w mgd

Ovaj rezultat moze da se iskoristi za odredjivanje momenata inercije pljos-
natih krutih tela. Ukoliko je za njih poznato kolika je veli¢ina d, tj. gde
se nalazi centar masa, moment inercije moze da se izracuna iz obrasca za
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period. Na kraju, primetimo da se za slucaj kada je I = md?, tj. kada je
celokupna masa tela skoncentrisana u centru masa, period fizickog klatno
postaje jednak periodu matematickog.

Zadatak. Homogen Stap, duzine L i mase M, okacen za jedan kraj, os-
ciluje u vertikalnoj ravni (slika 3.9). Odrediti period malih oscilacija.

O

Slika 3.9: Stap koji osciluje okacen o jedan kraj.

o Moment inercije ovakvog sistema je [ = %M L?. Udaljenost centra masa
L

od tacke vesanja je d = 5. Na osnovu toga je

1ML 2L
T=2m,|2 — = 2m 5.

Torziono klatno

Na slici 3.10 je prikazano telo koje je okaceno zicom za fiksnu tacku. Kada se
telo zavrne za mali ugao 6, usled upredanja zice o koju je ono okaceno, javlja
se restitucioni (povratni) moment koji je proporcionalan uglu upredanja

M = —x8. (3.35)
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Slika 3.10: Torziono klatno je kruto telo okaceno elasti¢cnom zicom koje moze
da osciluje oko linije OP sa amplitudom 6,,,..

Veli¢ina oznacena sa k je torziona konstanta zice. Primena drugog Njutnovog
zakona za rotaciona kretanja, dobijamo

d*0
az =
d*0 K

I u ovom slucaju se dakle dobija jednacina koja opisuje harmonijsko os-
cilovanje, u ovom slu¢aju sa ugaonom ucestanoséu w = (/k/I pa je period

torzionog klatna
|1
T =2m| —. (3.37)
K

Razlika u odnosu na prethodne slucajeve je Sto izrazi ne vaze u aproksimaciji
malih uglova, sve dok smo u oblasti u kojoj su deformacije zice elasticne.

3.1.3 Oscilovanje klipa u sudu sa idealnim gasom

Neka se klip mase m povrSine popre¢nog preseka S nalazi u sudu zpremine
Vo u kome se nalazi idealan gas izolovan od okoline (slika 3.11).
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P

a

=

mg

S

Slika 3.11: Oscilovanje klipa koji zatvara sud sa idealnim gasom.

Neka je u stanju ravnoteze pritisak u sudu jednak F,. Ovaj pritisak je
zbir atmosferskog pritiska P, i pritiska mg/S, kojim klip deluje na gas u sudu
usled delovanja zemljine teze

mg

P =P,
0 + g

(3.38)
Podgnemo li na neki nacin klip na visinu x, zapremina suda ¢e porasti i biti
jednaka V' = V+ Sz, Sto istovremeno dovodi do smanjenja pritiska. Pritisak
gasa u ovom stanju, obzirom da je on topolotno izolovan, se moze odrediti iz
jednacine adijabate

PV" = BV, (3.39)

(k je izlozilac adijabate koji zavisi od broja stepena slobode molekula gasa)

odakle je
P
P= " (3.40)
Ukoliko se klip, nakon izvodjenja iz ravnoteze za malu vrednost® x pusti,
pocece da osciluje oko svog ravnoteznog polozaja. U tom slucaju prethodni
izraz se moZe napisati u aproksimativnoj formi”

KS
P=p(1-222). A1
°< x%) (341)

6Veli¢ina z treba da bude mala u poredjenju sa visinom suda V4 /S.
"Za male vrednosti z, vazi priblizan izraz (1 +z)? ~ 1 + bx
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Na klip u principu deluju tri sile: sila atmosferskog pritiska —FP,.S, sila pri-
tiska gasa u sudu PS i sila zemljine teze —mg (predzanci navedenih sila
odgovaraju smeru x ose na gore, odnosno suprotno od smera delovanja sile
zemljine teze), tako da je ukupna sila koja deluje na njega

F=—-P,S+ PS—mg.

Prema (3.38) i (3.41) prethodni izraz prelazi u

mg KS) FLP()SQ
F=-S§S(P,—— P(l—o—)— = — 42
S(o S)—i—S 0( ng mg x 7 (3.42)

odakle se vidi da se za male otklone x kretanje klipa svodi na linearno har-
monijsko oscilovanje sa ugaonom frekvencom

/iP()SQ
=4/ . 3.43
w mVy ( )

3.1.4 Veza sa uniformnim kretanjem po kruznici

Razni aspekti harmonijskog oscilovanja se mogu bolje razumeti i objasniti ako
se proanalizira analogija izmedju njega i uniformnog kretanja po kruznici.
Slika 3.12 predstavlja Semu uredjaja koji moze da demonstrira ovu vezu.
Lopta je zakacena za jedan kruzni providni ram poluprecnika A, unutar koga
moze da vrsi uniformno kretanje, pri ¢emu je odozgo osvetljenja tako da
prilikom kretanja baca senku na ekran. Ocigledno je da ¢e ovom prilikom,
ukoliko se lopta krec¢e uniformno po kruznici-ramu, njena senka da vrsi har-
monijsko oscilovanje na ekranu.

Razmotrimo kretanje cestice koja se nalazi u tacki P, koja moze da se
kreée po kruznoj putanji (slika 3.13), pri ¢emu duz OP gradi ugao ¢ sa x
osom u t = 0.

Ukoliko se cestica krec¢e konstantnom ugaonom brzinom w po po kruznici,
u nekom trenutnku vremena ¢ > 0, duz OP gradi sa x osom ugao 6 koji je
jednak 6 = wt + . Prilikom kretanja cestice P po kruznici poluprecnika
A, njena projekcija na x osu, @, se kreée napred-nazad po x osi izmedju
grani¢nih vrednosti +A.

Lako je primetiti da P i ) imaju uvek istu vrednost x koordinate. Iz
trougla OPQ, se za z dobija

x = Acos(wt + o). (3.44)
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svetlost

zaklon

U

|<A—>| 4\senka

lopte

Slika 3.12: Eksperiment za pokazivanje veze izmedju uniformnog kretanja po
kruznici i harmonijskog oscilovanja.

m=const
y
_____ P
P |
A y{ e
@) - 0\
(0] x o0 '«x
0=wt+o
(a) (b)

Slika 3.13: Uniformno kretanje tacke P po kruznici i oscilatorno kretanje
tacke ().



122 GLAVA 3. OSCILACIJE

Ovaj izraz pokazuje da se projekcija tacke P na x osu, odnosno tacka @,
kreée kao harmonijski oscilator.®

v=m04 w=const
a=0’A
y Y
& p
;i
1 1
0 0] gax [o] X
(a) ()

Slika 3.14: x komponente brzine i ubrzanja tacke P i tacke () su jednake.

Ova geometrijska analogija pokazuje da je vreme potrebno za jedan obrt
tacke P po kruznici jednak periodu oscilovanja 7' linearnog harmonijskog
ocilovanja izmedju x = £A. Pri tome je ugaona brzina w jednaka ugaonoj
frekvecniji w linearnog harmonijskog oscilovanja duz x ose. Pocetna faza ¢
linearnog harmonijskog oscilovanja odgovara po¢enom uglu koji je gradila duz
OP sa x osom. Poluprecnik kruzne putanje jednak je amplitudi oscilovanja.

Kako je relacija koja povezuje linearnu, ugaonu brzinu i poluprecnik
putanje v = rw, Cestica koja se krece po kruznici polupreénika A, ima brzinu
v = Aw. Saslike 3.14 (a), se vidi da je = komponenta brzine —wA sin(wt+y).

Ubrzanje tacke P pri kruznom kretanju, je radijalno i ima intenzitet
v?/A = w?A. Sa slike 3.14 (b) se moze videti da je  komponenta ubrzanja
—w?Acos(wt + ). Ovo je istovremeno i ubrzanje projektovane tacke @Q duz
x ose.

3.2 PriguSene oscilacije

Oscilatorno kretanje koje je razmatrano do sada se odvija u idealnim sis-
temima, bez trenja, i jednom kada bi bilo uspostavljeno u sistemu, odvijalo

8Jasno je da je, umesto posmatranja projekcije tacke na x osu, mogudée posmatrati njenu
projekciju na y osu. Zakljucak bi bio analogan, tako da moze da se kaze da uniformno
kruzno kretanje moze da se smatra kombinacijom dva liearna harmonijska
kretanja, pri ¢emu je jedno duz x ose a drugo duz y ose, koja se u fazi razlikuju za 90°.
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bi se vecno. U realnim sistemima, Cije se kretanje ne odvija u vakuumu, ve¢ u
vazduhu ili nekoj drugoj sredini, potrebno je uzeti u obzir dejstvo okoline na
kretanje tela. Sila kojom sredina deluje na telo u kretanju zavisi od osobina
sredine (gustine, viskoznosti, ...), od oblika tela koje se krece i njegove brzine.
Na primer, ljudski organizam je naviknut na kretanje kroz vazduha, i otpor
vazduha kretanje koji je mali, uopste ne ose¢amo ukoliko nema dodatnog
kretanja vazduha, odnosno vetra. Za razliku od kretanja kroz vazduh, pri-
likom kretanja kroz vodu jako se oseca otpor sredine. Iskusniji plivaci osetice
cak i razliku prilikom plivanja u slatkovodnoj i morskoj vodi. Voznja na
motociklu ilil u otvorenim kolima, pokazace da se otpor sredine povecava sa
porastom brzine. Oblik tela koje se krece je takodje jako bitan, i o njemu se
vodi narocito racuna prilikom konstrukcije automobila, brzih vozova, Satlova,
i slicno, kakko bi se smanjio otpor sredine a time smanjila potrosnja goriva i
pregrevanja tela’ koja se kreéu.

Na osnovu ove analize, jasno je da Ce se realnije opisivanje oscilovanja
ostvariti kada osim restitucione sile uzmemo u obzir i silu otpora sredine.
Posledica njenog postojanja je da se oscilovanje usporava sa vremenom jer
se ukupna mehanicka energija sistema trosi na savladavanje otpora sredine.
Usled toga Ce se energija smanjivati sa vremenom a oscilacije prigustivati pa
se ovaj (realan) tip oscilovanja naziva priguseno oscilovanje.

Radi jednostavnosti analize, a i zbog ¢injenice da su brzine kretanja os-
ciluju¢ih tela relativno male, pretpostavi¢cemo da je sila otpora sredine lin-
earno proporcionalne brzini

F=—b7, (3.45)

gde je b koeficijent proporcionalnosti izmedju sile otpora sredine i brzine
kretanje telal?. Jednacina (realnog) oscilatora, koji se kreée duz z ose je u
skladu sa tim

ma, = —kx — bv, (3.46)
odnosno ,
d“x dx
— = —kx — b—. 4
mos kx bdt (3.47)

U zavisnosti od vrednosti koeficijenta b, ova jednacina ima razlicita resenja
o kojima ¢e biti vise reci kasnij. U sluc¢aju kada je sila trenja mala u pored-

90vaj efekat je jako bitan pri veoma velikim brzinama.
00vaj koeficijent zavisi od osobina sredine i od dimenzija i oblika tela koje se kreée
kroz nju.
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jenju sa maksimalnom restitucionom, resenje jednacine kretanje je
z = Ae cos(wt + ), (3.48)
gde je ugaona frekvencija oscilovanja
k b\
w=,——|=—]. 3.49
m <2m> ( )

Veli¢ina b/2m se naziva koeficijent prigusenja i obi¢no oznacava sa 3. Za-
mena formule (3.48) u izraz (3.47) pokazuje da ona zaista predstavlja resenje
diferencijalne jednacine (3.47).

=

Slika 3.15: (a) Zavisnost elongacije od vremena kod oscilovanja sa (malim)
prigusenjem.

Na slici (3.15) je prikazana zavisnost elongacije od vremena za telo koje
osciluje u prisustvu sile trenja koja izaziva postepeno gasenje oscilacija. Slika
3.16 prikazuje jedan takav sistem, telo mase m prikaceno za elasticnu oprugu,
koja osciluje potopljena u viskozan fluid. Moze da se uoci da, kada je sila
trenja mnogo manja od restitucione sile, se oscilatoran karakter kretanja
o¢uvava, ali pri tome amplituda tih (prigusenih) oscilacija opada sa vre-
menom, sve dok se proces oscilovanja potpuno ne prigusi. Svaki sistem koji
se kre¢e na ovaj nacin se naziva priguSeni oscilator. Isprekidana linija
na slici (3.15), koja definise obvojnicu oscilatorne krive, predstavlja uticaj
eksponencijalnog fakora u jednacini (3.48), koji govori o tome da zapravo
amplutuda, prilikom ovog kretanja, sa vremenom opada eksponecijalno.

Ugaona frekvencija prigusenog oscilovanja, obicno se zapisuje u obliku

W= \|wd — <b>2, (3.50)

2m
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Slika 3.16: (a) Priguseno oscilovanje.

gde wy = \/k/m, predstavlja ugaonu frekvenciju u odsustvu sile koja prigusuje
oscilovanje (nepriguseno oscilovanje) i naziva se prirodna frekvencija sis-
tema. Ukoliko je maksimalna vrednost sile koja prigusuje oscilovanje takva da
je Fraw = bUmas < kA, kretanje sisetema se naziva kvazi-periodiénim.!!.
Jasno je da Sto je intenzitet sile blizi vrednosti kA, to se amplituda os-
cilacija brze smanjuje (kriva a na slici 3.17). Kada koeficijent prigusenja beta
dostigne takozvanu kritiénu vrednost takvu da je b./2m = wy, sistem uopste
ne vrsi oscilatorno kretanje, veé je kritiéno priguSen, i nije periodi¢no'?.
U tom slucaju, ako se telo izvede iz ravnoteznog polozaja i pusti, vrac¢a se
u ravnotezni polozaj i ostaje tamo (kriva b na slici 3.17). I treéi slucaj se
desava ukoliko je sredina izuzetno viskozna, tako da je maskimalna vrednost

HKretanje kod prigusenih oscilacija, sa malim prigusenjem, se naziva kvazi-periodi¢nim
jer nije ispunjen uslov periodi¢nosti elongacije x(t + T') = x(t) posto se amplituda oscilo-
vanja, kao §to smo videli, smnjuje sa vremenom. Medjutim, kod ovakvog kretanja postoji
periodi¢nost faze oscilovanja ® = wt + ¢, odnosno vazi ®(t + 1) = P(t), pa se period
kretanja ipak moze definisati. Kao sto smo videli, kvazi-periodi¢no kretanje je predstavl-
jeno kao proizvod jedne neperiodicne (Ae™?*) i jedne periodicne (cos(wt + )) funkcije
vremena.

120vaj tip kretanja se naziva kriti¢no aperiodi¢nim.
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sile koja izaziva prigusenje veca od amplitude restitucione sile, bv,,, > kA 1
b/2m > wy, kretanje sistema je aperiodi¢no. I u ovom slu¢aju nema oscilo-
vanja, sistem koji je izveden iz ravnoteze, vra¢a se u ravnotezni polozaj, a
vreme potrebno za povratak je utoliko veée ukoliko je veée prigusenje (kriva
¢ na slici 3.17).13

Slika 3.17: Grafik elongacije u zavisnosti od vremena kod prigusenog oscilo-
vanja sa razlicitim vrednostima koeficijenta prigusenja.

U bilo kom slucaju, kada postoji prigusenje, energija oscilatora je na kraju
jednaka nuli a izgubljena mehanicka energija prelazi u unutrasnju energiju
sredine.

Resavanje jednacine koja opisuje priguseno oscilovanje
Jednacina kretanja (3.47) se moze zapisati u obliku
i+ 281 +wir =0 (3.51)

gde je x elognacija, f = ﬁ koeficijent prigusenja, a wy ugaona frekvenca
slobodnih, odnosno neprigusenih oscilacija (pri § = 0, kada nema gubitka
energije).

Ukoliko se elongacija x zapise u vidu proizvoda dva faktora x(t) = e 7 2(t),
da bi videli kakav efekat ova smena ima na polaznu jednac¢inu moramo nadi
prvi, odnosno drugi izvod i zameniti u izraz (3.51). Kako su trazeni izvodi

d d

T = pr (e_ﬁtz(t)) = 2%6_& + e_ﬁt;iz = e_ﬁt(,é — [z)

13K ao §to se vidi sa slike na kojoj su predstavljena ova tri tipa kretanja sa prigusenjem,
gubitak energije je najbrzi kod kriticnog aperiodi¢nog kretanja.
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i — ;s(e% — Bz)) = e Uz — 282 + F2),
dobija se

e ™[5 — 285+ B2+ 28(2 — B2) + wiz] = 0. (3.52)

Dobijena jedna¢ina je proizvod faktora e~?! i faktora koji je izdvojen uglas-
tom zagradom. Kako relacija mora da bude jednaka nuli u svakom momentu
vremena,' odatle sledi da je izraz u uglastoj zagradi mora da uvek bude
jednak nuli. Kao sto je lako primetiti ovaj izraz nakon sredjivanja moze da
se zapise u obliku

i+ [wi — Bz =0. (3.53)
Ukoliko je 3 < wp moze da se uvede nova velicina w? = w? — 3%, tako da
prethodna jednacina postaje

P4+ w2z =0, (3.54)

a to je, kao Sto je poznato, jednacina linearnih harmonijsih oscilacija, ¢ije
opste resenje je oblika z = Agcos(wt + ), tako da je, obzirom na uvedenu
smenu, opste resenje jednacine prigusenih oscilacija, oblika

z(t) = Age P cos(wt + ), (3.55)
pri ¢emu je w = Jw? — 2.

3.2.1 Koeficijent prigusenja i period prigusenih oscilacija

U mnogim sistemima je koeficijent prigusenja mali u poredjenju sa frekven-
com sopstvenih oscilacija wy, f << wy. U tim slucajevima kretanje sistema
moze da se razmatra kao skoro harmonijsko oscilovanje frekvence w i sa ampli-
tudom koja se menja po zakonu A(t) = Age P (slika). Koeficijent prigusenja
[ na taj nacin odredjuje brzinu smanjenja amplitude oscilacija.

Period prigusenih oscilacija je
2w 27

= (3.56)
w Jw? — 32
Neka se prvi najvecéi otklon tela A; dostize u momentu vremena t;. Slede¢i
najveéi otkloni As, Az, ..., obrazuju geometrijsku progresiju:

Al = Aoe_ﬁtl,

T

14Prvi faktor, e, je jednak nuli samo za t — oo.
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AQ = Aoe_’g(t1+T),
A3 = A()G_ﬁ(t1+2T), (357)

Odnos dveju amplituda koje odgovaraju momentima vremena koji se raz-
likuju za jedan period je
A(ty) aT

At +T)
Veli¢ina e, koja definiSe taj odnos, naziva se dekrement prigusenja a njen
logarima logaritamski dekrement prigusenja

A(t1)
At + 1)
Vreme za koje se amplituda smanji e puta se naziva vreme relaksacije i ono
je jednako 7 = 1/(3. Broj oscilacija sistema za to vreme je
T 1 1

e — T = 57 - X’
pa je znaci, logaritamski dekrement prigusenja jednak recipro¢noj vrednosti
broja oscilacija, koje se izvrse za vreme relaksacije 7 = 1/0.

(3.58)

A=In =Ine’” = BT. (3.59)

3.2.2 Faktor dobrote

Cesto se za opsivanje oscilatornih sistema koristi i veli¢ina koja se naziva
faktor dobrote koja se definise kao

Q= g — 7N, (3.60)

koja je proporcionalna broju oscilacija N, koje se izvrSe za vreme relaksacije
T.
Kako je ukupna energija oscilatora proporcionalna amplitudi, pri oscilo-
vanju sa malim prigusenjem vazi
E = Eye ", (3.61)
odnosno, njegova energija opada sa vremeno, pri ¢emu je Fy ukupna energija

oscilatora u pocetnom momentu vremena. Gubitak energije oscilatora za
vreme od jednog perioda T je

—AE = E28T

odakle je
E Q
—AE 27
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3.3 Prinudne oscilacije

Gubitak energije oscilatora, izazvan oscilovanjem u sredini koja prigusuje kre-
tanje, se moze nadoknaditi primenom spoljasnje sile koja bi vrsila pozitivan
rad na sistemu. Energija moze biti dodati sistemu u bilo kom momentu vre-
mena, delovanjem sile koja deluje u smeru kretanja oscilatora. Na primer,
dete na ljuljaski ¢e se stalno kretati ukoliko ga pravovremeno poguramo.
Amplituda kretanja ¢e, pri ovakvom nacinu kretanja, ostati konstantnom,
ukoliko pri svakom ciklusu kretanja u sistem ubacimo energiju jednaku onoj
koju je sistem izgubio usled prigusenja. Kretanje ovakve vrste se naziva
prinudno oscilovanje.

Kao sto je jasno iz ovog razmatranja, prinudna sila koja deluje na os-
cilator koji osciluje priguseno, da bi odrzala oscilacije mora da bude takodje
periodi¢na, odnosno oblika F' = F,, coswt, gde je w frekvencija periodi¢ne
spoljasnje sile a F}, njena amplituda. Jednacina kretanja sada postaje

d*x dx
m ol kx —b 7

Nakon dovoljno dugo vremena, energija koju prilikom ciklusa-jedne pune
oscilacije, u sistem ubaci prinudna sila postane jednaka energiji koja se izgubi,
sistem pocne da osciluje sa konstatnom amplitudom. U tom sluc¢aju resenje
ove jednacine je oblika

+ F,, coswt. (3.62)

x = Acos(wt + ¢). (3.63)

Resavanje jednacine koja opisuje prinudno oscilovanje
Jednacina (3.62) moze da se zapiSe u obliku
i+ 281 + wir = fcoswt, (3.64)

gde je f = F,,/m. Kao §to je lako videti, leva strana ove jednacine je ista
kao i leva strana jednacine (3.51), a razlika je u tome $to, za razliku od
jednacine koja opisuje priguseno oscilovanje, ovde na desnoj strani nemamo
nulu nego neko funkciju vremena. U tom smislu se ova jednacina naziva
nehomogenom diferencijalnom jednac¢inom. Kada ne bi bilo prinudne sile i
sile trenja, odnoso otpora sredine, ova diferencijalna jedna¢ina bi opisivala
slobodno oscilovanje ugaonom frekvencom wy.

Interesantno je proveriti pod kojim uslovima je (3.63) resenje diferenci-
jalne jedna cine prinudnog oscilovanja. U tu svrhu treba ovo, pretpostavljeno,



130 GLAVA 3. OSCILACIJE

reSenje zameniti u jednacinu i proveriti uslove koji mora da vaze da bi je ono
zadovoljavalo. Zapravo, re¢ je o uslovima na konstante A i ¢ koji ¢e time
biti namentnuti.

Iz izraza (3.63), se za prvi, odnosno drugi izvod po vremenu dobija

i =—Awsin(wt + @), 7= —Aw?cos(wt + ¢), (3.65)
sto nakon zamene u (3.64) daje

— Aw? cos(wt + ) — 2BAwsin(wt + ) + wiA cos(wt + @) = f coswt.

Koristeci pravila za razlaganje trigonometrijskih funkcija zbira uglova, ovaj
izraza moze da se zapise kao

A(wi—w?)(cos wt cos p—sin wt sin ) —2B3A(sin wt cos p-+coswt sin ) = f coswt.
Da bi ova jednacina bila zadovoljena, moraju koeficijenti (izrazi) koji stoje
uz cos wt i sinwt sa obe strane jednacine da budu jednaki, sto dovodi do toga
da mora da vaze slede¢i uslovi

A(wg — w?) cosp — 2BAwsinp = f

A(wg — w?) sin g + 28Aw cos ¢ = 0. (3.66)

Iz druge jednacine se dobija

2Bw
t =——-: 3.67
= - (3.67)
a dizanje na kvadrati i sabiranje obeju jednacina daje
A~ ) + 457 = 2,
odakle je amplituda uspostavljenih prinudnih oscilacija
A= / (3.68)

\/(wg —w?)2+ 4ﬁ2w2.
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3.3.1 Amplituda prinudnih oscilacija

Ukoliko se resenje (3.63), zameni u jednacinu kretanja (3.62), za amplitudu
prinudnih oscilacija se dobija

F./m ‘
i ()

U ovoj jednacini je wy = \/k/m, ugaona frekvencija neprigusenih oscilacija
(b=0).

A:

(3.69)

3.3.2 Rezonancija

Amplituda oscilacija kod prinudnog oscilovanja, je proporcionalna amplitudi
prinudne sile. Interesantno je primetiti da ako menjamo frekvencu prinudne
sile w pri konstantnoj frekvenci wy spostvenih oscilacija, menja se i amplituda
prinudnih oscilacija. Za neku vrednost frekvence prinudne sile ona ¢e imati
maksimum koji moze da se odredi na osnovu analize zavisnosti amplitude od
frekvence date jednac¢inom (3.69). Ustvari, amplituda ¢e imati maksimalnu
vrednost kada imenilac tog izraza bude minimalan, a on ¢e biti minimalan
kada mu je izvod po frekvenci prinudne sile (koja je jedina promenljiva koja
utice na njegovu promenu) jednak nuli, odnosno kada je

—2(wp — w?)2w + 83*w = 0.

Ovaj izraz moze biti jednak nuli u dva slucaja. Prvi odgovara situaciji kada
je w =0, sto bi odgovaralo situaciji da je prinudna sila konstantna, a znamo
da to nije, ve¢ se periodotno menja, a drugi da je

w? = wi - 262

Ova frekvenca prinudne sile se naziva rezonantnom, a pojava da amplituda
dobija maksimalnu vrednost se naziva rezonancijom. Rezonantna frekvencija

Wre, j€ prema tome
_ /2
Wrez = u)0 - 2527

f

28\/wd — 32

a rezonantna amplituda je

Arez =
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Odavde se vidi da, kada je otpor sredine jednak nuli, tj. § = 0, rezonantna
amplituda postaje jednaka amplitudi slobodnih oscilacija w,., = wy a ampli-
tuda u tom slucaju tezi beskonacnosti.

3.4 Slaganje oscilacija

Kako je u prirodi prava retkost da na telo deluje samo jedna sila, interesantno
je razmotriti kretanje oscilatora pod dejstvom dve sile od kojih svaka za sebe
moze da izazove oscilatorno kretanje. Rezultujuce kretanje je u tom slucaju
takodje periodi¢no. Ovakva slucaj je recimo ukoliko pomoéu opruge obesimo
teg o tavanicu vagona u kretanju. Teg ¢e oscilovati oko svoje tacke vesanja
koja pak sa svoje strana osciluje na oprugama samog vagona pa ¢e on na taj
nacin vrsiti kretanje koje se sastoji iz dva oscilovanja duzi iste prave.
Elongacije ova dva kretanja su

x1 = Ajcos(wit + 1), xy = Aycos(wat + pg) (3.70)
a ukupna elongacija je zbir
x = x1 + 2y = Ay cos(wit + 1) + Az cos(wat + ¢2). (3.71)

Rezultujuce kretanje je takodje oscilatorno, sto znaci da bi trebalo da ima
oblik (3.4), a da bi se odredilo kolike su mu amplituda, frekvencija i pov
cetna faza, treba ustvari videti pod kojim uslovima se prethodna jednacina
za ukupnu elongaciju svodi na ovaj izraz. To u op stem slucaju nije lak
posao pa ¢emo ga uraditi za neke specijalne slucajeve koji se relativno lako
resavaju.

3.4.1 Slaganje oscilacija istog pravca i istih frekvencija

Ima smisla razmotriti prvo rezltat slaganja dva oscilovanja istog perioda koje
se vrse sa nekom razlikom faza i imaju razlicite amplitude. U tom slucaju je
rezltujuca elongacija

xr =21+ x93 = Ay cos(wt + ¢1) + Az cos(wt + ). (3.72)

Ukoliko se primene pravila za razvoj trigonometrijskih funkcija od zbira
uglova, dobija se

x = Aj[coswt cos 1 — sinwt sin ;] + As[cos wt cos g — sin wt sin o), (3.73)
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odnosno, nakon izdvajanja sabiraka koji sadrze vreme kao promenljivu
x = [A; cos gy + Ay cos ps] coswt — [Agsinp; + Agsings|sinwt.  (3.74)

Da bi ovaj izraz mogao da se svede na izraz koji opisuje haromonijsko oscilo-
vanje (3.4), faktori koji se nalaze u uglastim zagradam treba da se zapisu u
obliku

Ajcos gy + Ay cospy = Acos g, (3.75)
Ajsin g + Agsinpy = Asin g, (3.76)

tako da je sada elongacija rezultujuceg oscilovanja
x = Acospcoswt — Asinpsinwt = A cos(wt + ¢), (3.77)

gde je A amplituda rezultujeée oscilacije, w njena frekvenca, a ¢ njena
pocetna faza. Frekvenca rezultujuce oscilacije se poklapa sa frekvencama
pojedinih oscilacija ¢ijim slaganjem je nastala, dok amplitudu i pocetnu fazu
treba odrediti iz jednacina (3.75) i (3.76) kojima su definisane. Tako se
kvadriranjem i sabiranjem tih dveju jednacina za amplitudu dobija

A= \/A% + A% + 2A1A2 COS(QPQ - gOl), (378)
dok njihovo deljenje daje izraz za pocetnu fazu ukupne oscilacije

. Ay sin @ + Ay sin o
any = .
14 Aj cos 1 + As cos o

(3.79)

3.4.2 Slaganje oscilacija bliskih frekvencija (udari)

Interesantan je slucaj slaganja harmonijskih oscilacija istog pravca i frekvenci
koje nisu iste ali se malo razlikuju. Videéemo da se rezultujuce kretanje
moze razmatrati kao harmonijsko kretanje sa pulsiraju¢om amplitudom koje
se naziva udari ili izbijanja.

Oznacimo frekvenciju jednog oscilovanja sa w, a drugog sa w + Aw pi
cemu je Aw << w. Pretpostavimo da su amplitude iste’® i da su jednake

5Qva i druge pretpostavke ne utiéu na opstost zakljucaka ali znatno uproséavaju analizu
problema.
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A. Takodje mozemo da pretpostavimo da su pocetne faze obeju oscilacija
jednake nuli.!® Jednacine oscilovanja u tom slu¢aju postaju

r1 = Acoswt, x5 = Acos(w+ Aw)t, (3.80)

a njihov zbir je
Awt
T =11+ T = (2A cos 2) cos wt, (3.81)

pri ¢emu je u drugom faktoru zanemaren ¢lan Aw/2 u poredjenju sa w.

A

Slika 3.18: Udari.

Grafik ove funkcije je predstavljen na slici 3.18. Kao rezultat superponi-
ranja dva oscilovanja bliskih frekvenci dobija se kretanje ¢ija elongacija (3.81)
je proizvod dva faktora koja zavise od vremena. Prvi, odnosno, faktor koji
se nalazi u zagradi se menja sa vremenom sporije od drugog faktora. Zbog
¢injenice da je Aw << w, za vreme dok mnozitelj coswt izvrsi nekoliko
puniho oscilacija, mnozitelj koji se nalazi u zagradi, se veoma malo promeni.
Na osnovu ovoga mozemo, oscilovanje definisano jednacinom (3.81) da raz-
matramo kao harmonijsko oscilovanje frekvence w ¢ija amplituda se menja po

16Naime, kako se kretanja odvijaju nejednakim ugaonim brzinama, fazna, razlika oscilo-
vanja se menja sa vremenom, pa mozemo za pocetni trenutak da uzmemo upravo onaj
kada su one jednake, Sto znaci da ¢e pocetne faze u tom trenutnku biti jednake nuli. Iz
ovoga vidimo da, uzimanje da su pocetne faze jednake nuli, znac¢i ustvari pogodan odabir
nultog vremenskog trenutka.
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periodi¢nom zakonu. Kako je amplituda pozitivna veli¢ina, u ovom slucaju
je predstavljena izrazom

At) = PA cos A;dt . (3.82)

Ova funkcija je periodicna funkcija, a kako se radi o apsolutnoj vrednosti
kosinusne funkcije, period promene vrednosti amplitude je odredjen izrazom

A
2
odakle je trazeni period
2
T,=—. 3.83
AL (3.83)
Frekvenca promene amplitude je, prema tome,
1 Aw
== — = Av, 3.84
S O T (3:84)

odnosno, ona je jednaka razlici frekvencija v, — vy posmatranih oscilovanja.

3.4.3 Vektorski dijagram

Slaganje oscilacija, kada je re¢ o oscilacijama istog pravca, postaje elegantnije
i ociglednije ako se oscilacije predstave graficki u obliku vektora u ravni,
odnosno vektorskim dijagramom.

Kao sto je ve¢ napomenuto u 3.1.4, harmonijsko oscilovanje moze da se
zada uz pomo¢ vektora koji uniformno rotira (slika 3.19) i ¢ija je duzina jed-
naka amplitudi oscilovanja. Projekcija ovog vektora na x osu vrsi harmoni-
jske oscilovanje amplitude jednake duzini vektora, ugaone frekvence jednake
ugaonoj brzini rotiranja vektora i pocetne faze jednake uglu koji je vektor
obrazovao sa ovom osom u poc¢etnom momentu vremena.

Da vidimo sada kako izgleda superponiranje dva harmonijska oscilovanja
istog pravca i iste ucestanosti. Ukupna elongacija tela je zbir elongacija

1 = Ajcos(wt + 1), x9 = Agcos(wt + ¢3). (3.85)

Oba oscilovanja ¢emo, u skladu sa osnovnom idejom, predstaviti pomocu dva
vektora A; i Ay (slika 3.20). Vektor A je zbir ova dva vektora a, kao sto je
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Slika 3.19: Vektorski dijagram.

PV
Pts 71
- ;o
-7 7
- Iy
ey S
/ 1
i }?3\( / I
A, /?(/ Y !
/ |
/ 1
/
/ i
4 |
1
1 1
-t
1 1
A, i
l 1
P, ¢ ] |
0, 1 1 -
>
@] X X, X

Slika 3.20: Vektorski dijagram za slaganje dveju oscilacija.
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lako videti sa slike, njegova projekcija na x osu je jednaka zbiru projekcija
vektora A; 1 Ay
T =2 + To. (3.86)

U skladu sa tim, rezultujuéi vektor A predstavlja rezultujuce oscilovanje. On

rotira istom ugaonom brzinom kao i vektori A i fYQ, tako da ¢e rezultujuce
oscilovanje biti harmonijsko sa frekvencomw, amplitudom A i pocetnom fa-
zom . Iz konstrukcije slike se vidi (primena kosinusne teoreme ili primenom
pravila za skalarni proizvod vektora A=A, + A, sa samim sobom!”) da je

A2 = A% + Ag + 2A1A2 COS(()OQ - QOl) (387)

t Al sin ®1 + A2 sin )
anp = .
14 Aj cos 1 + As cos o

(3.88)

Moze da se kaze da predstavljanje harmonijskih oscilacija preko uniformno
rotirajuc¢ih vektora omogucuje da se sabiranje vise oscilacija svede na sabi-
ranje odgovarajuc¢ih vektora. Ovaj nacin sabiranja oscilacija je prostiji i
oc¢igledniji od direktnog sabiranja elongacija x; i x5 tokom koga je, kao Sto
smo ti videli u prethodnom poglavlju, neophodno vrsiti odredjen trigonometri-
jske transformacije.

Proanalizirajmo sada izraz (3.87) za amplitudu rezultujuéeg oscilovanja.
Ukoliko je razlika faza posmatranih dveju oscilacija ¢s — 1 jednaka nuli, am-
plituda rezultujuceg oscilovanja je jednaka zbiru amplituda A; i As. Ukoliko
je razlika faza jednaka + ili —m (oscilacije se nalaze u protivfazi) amplituda
rezultujuceg oscilovanje je jednaka |A; — As|. Ukoliko frekvencije oscilovanja
nisu jednake, vektori A i A, rotiraju nejednakim ugaonim brzinama. U tom
sluc¢aju rezultujuci vektor A pulsira po intenzitetu i rotira nenuniformno. U
skladu sa tim, rezultujuce kretanje nije prosto harmonijsko oscilovanje, veé¢
neki slozeni oscilatorni proces.

3.4.4 Slaganja medjusobno normalnih oscilacija

Posmatrajmo rezultat slaganja dva oscilovanja koja se vrse u medjusobno
normalnim pravcima. To znaci da materijalna tacka ucestvuje istovremeno
u dva medjusobno normalna oscilovanja i pretpostavimo, da bi lakse izvrsili

17IZ A2 = g f_l': (gl + gg) . (gl + EQ) = gl . gl + /TQ . /TQ + 214‘1 . A'Q, 1maJuél u vidu
da je ugao izmedju vektora A; i Ay jednak o — 1 se dobija trazena relacija.
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analizu, da je re¢ o oscilovanjima istih frekvencija, odnosno perioda. Ukoliko
se ta dva kretanja vrse po z i po y pravcu, jednacine oscilovanja ¢e biti

r = Ay cos(wt +¢;), y=A,cos(wt+¢,) (3.89)

gde su sa A;, Ay, v 1 ¢y, oznacene odgovarajuce amplitude i pocetne faze.
Trajektorija materijalne tacke, buduéi da je funkcija koja povezuje = i y
koordinatu, se dobija iz prethodnih dveju jednacina, eliminacijom vremena
iz njih. Ona ¢e predstavljati jednacinu krive linije u xOy ravni, a da je dobili
zgodno je prethodne jednacine zapisati u obliku

Ai = coswt cos p, — sinwt sin ¢, (3.90)
Ai = coswt cos p, — sinwt sin ¢, (3.91)
y

Mnozedi jednacinu (3.90) sa cosp,, a (3.91) sa cosp, i uzimajuéi njihovu
razliku, dobija se

= cos Oy — Y cos @, = sinwtsin(yp, — ¥,). (3.92)
A, A,

Mnozeéi sada (3.90) sa sinp, a (3.91) sa sinp, i opet uzimajuéi njihovu
razliku, dobijamo

2 Gin Oy — Y sin 0, = coswtsin(p, — ¢s). (3.93)
A, A,

Dizuéi na kvadrat i sabirajuc¢i poslednje dve jednacine, dobijamo jednacinu u
kojoj nema eksplicitne vremenske zavisnosti, odnosno jednacinu trajektorije

P Te Ty

— 4+ = -2 cos(p, — ©z) = sin?(p, — @.). (3.94)
A2 AL T ALA, Y Y

xT

Ova jednacina, u opstem slucaju predstavlja jednacinu elipse, Cije osobine
su odredjene vrednos¢u razlike pocetnih faza posmatranih medjusobno nor-
malnih oscilacija.
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Razlika pocetnih faza jednaka nuli

U ovom slucaju, obzirom na vrednosti kosinusne i sinusne funkcije za vrednost
argumenta od nula radijana, jednacina trajektorije (3.94) je

2 2
P
A2 AT TALA,

0 (3.95)

Sto se moze zapisati kao kvadrat razlike x /A, i y/A,, ili kao

A
Y = A—ix (3.96)

Odavde se vidi, da je trajektorija u tom sluc¢aju prava linija (slika 3.21) koja

prolazi kroz koordinatni pocetak i zaklapa sa x osom ugao ¢iji je tangens
jednak odnosu amplituda A,/A,.

Slika 3.21: Rezultat slaganja dve normalne oscilacije istih faza.

Da bi videli kakav je karakter kretenja materijalna tacke duzove prave
linije, potrebno je videti kako se sa vremenom menja njen polozaj na putanji.
On je odredjen odseckom s za koji, obzirom da su pocetne faze oba oscilovanja
iste, zazi

s=/z24+y? = \/Ag cos?(wt + ) + A2 cos?(wt + @) = \/Ai + A2 cos(wt+),
(3.97)

odakle se vidi da je re¢ o harmonijskom oscilatornom kretanju sa amplitudom

A=[A2 A2
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Razlika pocetnih faza jednaka =
U ovom slucaju, obzirom da je ¢, — ¢, = 7, jednacina trajektorije je
2 2

vy zy
— —_— 2 = .
FER TR il (3.98)

Sto znaci da je opet re¢ o pravoj liniji ali sa jednacinom

= (3.99)

Slika 3.22: Rezultat slaganja dve normalne oscilacije suprotnih faza.

Amplituda rezultujuéeg oscilovanja je ista kao i u prethodnom slucaju.

Razlika pocetnih faza 7/2 ili 37/2

Ako je fazna razlika ¢, — ¢, jednaka 7/2 ili 37 /2, jednacina trajektorije ima
oblik

2 2
AN Y (3.100)

A2 A2
x y
Sto predstavlja jednacinu elipse, Cije se ose poklapaju sa koordinatnim osama
(3.23). Ukoliko je fazna razlika 7/2, tacka se po elipsi kreée u smeru kretanja
kazaljke na casovniku. To se moze pokazati ako se jednacine oscilacija (3.89)
napisu u slede¢em obliku

r = Ay cos(wt+¢), y=A,cos (wt +o+ ;T) = —A,sin(wt +¢). (3.101)
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N

Slika 3.23: Elipti¢no kretanja kao rezultat slaganja dva medjusobno normalna
harmonijska oscilatorna kretanja.

U trenutku vremena kada je argument oba izraza jednak nuli (wt + ¢ =
0), telo koje osciluje se nalazi u tacki A (slika 3.23). U sledeém trenutku
argument poraste, pa je x koordinata pozitivna a y negativna, Sto znaci da
se tacka pomerila nadole, u smeru kretanja kazaljke na ¢asovniku. Ako je
pak, fazna razlika 37/2, analognim rasudjivanjem se moze pokazati da se
tacka po elipsi krec¢e u suprotnom smeru od kazaljke na ¢asovniku.

Takodje se moze zakljuciti da, uvek kada se promeni znak fazne razlike,
kretanje po elipsi menja svoj smer. Osim toga, kada su amplitude oscilacija
koje se sabiraju jednake, elipsa postaje kruznica.

Prema tome, dva uzajamno noralna harmonijska oscilovanja

r = Acoswt, y= Acos (wt—l— ;T) ,

mogu da se predstave u obliku
xr = Acoswt, y=—Asinuwt,

a kao rezultujuce oscilovanje daju ravnomerno kretanje po kruznici poluprecnika
A i sa ugaonom brzinom w, koje se vrsiu smeru kretanja kazaljke na satu.
Vazi naravno i obrnuto, ravnomerno kretanje po kruznici poluprecnika A
u smeru kazaljke na casovniku, ugaonom brzinom w, moze da se razlozi na
dva medjusobno normalna harmonijska oscilovanja predstavljena prethodnim
izrazima.

Takodje i dva medjusobno normalna harmonijska oscilovanja

3
xr = Acoswt, y= Acos (wt—i— ;) = Asinwt
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daje rezultujuée kretanje po kruznici poluprecnika A sa ugaonom brzinom w
koje se vrsi u smeru suprotnom od smera kretanja kazaljke na ¢asovniku.

3.4.5 Modulacija

Slozeno oscilovanje prilikom koga se amplituda sporo menja (u poredjenju
sa periodom oscilacija) naziva se modulisano oscilovanje'®. Modulisano os-
cilovanje nije harmonijsko oscilatorno kretanje, ali moze da se razlozi na niz
harmonijskih kretanja. Uzmimo za primer oscilovanje

r = Acoswyt
¢ija se amplituda menja npr. po zakonu
A=A + Ay cosuwt,
gde su A; i Ay kontante pri ¢emu je Ay < A1 1 w << wy. To znaci da
se amplituda A menja u toku vremena izmedju vrednosti A; + Ay (kada je

wt =0)1 A; — A (kada je wt = 7). Ukoliko zamenimo navedenu vrednost
amplitude u izraza za elongaciju dobija se

x = (A1 + Az coswt) coswot = Aj cos wot + Ay cos wt cos wyt,

odnosno
A A
xr = Aj coswpl + 72 cos(wp + w)t + 72 cos(wy — w)t. (3.102)

Ovo zna¢i da posmatrano (modulisano) kretanje, iako nije harmonijsko, moze
da se prikaze kao zbir tri harmonijska oscilatorna kretanja sa frekvencijama
wo, wo + w 1wy — w 1 sa amplitudama Ay, Ay/21 Ay/2.

3.4.6 Razlaganje oscilacija. Spektar

U prethodnim poglavljima je pokazano da se, pri slaganju dva harmonijska
oscilovanja koja se vrse duz iste prave i imaju iste frekvencije, kao rezultat
dobija takodje harmonijsko kretanje iste frekvencije. Ukoliko se slazu dva

8Tac¢nije receno ovo je sluéaj amplitudne modulacije (AM). Osim nje postoji i
frekventna (FM) i fazna modulacija (PM)
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oscilovanja razlicitih frekvencija, rezultujuce oscilovanje ima slozeniji karak-
ter (slika 3.24). Na ovoj slici, u gornjem redu je prikazano harmonijsko oscilo-
vanje frekvencije wy i odredjene amplitude A;. U srednjem redu je prikazano
drugo, takodje harmonijsko, oscilovanje ¢ija je frekvencija wy odredjen broj
puta manja od frekvencije w; a ¢ija je amplituda A, odredjen broj puta veca
od amplitude A;. U donjem redu je prikazano oscilovanje koje nastaje su-
perpozicijom prva dva; elongacija x tacke koja vrsi to slozeno oscilovanje je
u svakom trenutku jednaka zbiru elongacija prvog i drugog oscilovanje

Tr =21+ Ta.

Interesantno je postaviti pitanje da li moze da se resi obrnut zadatak, odnosno
da li je moguce dato slozeno oscilovanje, u opstem slucaju razloziti na har-
monijska. U navedenom slucaju je to moguce jer je slozeno oscilovanje ustvari
zbir dva predstavljena harmonijska oscilovanja prikazana na prva dva reda

slike.

A
X, ®

NNANNNNNANNNNNNN .
VVVVVVVVVVVVV\ p

0,

p p

Slika 3.24: Slaganje dva harmonijska oscilatorna kretanja frekvencija wy i wo.

Kao sto smo do sada videli rezultat slaganja dva harmonijska oscilovanja
zavisi od odnosa njihovih frekvencija, amplituda i pocetnih faza. Ukoliko
imamo vise od dva harmonijska oscilovanja, rezultujuce oscilovanje poprima
jos slozeniji karakter. Ovo usloznjavanje rezultujuceg oscilovanja, ukazuje na
to da je oscilovanje vrlo slozenog oblika verovatno moguce prikazati kao zbir
veceg broja harmonijskih oscilovanja razli¢itih amplituda i frekvencija.
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U visim kursevima matematike se pokazuje da svaka periodi¢na funkcija
r = F(wt), perioda 27, moze da se predstavi u obliku beskonacnog zbira
trigonometrijskih funkcija

xr = Ay + A coswt + Ay cos 2wt + Az cos 3wt + - - -

+ By sinwt + By sin 2wt + Bs sin 3wt + - - - (3.103)

koji se naziva Furijeov red, pri ¢emu se koeficijetni Ag, Ay, As, ... 1 By, By, B, ...
za dati oblik funkcije F'(wt) izracunavaju preko odredjenih formula koje
ne¢emo ovde navoditi, ve¢ ¢emo na ovom mestu proanalizirati posebno in-
teresantne slucajeve.
Prvi od njih se odnosi na situaciju kada je funkcija F'(wt) parna , tj. kada
za nju vazi
F(—wt) = F(wt).

Obzirom na oblik funkcije (3.103), to je moguée jedino ukoliko su koeficijenti
uz sinusne sabirke jednaki nuli, tj. By = By = B3 = --- =0, i u tom slu¢aju
razvoj funkcije u red izgleda ovako

x = Ay + Aj coswt + Ay cos 2wt + Az cos 3wt + - - -. (3.104)

Za neparnu funkciju, odnosno funkciju koja menja znak prilikom promene
znaka argumenta, tj. F'(—wt) = —F(wt), koeficijent Ay kao i svi koeficijenti
uz kosinuse (A, Ag, - - +) moraju da budu jednaki nuli, pa je razvoj (3.103)
sada

xr = By sinwt + By sin 2wt + Bz sin 3wt + - - - (3.105)

Na osnovu prethodne analize se moze zakljuciti da svako periodi¢no
oscilovanje, u principu moze da se razlozi na sumu harmonijskih oscilovanja
c¢ije su frekvencije w, 2w, 3w, ...

Na osnovu ovde izlozenog, relativno je lako pokazati kako moze, da se
jedna pravougaona oscilacija (slika 3.25) da se razlozi na harmonijske os-
cilacije odgovarajuc¢ih frekvencija.

U tu svrhu pogledajmo kako izgleda rezultujuce oscilovanje dobijeno sla-
ganjem, za pocetak dve harmonijske oscilacije frekvenci w i 3w ¢ije su ampli-
tude A i A/3 (slika3.26).

Dodajemo sada na ovo jos jednu harmonijsku oscilaciju ¢ija je frekvenca
Sw a amplituda A/5. Rezultat slaganja je prikazan na slici 3.27.

Ovakav postupak treba nastaviti i dalje, dodavanjem novih harmonijskih
oscilacija sve vece i vece frekvencije, pri ¢emu je lako zakljuciti da ¢e rezultat



3.4. SLAGANJE OSCILACIJA 145

Slika 3.25: Rezultat slaganja dve harmonijske oscilacije ¢ije frekvencije stoje
u odnosu 1:3 a amplitude u odnosu 1:1/3.

A3 3o

JANEVAN s
VoV

Slika 3.26: Rezultat slaganja dve harmonijske oscilacije ¢ije frekvencije stoje
u odnosu 1:3 a amplitude u odnosu 1:1/3.
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Slika 3.27: Rezultat slaganja tri harmonijske oscilacije ¢ije frekvencije stoje

u odnosu 1:3:5 a amplitude u odnosu 1:1/3:1/5, dobijen dodavanjem trece
na rezultat slaganja prve dve oscilacije.

I 30 S0 To o

>

Slika 3.28: Rezultat harmonijske analize slozenog pravougaonog kretanja.
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slaganja biti oscilacija koja ¢e sve viSe i vise da podseta na pravougaonu
oscilaciju. Na osnovu ovoga se moze zakljuciti da se jedna takva oscilacija
moze prikazati kao slede¢i beskonacan zbir

: A A A
xr = Asinwt + §sm3wt + = sin dwt + 7sm7w + e (3.106)

Postupak razlaganja slozene periodi¢ne funkcije na prosta harmonijska
oscilovanja se naziva harmonijska analiza, a oscilacije dobijene razlagan-
jem ¢ine harmonijski spektar slozene oscilacije sa razlicitim amplitudama i
frekvencijama.

Rezultati harmonijske analize se prikazuju tako Sto se na apsicsnu osu
nannose vrednosti frekvencija a na ordinatu amplituda oscilacija. Dobijeni
spektar slozenog periodiénog kretanja se sastoji od odvojenih linija.

3.5 Primeri i zadaci

1. Odrediti period oscilovanja tega mase 2,5 kg, obesenog o oprugu ako
se ona, pod dejstvom sile 30 N istegne za 9 cm.

o Koeficijent elasti¢nosti opruge se dobija kao odnos sile od 3 N i is-
tezanja od 9 cm koje ona izaziva

30N _11035
- 0,09m 3 m’

Koristeci ovaj rezultat, period ovog oscilatora je

m [2,5kg - 3m
T =27 E:27T 10f]\/v:o,54$

2. Matematicko klatno osciluje po zakonu x = xgsinwt. Odrediti odnos
kineticke i potencijalne energije u slede¢im vremenskim trenucima: t; =

k

Lota=%1it3=1.

o Argument sinusne funkcije koja opisuje elongaciju oscilovanja je wt =
2%75 a za trazene momente vremena ima vrednosti, redom: wt; = §,
u)tg =T 1 wtg =z

4 3"
Odnos kineticke i potencijalne energije oscilovanja, u opstem slucaju je

2 T - ’
E, ko wkh? sin®wt

2
E, ™ v? cos® wt
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a za trazene momente vremena se dobija da je, redom: 3, 1 i %

Odrediti odnos perioda oscilovanja matematickog klatna koje se krec¢e
u zemljinom gravitacionom polju vertikalno navise sa ubrzanjem a =
1m/s?, i matematickog klatna iste duzine koje se kreée nanize po in-
tenzitetu jednakim ubrzanjem.

¢ Period matematickog klatna 7" = 27r\/g se modifikujeu 7" = 27 gﬁ,
I

7o u zavisnosti od toga da li se klatno, kao celina,
krec¢e navise ili nanize. Odnos ova dva perioda je

odnosno T" = 2n

"  Jg+a
T Vg—a

=1,11.

. Materijalna tacka mase m = 32 g se krec¢e po zakonu

t
T = XgCOS (27TT)

gde je g = 0,1 m, T'= 16 s. Odredti: maksimalnu vrednost sile pod
¢ijim dejstvom se odvija ovo kretanje, vrednost sile u ¢t = 0 kao i grafik
zavisnosti sile od vremena.

. . . .. . 2
o Maksimalna vrednost sile je F,, = ma,, i iznosi F,, = m%xo =

0,49 mN, dok ona u pocetnom trenutku ima vrednost F'(0) = —kxy =
2
—mwiTy = —mi% zo = —0,49 mN.
F[mN]

i i i >
/t 8 12 16 20 24 2\ t
0,494 N

Slika 3.29:

Stap duzine L = 1,5 m moze da osciluje oko horizontalne ose koja
prolazi kroz jedan njegov kraj. Gustina Stapa raste linearno pocev od
neke vrednosti pg = 2 g/cm? koju ima na kraju o koji je okacen, do
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vrednosti po+cL, koju ima na suprotnom kraju (¢ = 0,5 g/cm*). Koliki
je priod oscilovanja Stapa?

o Stap se pri ovom kretanju ponasa kao fizicko klatno ¢iji je period os-
cilovanja T' = 27,/ migd, gde je I moment inercije stapa a d je udaljenost
centra mase Stapa od tacke veSanja.

Moment inercije §tapa dobijamo integracijom izraza dmr?, koji pred-
stavlja moment inercije delica Stapa duzine dr i mase dm po duzini
Stapa. Masa jednog takvom deli¢a je dm = pdV', dok je gustina, prema
uslovima zadatka p = py + cr. Zapremina posmatranog deli¢a Stapa
moze da se zapise kao dV = Sdr, gde je S povrsina poprecnog preseka
stapa. Na osnovu ovoga je moment inercije

- 2 Lo Log 3 (po cL
I:/ (po + cr)r Sdr:poS/ rdr—l—cS/ Pdr = SI <3+4>.
0 0 0

“ s . frdm .
Polozaj centra masa Stapa, rcy = —, je

1 L L L L? L
rom = —/ r(po+er)Sdr = pOS/ rdr+cs/ ridr = oL (Po + C) :
m Jo m Jo m Jo m \ 2 3

Kako je on odredjen u odnosu na tacku vesanja, ovaj izraz istovremeno
predstavlja velicinu d u izrazu za period fizickog klatna. Na osnovu
ovako dobijenih podataka, period je

= 4S.

T —9n L(4po + 3cL)
29(3po + 2cL)

. O dve opruge okaceni su tegovi masa m; i me, pri ¢emu je my; > mo a
izduzenje opruga je jednako i iznosi [. Koji teg ia veci period oscilovanja
a koji, pri jednakim apmlitudama, ima vec¢u energiju. Mase opruga

zanemariti.
2 m
T=—=2m/—
wWo k

Ovde je k koeficijent elasticnost koji je odredjen silom koja izaziva
izduzenje opruge za jedni¢nu duzinu, k = % pa je

o

k1:¥7ikl

— M2y
l
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Na osnovu ovoga su period jednaki i iznose

T:27T\/7
g

Energije oscilovanja su

pa Ce veCu energiju imati teg veée mase.

. Materijalna tacka osciluje po zakonu z(t) = A cos(wt+¢), gde je A =2

cm. Odrediti pocetnu fazu ¢, ako je z(0) = —v/3 cm i #(0) < 0.

¢ Iz jednacine oscilovanja je
z(0) = Acos gy,

odakle je cospy = x(0)/A = —/3/2, odnosno py = © + 7/6. Da bi
odrediti koju od ove dve vrednosti da uzmemo za pocetnu fazu potreban
nam je joS jedan podatak a on je dat sa ©(0) < 0. Iz izraza za brzinu

i(t) = —wA cos(wt + @),

odakle je #(0) = —wAsinpy. Pocetna brzina je negativna pri neg-
ativnim vrednostima sinusa, odnosno za uglove izmedju 0 i 7, pa je
pocetna faza ¢y =7 — /6 = 51 /6.

. Materijalna tacka mase m = 5 g vrsi harmonijske oscilacije sa frekvenci-

jom v = 0,5 Hz. Amplituda oscilovanja je A = 3 cm. Odrediti: brzinu
tacke u momentu vremena ty, kada je eleongacija x = 1,5 cm, mak-
simalnu silu F},,, koja deluje na tacku i ukupnu energiju oscilovanja
tacke.

¢ Iz jednacine oscilovanja je
x = Acos(2mvt + o)
se za brzinu dobija

v =10 ==2nvAsin(2rvt + @y).
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Ako iz ova dva izraza eliminiSemo vreme dobija se

x? v?

yEl (2 A)? =1

pa je

v(t) = £2mvV A2 — 2?2 = £8,2 cm/s.
Sila se moze dobiti kao prozivod mase i ubrzanja koje je
a=1v=—(2rv)?Acos(2mvt + o).

pa je sila
F = —m(27v)* A cos(2mut + ¢q).

Maksimalna vrednost sile je, prema tome,

Frnae = mA(27v)? = 1,5 mN.

Ukupna energija je

e

E = 2mmiPA? = 22 ).

9. Dva matematicka klatna, jednakih masa ali razli¢itih duzina, osciluju
jednakim ugaonim amplitudama «. Koje od ova dva klatna ima vecu
energiju?

¢ Ukupna energija oscilovanja materijalne tacke je jednaka zbiru kineticke
i potencijalne a takodje je jednaka maksimalnoj kinetickoj (tada je po-
tencijalna nula) ili maksimalnoj potencijalnoj (kada je kineticka jed-
naka nuli). U ovom slucaju je zgodno uporediti maksimalne poten-
cijalne energije koje su odredjene maksimalnim otklonom. U ovim
sluc¢ajevima tegovi su, u odnosu na njihov ravnotezni polozaj, podignuti
na visinu
h =1(1— cosa)

gde je | duzina klatna. Kako su kod oba klatna ugaone amplitude
jednake, na vecu visinu se podize klatno vec¢e duzine. Drugim rec¢ima,
vecu energiju ima klatno veée duzine.
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Dve oscilacije istog pravca su zadate jedna¢inama x; = Aj cosw(t+ 1)
129 = Aycosw(t + 1), gde je Ay =1 cm, Ay =2 cm, 13 = 1/6 s,
Ty =1/2 s, w =7 1/s. Odrediti amplitudu i pocetnu fazu rezultujuce
oscilacije.

© Zgodno je prvo zapisati ove oscilacije u uobicajenom obliku
z; = Ajcos(wt + ¢;), i =1,2

gde su pocetne faze ¢; = wr;, odnosno 1 = /61 Yy = /2.

Amplituda rezultujuce oscilacije je

A= \JA?+ A3+ 24, A cos(pa — 1) = VT = 2,65 cm,
dok je njena pocetna faza

‘ Ajsin g + As sin g
an p = i
14 Aj cospy + Ay cos o

Zamena vrednosti daje

; sinw/6 +2sinw/2  1/2+2 5
an —= —_= = —

7 cos/6 + 2cosm/2 V3/2 V3’
odakle je ¢ = 0,3%4nrad = 70,9°. Posto oscilacije koje se sabiraju
imaju jednake frekvencije, rezultujuca oscilacija ¢e imati istu frekven-
ciju 1 bi¢e zadata izrazom x = A cos(wt + ).

Materijalna tacka istovremeno ucestvuje u dva uzajamno normalna har-
monijska oscilovanja, ¢ije su jednacine

wt
x = Ajcoswt, y = Aycos =

gde je Ay =1 cm, Ay =2 cm, w = 7 1/s. Nacrtati jednacinu trajek-
torije tacke i prikazati smer njenog kretanja.

¢ Da bi nasli jednacinu trajektorije, treba iz jednacina oscilacija elimin-
isati vreme t. Koristeéi trigonometrijsku formulu cos 2 = 2 cos? a — 1,
za o = wt/2, se dobija

24,

X
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x [cm]
2T =0 =0 s
/__t=0,5s
0
t=1s E—— I — >
-1, -0,5 0,5 1,0 y[em]
-l41=15s
— =2
o4 s
Slika 3.30:

12. Stap duzine [ = 50 cm i mase m = 270 g ima na jednom svom kraju
pricvrséen disk poluprec¢nika R = 10 cm i mase M = 500 g. Odrediti
moment inercije ovako formiranog matematickog klatna, rastojanje od
centra masa do tacke vesanja i period malih oscilacija klatna.

¢ Period oscilovanja fizickog klatna je odredjen jednacinom

1

T=2
" mygd

gde je m, ukupna masa klatna (m, = m + M = 0,77 kg), I moment
inercije u odnosu na osu oko koje osciluje a d rastojanje centra mase
stapa do tacke vesanja (u kojoj se nalazi osa oscilovanja).

Moment inercije klatna je jednak zbiru momenata inercije Stapa [ i
diska I,. Moment inercije diska u odnosu na osu koja je normalna na
njega i prolazi kroz jedan njegov kraj je I; = mi?/3. Moment inercije
diska u odnosu na osu koja prolazi kroz njegov centar je Iy = M R?/2,
a u odnosu na osu koja prolazi kroz tacku vesanja udaljenu [ + R od
njegovog centra, se dobija na osnovu Stajnerove teoreme I, = I, +
M(l+ R)?> = M(I* + 2IR + 3R?/2). Ukupan moment inercije klatna je

2

z 3
[=1+1,= m3+M(l2+2lR+2R2) — 0,205 kem?.

Centar mase klatna se nalazi izmedju centra mase diska i Stapa, recimo
na nekom rastojanju x od centra mase Stapa. Ovo rastojanje se moze
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12 -x

Slika 3.31:

nadi iz jednakosti odgovarajué¢ih momenata (sila) koja daje xm = (1/2+
R — z)M, odnosno

M [
= - =0,22 .
x m+M<2+R> 0,227 m

Rastojanje d od tacke veSsanja do centra mase je prema tome d =
1/24+ 2z = 0,477 m.

Na osnovu ovoga je period malih oscilacija klatna

0.205
T=2 ) —1.5s.
7T\/o,77-9,8-0,477 )08

Na vasionskom brodu, u uslovima bestezinskog stanja, za merenje mase
tela se moze iskoristi apratura ¢iji princip rada se sastoji u slede¢em.
Prvo se izmeri frekvencija oscilovanja tega poznate mase mg okacenog o
oprugu, a zatim se toj masi doda ona koju zelimo da izmerimo i ponovo
odredi frekvencija oscilacija. Pokazati kako se, na osnovu poznavanja
ovih dveju frekvencija, moze odrediti nepoznata masa.
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14.

¢ Ako sa m oznacimo nepoznatu masu, frekvencije wg i w kojima sistem
osciluje u prvom, odnosno drugom slucaju ¢e sa masama biti povezane

relacijama
| k [k
Wo =\l — W=}/—F—
my mo +m

gde je k koeficijent elasticnosti opruge sistema. Iz ova dva izraza se za
trazenu masu dobija

Teg koji se nalazi u Supljem cilindru povrsine poprecnog preseka S,
pri potapanju cilindra u tecnost gustine p zadrzava ga u uspravnom
polozaju. Cilindar sa ovim tegom je prilikom postavljanja u tecnost
utonuo do neke dubine. Nakon toga je pritisnut nanize i pusten da
osciluje u odnosu na polozaj ravnoteze. Masa cilindra sa tegom je m.
Zanemarijudi viskoznost tec¢nosti, odrediti period T oscilovanja posma-
tranog sistema kao i ravnoteznu dubinu na koju je potonuo.

o U ovom slucaju ulogu restitucione sile igra sila potiska. Usmerimo
x osu vertikalno nanize, izabrasi za koordinatni pocetak njen presek sa
povrsinom tecnosti. Neka je x koordinata dodnjeg dela cilindra. Sila

Slika 3.32:

potiska je F,, = —Sxpg. Na cilindar osim toga deluje sila teze () = mg,
pa je jednacina kretanja

mi = mg — Sxpg.
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U polozaju ravnoteze (z = [), sila teze i sila potiska su uravnotezene
pa je mg = Slpg, odakle je dubina na koju je utonuo cilindar sa tegom
~m

= 87/)

Ako sa y oznacimo otklon cilindra od njegovog ravnoteznog polozaja,
koordinatu donjeg dela cilindra mozemo da zapisemo kao x = [ +y, pa
¢e jednacina kretanja sada biti

l

mji = —Sypg,

odnosno
Spyg

m
odakle se vidi daje "koeficijent elasticnost” ovog sistema k = Spg, sto
znaci da je odgovarajuca ugaona frekvencija wy = 1/Spg/m. Na osnovu
ovoga je period oscilovanja sistema

ili preko ravnotezne dubine [

l
T:27T\/7
g

Mala metalna lopta mase m, okacena o neistegljivu nit duzine [, os-
ciluje iznad beskonacne, ravnomerno naelektrisane horizontalne ploce
naelektrisane pozitivno (povrsinska gustina naelektrisanja o). Odrediti
period oscilovanja klatna ukoliko se na njemu nalazi koli¢ina naelek-
trisanja —(@).

o Harmonijsko oscilovanje ovog klatna se odvija u homogenom gravita-
cionom i elektricnom polju. Obe sile su istog smera, a sila elektricnog
polja je F., = QF, gde je elektricno polje ploce £ = o0/2¢y. Drugi
Njutnov zakon sada ima oblika

ma:mg—l—QU:m(g+ ©o >,

2¢q 2meg

Sto znaci da ¢e period oscilovanja klatna biti

T oy | 2oml
2egmg + 0 Q)
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16. J. J. Tomson je 1906. godine postavio model atoma koji se popularno
naziva ”puding sa sljivama” prema kome su negativni elektroni uronjeni
u prostor pozitivnog naelektrisanja, ¢ija masa predstavlja vec¢i deo mase
atoma.

Atom vodonika je, prema ovom modelu, lopta polupre¢nika R = 10~
m, naelektrisanja Q = +e = 1,6-107! C i sa jednim elektronom unutar
nje, nelektrisanja —e i mase m, = 9,1 -1073! kg, koji se u normalnom
stanju nalazi u centru pozitivno naelektrisane lopte. Pretpostavimo da
je elektron na neki na¢in pomeren na neko malo rastojanje ry od centra
pozitivne lopte. Ukoliko se nakon toga prepusti sebi on ¢e poceti da os-
ciluje oko ravnoteznog polozaja sa amplitudom ry. Kolika je frekvencija
ovog oscilovanja?

¢ Polazeéi od izraza za jacinu elektri¢nog polja unutar naelektrisane
lopte
Q

= ——r
Ameg R3
za silu koja deluje na elektron (restituciona sila) prilikom otklona od
ravnoteznog polozaja dobijamo

e
F=—eE =
¢ dmeg R3
Jednacina kretanja je dakle
i} e’
mi = ———r
dmeg R?

i opisuje harmonijsko oscilovanje cija je frekvencija
wo = 1,6 -10'° Hz.

Ovoj frekvenciji odgovara sledeca talasna duzina

A= 2me = 120 nm,
Wo
koja se skoro poklapa sa talasnom duzinom elektromagnetnog zracenja
koje se dobija kada elektron vodonikovog atoma predje sa prvog pobud-
jenog na osnovno stanje (prva linija Lajmanove serije). Ovaj rezul-
tat pokazuje da Tomsonov model nije potpuno besmislen jer kao Sto
vidimo, daje neke tacne rezultate bitne za vodonikov atom.
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Koliki je efektivni koeficijent elasti¢nosti k opruga sastavljenih od dve
druge opruge, koeficijenata elasticnosti k; i kg, ukoliko su spojene
redno, a koliki ako su spojene paralelno?

¢ Ako razvlacimo dve redno spojene opruge, u svakoj od njih se javlja
sila istog intenziteta i jednaka sili F' kojom delujemo na opruge da bi
ih rastegli (slika 3.33 (a)), tako da se tacka M, u kojoj su opruge spo-
jene, nalazi u ravnotezi. To znaci da su istezanja opruga Ax; = F/ky,
Axy = F/ky (F je intenzitet restitucione sile a ne njena komponenta
duz pravca istezanja pa zato ne piSemo znak — u izrazu). Ukupno
istezanje kombinovane opruge je Az = Az + Axe = F(1/k; + 1ks).
Ekvivalentni koeficijent elasti¢nosti spojenih opruga se dobija iz relacije
1 Az 1 1 k’lkg

1 _ar 1.1 4 k= .
KT F ok gy CdResmoR =g

F,

Slika 3.33:

Pri razvlacenju paralelno povezanih opruga, jednaka su im istezanja
Ax, tako da su sile koje se javljaju u oprugama F; = k1 Ax i Fy = kAx.
Suma tih dveju sila je jednaka sili koja rasteze opruge (slika 3.33 (b)) i
iznosi F' = Fy + Fy = (k1 + ko) Az, tako da je ekvivalentan koeficijent
elasticnost ovih dveju opruga

F
k=— =k + ko.
Ar 1+ R
Logaritamski dekrement prigusenja matematickog klatna ima vrednost
A = 0,02. Odrediti koliko puta se smanji njegova amplituda nakon 100
punih oscilacija.
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19.

o Amplituda klatna u ¢t = 0s je Ay a u nekom docnijem momentu
vremena se moze naci iz relacije

A(t) = Age " = Age 7.

Nakon 100 punih oscilacija, odnosno nakon vremena ¢ = 1007 (T je
period oscilovanja), amplituda oscilovanja je

_ —100A
Aqpo = Ape )

odakle je

A 1

=0 - —2a T4

Ao e 100A
Odrediti logaritamski dekrement prigusenja oscilacija matematickog
klatna duzine [ = 50 cm, ako ono za 8 minuta oscilovanja izgubi 99%
svoje energije.
o Ukupna energija oscilatora je proporcionalna kvadratu amplitude, pa
kako se ona kod prigusenih oscilacija menja sa vremenom, i energija
se menja. Ukoliko sa Ej oznac¢imo energiju koju je imao oscilator u
pocetnom momentu vremena, a energiju njegovog osiclovanja nakon 8
minuta sa F;, onda je njihova veza

Ey
Ey— E, =0,99E E,=001E) = —.
0 t ) 05 t ) 0 100

Obizrom na pomenutu vezu energije i amplitude, odnos odgovaraju¢ih

amplituda je
A _J1 1
Ao V100 10

Sa druge strane ove dve amplitude su povezane na slede¢i nacin
Ay = Age T
pa je dekrement prigusenja

T

Kako je re¢ o slabom prigusenju, period oscilovanja moze da se izrazi
preko uobicajene formule za period osicilovanja klatna

l
T%2’/T\/>
g
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pa je trazeni dekrement

IIn10
A 2my | S = 0, 0068.
g t

Telo mase m = 400 g obeseno je o oprugu. Ukoliko na nju, u ver-
tikalnom pravcu, deluje sila od 40 N ona se pri tom istegne za 1 cm.
Logaritamski dekrement prigusenja tela koje osciluje je A = 1,57. Sma-
traju¢i da je re¢ o slabom prigusenju, odrediti period oscilovanja pri
kome nastupa rezonanca i rezonantnu amplitudu, ako je amplituda
prinudne sile jednaka F' = 200N.

¢ Za malo prigusenje je w = wy pa je logritamski dekrement A = %’r 0~
i—’; (3, pa izraza za rezonantnu frekvencu postaje

WO
Wrez = Woy| 1 — 5 () ~ 07 94(-‘)07

(e

odakle je

Tre. = Ty = L 07T07

0,94

gde je T,., period pri kome se javlja rezonanca, a Ty je period sop-
stevnog oscilovanja tela na opruzi. Iz datih podataka se dobija

T, — 2%«/% ~ 0,63 s,

pa se dakle rezonanca javlja pri periodu
Tre. =1,07-0,63s =~ 0,67 s.

Trazena rezonantna amplituda je

Arez =



Glava 4

Talasi

Prve predstave o talasnom kretanju se obi¢no vezuju za formiranje talasa
izazvano bacanjem kamena u vodu. Tom prilikom se lako uocava da se
poremecaj, koji je izazvao kamen, Siri cirkularno od mesta na koje je pao.
Moglo bi da se zakljuci da se pri ovakvom kretanju pomeraju delovi vode
od mesta pada kamena, medjutim pazljivom analizom pojave se uocava da
se to ne desava. Tako ako na primer po vodi pliva lis¢e drveca, pazljivim
posmatranjem moze da se uoci da listovi ostaju na mestu na kome su i bili,
i da se samo podizu gore-dole, pri ¢emu se taj tip kretanja Siri simetri¢no od
centra u kome je nastao. Ovo nas navodi na zakljucak da se, iako se talas
koji je nastao na mestu pada kamena krec¢e od njega radijalno, to ne izaziva
pomeranje vodenih masa u smeru njegovog prostiranja.

Slika 4.1: Formiranje viSe talasa na vodi.

U prirodi mozemo da uoc¢imo jako puno procesa koji se mogu svrstati u
talase, ali sve ih mozemo podeliti u dve vrste mehanicke i elektromagnetne.
U mehanicke spadaju: akusticki, odnosno zvuéni talasi, talasi na vodi, ...

161
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U ova dva slucaja se prilikom formiranja talasa desavaju pomeranja deli¢a
materijalne sredine (medijuma) oko njihovih ravnoteznih polozaja. Kada je
re¢ pak o elektromagnetnim talasima, njima za nastanak i prostiranje nije
potrebna materijalna sredina, odnosno medijum.! Primeri elektromagnetnih
talasa su: vidljiva svetlost, radio talasi, x-zraci, ... Bez detaljnog udubljivanja
u teoriju elektromagnetnih talasa, recimo samo da je u njihovom slucaju rec¢
o oscilovanju elektri¢nog i magnetnog polja koje se prenosi kroz prostor (pri
tom su promene ova dva polja u fazi, odnosno ona istovremeno imaju jednake
elongacije), dakle nije mu neophodan medijum-materijalna sredina.

Kada je re¢ o mehanickim talasima, kao sto je ve¢ napomenuto, rec¢ je o
prostiranju ne¢im izazvanog poremecéaja kroz materijalnu sredinu.? Drugim
reCima, da bi postojao mehanicki talas, potrebno je da postoje

e izvor poremecaja,
e sredina u kojoj moze da se izvede poremecaj,

e odredjena fizicka veza izmedju cestica sredine kojom su povezani njeni
susedni delovi i putem koje uticu jedni na druge.

Kao §to ¢e se pokazati talasi u principu prenose energiju kroz sredinu.?

4.1 Osnovne veli¢ine potrebne za opisivanje
talasnog kretanja

Zamislimo da se nalazimo na splavu koji pluta po velikom jezeru. Mogli bi da
uoc¢imo da se stalno podizemo i spustamo, u ritmu kretanja talasa jezerom.

ITo je stanoviste danasnje nauke, medjutim, veliki uspeh koji je postignut u
proucavanju mehanickih talasa je doveo do toga da se pokusa da se na analogan nacin pred-
stavi nastanak i prostiranje elektromagnetnih talasa. U tu svrhu je uvedena hipoteticka,
veoma retka i veoma elasti¢na sredina pod nazivom etar koja je trebala da postoji samo
radi toga da bi se kroz nju prostirali elektromagnetni talasi. Eksperimenti su medju-
tim pokazali da ona nije neophodna za prostiranje elektromagnetnih talasa. O hipotezi
postojanja etra ¢e biti vise re¢i u glavi posvecenoj teoriji relativnosti.

2Na primer, "vodeni” talas ne postoji bez vode, talas na Zzici ne postoji ako nema, Zice
u kojoj bi se izazvao poremecaj, zvuéni talas ne bi mogao da se prostire kroz vakuum,
odnosno kroz prostor u kome nema molekula vazduha, ... .

3Koli¢ina energije koja se prenosi kroz medijum i mehanizam putem koga se prenosi
energija se razlikuju od tipa do tipa talasa a zavise i od uslova pri kojima nastaje i prostire
se talas. Na primer, snaga (a samim tim i energija) talasa koji nastaju u vreme oluje na
okeanu je mnogo veca od snage zvuénog talasa generisanog glasom jednog coveka.
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Takodje bi bilo lako uociti kretanje talasa po povrsini jezera, odnosno njihovo
priblizavanuje splavu na kome se nalazimo. Tacka u kojoj je pomeranje vode
u odnosu na njen normalni nivo maksimalno se naziva breg talasa. Jasno je
da ¢e, u zavisnosti od uslova nastanka, talasi na vodi imati razlicitu udaljenost
susednih bregova. U skladu sa time je potrebno uvesti fizicku veli¢inu koja
bi opisala ovu ¢injenicu. Ona se naziva talasna duzina i, prema izlozenoj
ideji, predstavlja udaljenost dva susedna brega talasa. Obi¢no se oznacava
grékim slovom A. Taénije, kada je re¢ o mehanickim talasima,* talasna duzina
je rastojanje izmedju bilo koje dva dela sredine koji su u identi¢cnom stanju
oscilovanja.

poiperanje poremecaja
E

rastojanje
A

Slika 4.2: Talasna duzina.

Ako bi izmerili vreme izmedju nailaska dva susedna brega talasa, dobili
bi veli¢inu koja se naziva period talasa i oznacava sa 7T'.

Ista informacija o talasu se cesto zadaje velicinom, koja je inverzna pe-
riodu talasa, koja se naziva frekvencijom i obi¢no oznacava grckim slovom
v. Frekvencija talasa je, prema tome, broj bregova talasa koji prodju kroz
jednu tacku u prostoru, u jedinici vremena.

Maksimalno pomeranje deli¢a sredine, od njihovog ravnoteznog polozaja
se naziva amplituda talasa. Za talas na vodi to je ocigledno maksimalna
visina na koju se podizu deli¢i vode, merena od normalnog nivoa vode kada
nema talasa.

Talasi se prostiru odredjenom brzinom, koja zavisi od osobina sredine u
kojoj je nastao i kroz koju se prostire. Na primer, zvucni talas koji se prostire
kroz vazduh na sobnoj temperaturi, se kreé¢e brzinom oko 343 m/s, dok se
kroz cvrsta tela kreé¢e ve¢om brzinom.

4Ograniéenje u ovoj definiciji je uvedeno zbog elektromgnetnih talasa kojima za pro-
stiranje, kao $to je navedeno, nije potrebna materijalna sredina. U slu¢aju ovih talasa,
talasna duzina je minimalno rastojanje izmedju dve identi¢ne tacke na talasu.
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4.2 Pravac poremecaja delova sredine

Jedan od nacina za demonstriranje talasnog kretanja je formiranje talasa na
kanapu ¢iji je jedan kraj pricvrséen a drugi drzimo u ruci. Talas ¢e nastati ako
pomerimo naglo ruku iz ravnoteznog polozaja i vratimo je u njega. Talasni
puls koji je pri tome nastao na kanapu se prostire odredjenom brzinom duz

njega. Takav tip poremeca je progresivni talas (slika 4.3).

Slika 4.3: Nastanak talasnog pulsa na zategnutom kanapu.

Za razliku od niza pulseva (na koje obi¢no mislimo kada zamisljamo ta-
las), puls koji je kreiran na ovakav na¢in, nema frekvenciju, period i talasnu
duzinu. Medjutim, on ima odredjenu amplitudu i brzinu prostiranja. Kao
Sto ¢e kasnije biti pokazano, veli¢ine koje odredjuju brzinu pulsa (i talasa)
kod zategnutog kanapa (i zice) su sila zatezanja i linijska gustina (masa po
jedinici duzine). Moze da se takodje primeti da se oblik pulsa prakti¢no ne
menja pri kretanju duz kanapa.

U toku prostiranja pulsa kroz kanap, svaki deli¢ kanapa biva pobudjen
na kretanje, Ciji je pravac normalan u odnosu na pravac prostiranja pulsa.
Slika 4.4 ilustruje ovo tvrdjenje na primeru jedne izabrane tacke na kanapu,
oznacene slovom P. Takodje se moze zakljuciti da se ni jedan deli¢ kanapa
ne kre¢e u pravcu prostiranja talasa.

Progresivni talas, kod koga se cestice sredine kre¢u u pravcu normalnom
na pravac prostiranja talasa, naziva se transverzalnim talasom.’

5Drugi primer bi bio puls koji se formira na stadionu prilikom naizmeniénog ustajanja
navijaca. Rezultat je obilazak ovog pulsa oko celog stadiona. Primer nemehanickog trans-
ferzalnog talasa je elektromagnetni talas u kome su vektori elektriénog i magnetnog polja
ortogonalni na pravac prostiranja svetlosti (oni su takodje ortogonalni jedan u odnosu na
drugog).
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Slika 4.4: Kretanje deli¢a kanapa pri prostiranju pulsa duz njega.

Osim ovakvog tipa talasa postoji i drugi koji nastaje duz zategnute (spi-
ralne) opruge (slika 4.5), u sluc¢aju kada se opruga lagano rasteze i opusta duz
njene ose simetrije. Ovakvo kretanje formira oblasti u kojima je opruga vise
sabijena i mesta na kojima je vise istegnuta, pri ¢emu se ove oblasti, prateci
jedna drugu, kreé¢u duz opruge, od mesta na kojem su nastali ka njenom
drugom kraju. Vazno je primetiti da su, u ovom slucaju, pravac pomeranja
delova opruge (u odnosu na njihov ravnotezni polozaj) i pravac pomeranja
oblasti u kojima je opruga sabijena, paralelni.

| 1 |
f A |

sabijena

i SN

istelgnuta ;
| ]

sabijena
YT

istegnuta
-

Slika 4.5: Talas nastao kada se vrsi deformacija zategnute opruge duz pravca
njene ose simetrije.

Progresivni talas, u kojem se ¢estice sredine kre¢u® paralelno pravecu pro-

6Misli se naravno na kretanje ¢estica izazvano poremecajem usled koga je i nastao
talas. Cestice sredine mogu naravno ucestvovati i u drugim tipovima kretanja koji nisu
od interesa za ovo razmatranje.
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stiranja talasa, naziva se longitudinalni’ talas.®

4.3 Jednodimenzionalni progresivni talas

Razmotrimo puls koji se prostire s leva na desno duz zategnute zice, konstant-
nom brzinom u (slika 4.6). Taj puls se kre¢e duz x ose dok se pomeranja
deli¢a zice desavaju duz y ose. Na prvom delu slike je predstavljen izgled
i pozicija pulsa u ¢ = 0. U tom momentu vremena, njegov oblik je neka
funkcija velicine z, koju éemo zapisati u najopstijem obliku y = f(z), pri
¢emu je sa y oznacen otklon neke tacke x od njenog ravnoteznog polozaja
koji je odredjen sa y = 0. Otklon y se obi¢no naziva talasna funkcija i, u prin-
cipu, zavisi i od pozicije tacke na horizontalnoj osi i od momenta vremena u
kojem nas zanima, pa se to naglasava zapisom y = y(x,t).

Uoc¢imo sada neku tacku P cija je elongacija u pocetnom trenutku vre-
mena jednaka nuli (slika 4.6). Kada puls dodje do tacke P, njena y koordinata
poraste, dostize maksimum a onda opadne do nulte vrednosti. Kako je brzina
prostiranja pulsa u, puls za vreme ¢ predje rastojanje ut. Ukoliko se oblik

"Zvuéni talas je drugi primer longitudinalnog talasa. Poremeéaj u vazduhu izaziva niz
oblasti u kojima je naizmeni¢no, pritisak nizi, odnosno visi u odnosu na ravnoteznu vred-
nost pritiska kada nema izvora zvuka. Drugi primer bi bio puls koji nastaje u (idealnom)
redu ljudi koji ¢ekaju da kupe kartu kada prvi u tom redu kartu kupi i izadje iz njega a
svi ostale se pomere napred za jedno mesto.

8Neki talasi u prirodu su kombinacija transverzalnih i longitudinalnih pomeranja éestica
sredine. Povrsinski talas na vodi je dobar primer takvog tipa kretanja. U tom slucaju,
kada se po povrsini duboke vode prostire talas, molekuli vode koji se nalaze na povrsini
se kre¢u po pribilizno kruznim putanjama. Kao $to je dobro poznato, takvo kretanje se
moze razloziti na transverzalnu i longitudinalnu komponentu. Drugi primer ovako slozenog
talasa je talas koji nastaje pri zemljotresu. Longitudinalna komponenta ovakvog talasa
je brza (kreée se brzinom od 7-8 km/s) blizu povrsine Zemlje. Ovaj talase se naziva
" P” talasom (od re¢i primarni) jer je brzi od transverzalnog i prvi se moze registrovati
seizmografom. Sporiji, transverzalni talas, se naziva ”S” (sekundarnim) talasom i on se
kreée brzinom od 4 do 5 km/s u blizini Zemljine povrsine. Registrovanjem vremenskog
intervala izmedju dolaska P i S talasa u seizmograf, moze da se izra¢una rastojanje od
njega do mesta nastanka ovih talasa. Na osnovu jednog takvog merenja moze da se
nacrta zamisljena sfera, sa centrom u seizmografu, ¢iji je poluprec¢nik odredjen vremenskim
intervalom kasnjenja sekundarnih talasa u odnosu na primarne. Mesto nastanka talasa se
u tom slucaju nalazi negde na toj sferi (naravno u delu gde se sfera nalazi pod povr§inom
Zemlje. Ukoliko se na pogodan nacin postave jos dva seizmografa, i na osnovu njihovog
merenja nacrtaju odgovarajuce sfere, u njihovom preseku se dobija mesto na kome se desio
zemljotres.
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Y=y
- te—— Ut —
_______ —
u u
1 Y
!J
. ’
0 * 2] o’ x, X

Slika 4.6: Puls koji se krece u jednoj dimenziji u trenutku ¢ = 0 i u nekom
docnijem trenutku .

pulsa ne menja sa vremenom, on ¢e, u sistemu reference koji ima pocetak u
tacki O’, biti zadata istom funkcijom oblika ali sa promenjenom vrednoséu
koordinate z, koja je sada 2’, odnosno y = f(z’). U skladu sa Galilejevim
transformacijama, veza ovih koordinata je 2’ = x — ut, pa ¢e jednacina koja
pokazuje kako se talasna funkcija menja sa vremenom i sa rastojanjem koje
je puls presao biti oblika

y(x,t) = f(z — ut). (4.1)

Ukoliko se puls prostire sa desna na levo, bi¢e opisan jednac¢inom

y(z,t) = f(z + ut). (4.2)

Interesantno je proanalizirati brzinu prostiranja brega pulsa. Neka je breg u
pocetku (¢ = 0) bio na mestu ¢ija je = koordinata xy. Kako se puls prostire
brzinom u, za vreme dt je presao rastojanje udt i dosao u tacku x zadatu sa
r = xg + udt, pri c¢emu je puls presao rastojanje dx, za koje mora da vazi
dx = x — x¢ = (xo + udt) — xy = udt, odakle je

dx

(4.3)

4.3.1 Puls koji se prostire na desno

Proanalizirajmo jedan instruktivan primer. Neka je talasni puls koji se krece
duz x ose zadat jednac¢inom

2

(@32 +1 (44)

y(z,t) =
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gde je x izrazeno u centimetrima a t u sekundama.? Nacrtajmo izgled ovih
pulseva u trenucima vremena t =0,t=1sit=2s.

Iz jednacine pulsa se vidi da je njegova brzina u = 3 cm/s, dok mu je
amplituda A = 2 cm. U trenutku ¢ = 0 talasna funkcija je

2

0) = ———
y(z,0) T

a nalazenjem prvog i drugog izvoda se lako vidi da ima maksimum u x = 0.
Takodje, obzirom da u z = +o00 postaje jednaka nuli, jasno je da je x osa je
njena horizontalna asimptota. Obzirom na to da je parna ona je i simetri¢na
u odnosu na y osu, a daljom analizom se dolazi do toga da je njen grafik
predstavljen na slici 4.7.

ylcm)

20T e 5,00 cim,/s

15—

=10
10—

Alx, 0)
05—

| |
0 1 2 3 4 5 6 xlcm)

Slika 4.7: Talasna funkcija pulsa za t = 0.

Talasne funkcije pulsa u druga dva momenta vremena su

2 2

y(.ilj, 1) = m, y(x, 1) = m

a jedina razlika njihovih grafika u odnosu na onaj za t = 0 je u tome $to ima
se maksimum nalazi u tacki z = 3 ¢cm, odnosno = = 6 cm (slika 4.8).

Na osnovu izvrSene analize se vidi da se puls zadat jednacinom (4.4),
zaista prostire sa leva na desno, pri ¢emu mu se oblik ne menja.

4.3.2 Brzina talasa na zici

Razmotrimo prostiranje transverzalnog pulsa po zategnutoj zici. Sila za-
tezanja zice je, prilikom prostiranja pulsa duz nje, odgovorna za povratak
svakog njenog deformisanog deli¢a u ravnotezni polozaj, saopstavaju¢i mu

9Primetimo da ova funkcija ima oblik y = f(x — ut).
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Slika 4.8: Talasna funkcija pulsazat=1sit=2s.

odredjeno ubrzanje. U skladu sa II Njutnovim zakonom ubrzanje deli¢a je
direktno proporcionalno sili zatezanja. Ukoliko se deli¢ vra¢a u ravnotezu
pod dejstvom veéeg ubrzanja (vece sile zatezanja), to ¢e automatski znaciti
da je i brzina prostiranja pulsa vec¢a. Dakle ona je upravno srazmerna sili
zatezanja.

Sa druge strane, brzina pulsa je obrnuto proporcionalna masi i opada kada
masa zice po jedinici njene duzine raste. Ovaj zakljucak sledi iz ¢injenice da
je masa mera inertnosti pa je prema tome masivnije deli¢e teze ubrzati od
manje masivnih.

Detaljniji proracun, kao sto ¢e kasnije biti pokazano, dovodi do sledeceg
izraza za brzinu talasnog pulsa u zici

, (4.5)

¢ija je masa po jedinici duzine p = m/l i koja je zategnuta silom zatezanja
FZ'10

Kada kazemo da se duz zategnute Zice, brzinom u, prostire puls sa leva na
desno, time smo automatski rekli da prostiranje pulsa posmatramo iz nekog
nepokretnog inercijalnog sistema reference. Pogodno je medjutim preéi u
sistem reference koji prati kretanje ovog pulsa, koji je takodje inercijalan.
Prema Galilejevom principu relativnosti, II Njutnov zakon ¢e u njemu, kao i
u nepokretnom sistemu reference, imati potpuno isti oblik. U ovom sistemu
reference, dati deli¢ zice koji se u pocetku nalazio desno od pulsa (odnosno
ispred njega), krece se na levo, podizuéi se u vis i prateci oblik pulsa a nakon

10Ako se podje od kvalitativne analize koja je pokazala da je brzina pulsa direktno
srazmerna sili zatezanja a obrnuto masi po jedinici duzine, dimenzionalnom analizom se
moze pokazati da je ovo jedini mogudi izraz koji povezuje ove dve velizine na taj nacin.
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dostizanja maksimalne visine spusta se na dole. Na slici 4.9 prikazan je jedan
takav deli¢ u trenutku kada je dostigao maksimalnu visinu.

As

0

Slika 4.9: Deli¢ zice koji je dostigao maksimalnu visinu. Ovaj deli¢ se krece
radijalnim ubrzanjem a, = u?/r

Deli¢ zZice duzine As moze da se smatra lukom kruznice poluprecnika 7.
U sistemu reference koji se kre¢e na desno brzinom w, osenceni deli¢ se krece
na levo brzinom jednakog intenziteta. Na njega deluje sila zatezanja, kao sto
je prikazano na slici 4.10. Ova sila deluje sa obe strane na delié¢ zice (luk
duzine As) i ima dve komponente, horizontalnu i radijalnu.

Slika 4.10: Uvecan prikaz delica na maksimalnoj visini. Ukupna sila
koja deluje na njega ima samo radijalnu komponentu jer se tangencijalne
ponistavaju.

Horizontalne komponente, obzirom da su jednakog intenziteta a suprotno
usmerene, se ponistavaju, tako da od obe ostaju samo radijalne kompo-
nente F,sinf koje su usmerene ka centru kruznice. Ukupna radijalna sila
je 2F, sinf. Kako je deli¢ zice veoma mali, mali je i ugao 8, pa se moze uzeti
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da je priblizno sinf = #, pa je ukupna radijalna sila
ZFr =2F,sinf ~ 2F.0.

Posmatrani deli¢ ima masu m = pAs, a kako ugao nad kojim je formiran luk
duzine As, iznosi 26, masa luka je

m = uAs = ur(20).

Primeni li se IT Njutnov zakon na ovaj deli¢ zice, za radijalnu komponentu

sile se moze pisati
mu

ZFr:mar:Ta

odnosno ol
2F.0 = cprou
r

Kada se ovaj izraz resi po u, dobija se izraz (4.5).11

4.3.3 Refleksija i transmisija

U dosadasnjim razmtranjima su analizirani talasni procesi kroz sredinu ¢ije se
karakteristike uniformne, odnosno ne menjaju se. Interesantno je razmotriti
Sta se deSava sa talasom kada sredina nije takva. Posmatrajmo za pocetak
prostiranje pulsa koji se prostire na konopcu ¢iji je jedan kraj pricvrséen
(slika 4.11(a).).

Kada puls dodje do mesta na kome je konopac uc¢vrséen, vise ne moze da
se prostire kroz homogenu sredinu - dosao je do njenog kraja. Rezultat je
refleksija (odbijanje) pulsa i njegov povratak nazad.

Primetimo da je puls invertovan. Ta inverzija se moze objasniti na sledeéi
nacin: kada puls stigne do pri¢vrséenog kraja konopca, on deluje na mesto
pricvrséenja silom na gore. Prema III Njutnovom zakonu nosa¢ za koji je
pricvrséen konopac deluje na njega silom jednakog intenziteta ali suprotnog

smera (na dole).

HPotrebno je uoéiti da je ovakvo izvodjenje izraza za brzinu talasa u zici zasnovano
na pretpostavki da je visina pulsa mala u poredjenju sa duzinom zice. Na osnovu te
pretpostvake je na primer uzeto da je sinf ~ . Takodje je pre¢utno uzimano da je sila
zatezanja zice jednaka iako postoji puls, odnosno pretpostavljano je da je sila zatezanja
ista u svim tackama zice. Primetimo takodje, da je izraz dobijen nezavisno od oblika pulsa
te je prema tome brzina pulsa ma kog oblika koji se prostire duz zice jednaka u = /F. /p.
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Slika 4.11: (a) Refleksija progresivnog pulsnog talasa na zategnutom konopcu
sa ucvrséenim krajem. Reflektovani puls se invertovao bez promene oblika.
(b) Refleksija progresivnog pulsa na zategnutom konopcu sa nepri¢vrséenim
krajem. Reflektovani puls se nije invertovao i nije promenio oblik.

Ukoliko se pak desi slucaj da puls stigne do kraja konopca koji moze
da se krece vertikalno (slika 4.11(b)) jer je recimo zavezan za neku alku
zanemarljive mase koja moze da se pomera duz Sipke na koju je nataknuta.
Sila zatezanja ¢e povuéi na gore konopac na visinu pulsa a zatim ¢e ga na
dole usmerena komponenta sile zatezanja povuéi nazad. Ovakvo pomeranje
prstena ¢e proizvesti reflektovani puls koji nije invertovan i koji ima istu
amplitudu i oblik kao i dolazni puls.

Na kraju, interesantno je razmotriti situaciju koja je izmedju ove dva.
To je slucaj kada se deo upadnog pulsa reflektuje a deo prodje kroz granicu
izmedju dve sredine. Pretpostavimo da je relativno tanak konopac prikacen
na deblji (veée mase po jedinici duzine, slika (4.12)). Kada puls koji se krece
duz tanjeg konopca dodje do razdeobne povrsine sa debljim konopcem, deo
njega se reflektuje i invertuje a deo prodje u deblji konopac bez invertovanja.
12

Primetimo da reflektovani puls ima manju amplitudu od upadnog. Kas-
nije ¢emo videti da amplutuda ima vezu sa energijom koju nosi talas, tako

12Reflektovani talas je invertovan iz razloga veé opisanih kod situacije kada se puls odbija
o fiksiran kraj konopca.
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Slika 4.12: (a) Puls koji se prostire kroz tanji konopac prikacen za deblji
konopac. (b) Deo upadnog talasa se reflektovao i invertovao a deo je prosao
u drugi konopac i nije invertovan.

da je ¢injenica da su amplitude reflektovanog i transmitovanog pulsa manje
od amplutude upadnog pulsa u stvari u vezi sa zakonom odrzanja energije.

—p

—N\_

(a)
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Slika 4.13: (a) Puls koji se prostire kroz deblji konopac prikacen za tanji. (b)
Deo upadnog talasa se reflektovao i nije invertovao a deo je prosao u drugi
konopac i takodje nije invertovan.

Ukoliko je situacija obrnuta, odnosno ako puls prolazi prvo kroz deblji
konopac, deo se opet reflektuje a deo prolazi u drugi konopac. U ovom
slu¢aju reflektovani puls nije invertovan.!3

130vo je posledica zakljuéaka koji su se odnosili na odbijanje pulsa o kraj konopca koji
moze da se krece u vertikalnoj ravni.
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Moze da se zakljuci da od odnosa linijskih gustina ovih dveju sredina
zavisi da li ¢e pri refleksiji doé¢i do invertovanja pulsa.

U skladu sa jednacinom (4.5), brzina talasa opada kada masa po jedinici
duzine raste. Drugim re¢ima, puls se kreée sporije kroz guséi konopac (uko-
liko su oba zategnuta jednakim silama zatezanja).

Moze da se zakljuci da vazi slede¢e pravilo: Kada se puls krece iz
sredine A u sredinu B i uy > up (sredina B je guséa od sredine
A), puls se pri relfeksiji invertuje. Ako puls prelazi iz sredine A u
sredinu B i uy < up (A je sredina guséa od B), puls se ne invertuje
pri refleksiji.

4.4 Sinusoidalni talasi

Talas predstavljen punom krivom linijom sa slike 4.14 se naziva sinusoidal-
nim, obzirom da ova linija ima isti oblik kao i grafik funkcije sin 6. Sinusoidalni

A

v ]

ut —
K

/ \/ \/ x

Slika 4.14: Jednodimenionalni progresivni sinusoidalni talas koji se krece sa
leva na desno brzinom wu. Puna linija predstavlja sliku talasa u t = 0, dok

isprekidana linija predstavlja isti talas u nekom docnijem momentu vremena
t.

talas je najprostiji primer periodi¢nog neprekidnog talasa i moze da se isko-
risti za predstavljanje slozenijih talasa. Puna linija na ovom grafiku pred-
stavlja sinusodalni progresivni talas u ¢t = 0, dok isprekidana predstavlja isti
talas u nekom docnijem trenutku vremena ¢. Sa slike se vidi da u ¢t = 0
funkcija koja opisuje polozaj deli¢a sredine koja je podvrgnuta talasnom kre-
tanju, moze da se zapise u obliku

y(x,0) = Asin <2)7\T91;> : (4.6)
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gde konstanta A predstavlja amplitudu a konstantna velicina \ je talasna
duzina. Ovakva talasna funkcija odrazava Cinjenicu da je elongacija cestica
sredine ista kada se njihova x koordinata promeni za celobrojni umnozak
talasne duzine.'*

Kako se talas krece na desno brzinom wu, talasna funkcija u nekom docni-
jem momentu vremena t je

y(x,t) = Asin [2;(:1: — ut)} , (4.7)

i ovo bi bila jednacina koja opisuje talas koji je za vreme t presao put ut na
desno, kao §to je prikazano isprekidanom linijom na slici 4.14.1°

Po definiciji, talas predje put od jedne talasne duzine za vreme od jednog
perioda T'. Na osnovu toga su brzina, period i talasna duzina talasa povezani
jedna¢inom

A
= . 4.8
u=2 (4.
Ako se iskoristi ovaj izraza za brzinu i zameni u jednacinu (4.7) ona postaje
T t
t)=Asin |2n (- —=]]|. 4.9
y(a.t) = Asin |27 (5 - ) (49)

Ovakva forma talasne jednac¢ine jasno odrazava periodi¢nu prirodu veli¢ine
y. Za bilo koji izabrani momenat vremena, ¢, kao Sto je ve¢ naglaseno, y ima
istu vrednost u tackama x, x + A, x + 2\ itd. 1z ovog izraza se medjutim vidi
da postoji periodi¢nost i u vremenu, pa tako za datu vrednost x koordinate,
vrednost y je ista za momente vremena t, t + T, t + 27T, itd.

Talasna funkcija se moze zapisati i u drugoj uobicajenoj formi ako se
definisu dve nove velic¢ine, talasni broj k i ugaona frekvenca w:

2T
k=— 4.10
)\ ) ( )

14 Drugim re¢ima vrednost koordinate y je ista tackama x, z+\, £4+2\, ..., z+kA, .. gde
je k ceo broj, sto je lako proveriti zamenom u jednac¢inu(4.6). Do ove jednacine se moze
dodi i na sledeéi nacin. Zavisnost koordinate y od x je u t = 0 ocigledno sinusna funkcija,
odnosno oblika y = Asin(ax), koja, kao i svaka takva funkcija, ima period 2w. Nepoznati
parametar « koji pokazuje koliko brzo se ponavljaju vrednosti veli¢ine y se moze odrediti
na osnovu sledec¢e analize. Naime, prema smislu talasne duzine A ova funkcija mora da
ima istu vrednost y bas kada je x = A, odnosno u tacki za koju vazi da je aA = 27. Iz
ovog izraza se dobija da je a = 27/

15Primetimo da ova talasna funkcija ima oblik f(z — ut) i da prema tome opisuje talas
koji se krec¢e u pozitivhom smeru x ose, odnosno sa leva na desno. Ukoliko je re¢ o talasu
koji se krece sa desna na levo, izraz x — ut, treba zameniti sa x + ut, kao $to je ustanovljeno
prilikom analize jednacina (4.1) i (4.2).
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2
= —. 4.11
w= (4.11)

Sada se jednacina (4.9) moze zapisati u kompaktnijoj formi
y = Asin(kzr — wt). (4.12)

Frekvencija sinusoidalnog talasa je povezana sa periodom izrazom

= —. 4.13
v=a (413)
Ako se iskoriste jednacine (4.10), (4.11) i (4.13) izraz za brzinu (4.8) se moze
zapisati u dve alternativne forme

w
= — 4.14
Uu k? ( )

u = Av. (4.15)

Talasna funkcija zadata jednac¢inom (4.12) podrazumeva da je vertikalno
pomeranje deli¢a sredine y u x = 0 i u momentu ¢ = 0 jednako nuli. Kako
to ne mora da je slucaj, opstiji izraz za talasnu funkciju je oblika

y(x,t) = Asin(kz — wt + ¢), (4.16)

pri cemu je ¢ pocetna faza talasa.

Sinusoidalni talasi na zici

Na slici 4.3 je prikazano kreiranje pulsa na zategnutoj zici njenim okidanjem.
Da bi se stvorio niz pulseva, talas, potrebno je stalno na ravnomeran nacin
okidati zicu, odnosno, potrebno je da se na njoj, nalazi izvor koji linearno
harmonijski osciluje.

Na slici 4.15 se vidi da svaki deli¢ Zice osciluje prosto harmonijski frekven-
cijom jednakom frekvenciji oscilovanja poluge koja izaziva talas na zici. Nar-
avno, iako deliéi zice osciluju u y pravcu, kreirani (transverzalni) talas putuje
duz x ose, brzinom u.

Ukoliko je talas u t = 0 izgledao kao na delu (b) slike 4.15, njegova talasna
funkcija je

y = Asin(kz — wt).
Posmatrana tacka P, kao i bilo koja druga tacka na zici, se krece jedino
vertikalno, odnosno njena x koordinata je konstantna. Usled toga, brzina
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(b)

(d)

Slika 4.15: Jedan od metoda za kreiranje niza talasnih pulseva na zategnutoj
zici. Levi kraj zice je prikac¢en za polugu koja harmonijski osciluje. Svaki
deli¢ zZice, na primer tacka P, ucestvuje u prostom harmonijskom oscilovanju
u vertikalnom pravcu.

transverzalnog kretanja deli¢a sredine v, (ov brzinu ne treba mesati sa brzi-
nom prostiranja talasa u), i odgovarajuce transverzalno ubrzanje a, su

d
vy = d—?z|m:wnst = (?;Z = —wAcos(kx — wt), (4.17)
a, = az;thnst = 081;1/ = —w?Asin(kz — wt). (4.18)

Imajuéi u vidu da talasna funkcija y zavisi od x i t, u prethodnim izrazima se
ne nalaze njeni obiéni veé takozvani parcijalni izvodi.'® Amplitudne vrednost
transverzalne brzine i ubrzanja su, na osnovu prethodna dva izraza,

Vymaz = WA, (4.19)

Ay maz = W>A. (4.20)

Kao $to se vidi iz jednacina (4.17) i (4.18), ova brzina i ubrzanje ne dostizu
istovremeno maksimalne i minimalne vrednosti. Transverzalna brzina ima
maksimalnu vrednost kada je y = 0 (tada je ubrzanje jednako nuli), dok joj

16Prilikom nalazenja izvoda dy/0t, na primer, nalazi se izvod po vremenu, smatrajuéi
da je promenljiva x konstanta.
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je vrednost nula kada je y = +A (tada ubrzanje dostize svoju amplitudnu
vrednost).

Primer X. Deli¢i Zice prikazane na slici 4.15 pobudjuju se na oscilovanje
frekvencijom 5 Hz. Amplituda ovog kretanja je 12 cm, a brzina nastalog
talasa 20 m/s. Odrediti ugaonu frekvenciju w, talasni broj k i napisati izraz
koji opisuje talasnu funkciju. Odrediti maksimalne vrednosti transverzalne
brzine i ubrzanja ma kog deli¢a Zice.

R e 8 e nj e. Na osnovu jednacina (4.11), (4.10) i (4.12) se dobija da je

2
w= % = 2mv =2n(bHz) = 31,4rad/s
w  31,4rad/s
k=—=——-""=1,57rad/m.
u 20m /s ;57 rad/m

Kako je A =12 cm = 0,12 m, talasna funkcija je
y = Asin(kx — wt) = (0,12 m) sin(1, 57 — 31, 4t),

dok su amplitudne vrednosti transverzalne brzine i ubrzanja, prema (4.19) i
(4.20)

Vy,maxz = 3; 7 IH/S, Ay maz = 118 m/sQ.

4.4.1 Energija i intenzitet talasa

Kada se talas prostire kroz neku sredinu, on zapravo prenosi energiju kroz
nju. To moze lako da se demonstrira ako se o zategnuti kanap okaci neko
telo, pa se duz kanapa posalje jedan puls ka njemu (slika 4.16). Kada puls
stigne do okacenog tela, doéi ¢e do njegovog pomeranja (slika 4.16 (b)). I kako
je za pomeranje tela bila neophodna energija, ona je uzeta iz pulsa odakle
sledi da se zaista pri talasnim procesima kroz sredinu transferise energija. I
posto talasi pri prolasku kroz sredinu prenose energiju, od interesa je izvesti
izraz iz koga bi ona mogla da se izracuna. To ¢e biti uradjeno na primeru
jednodimenzionalnog sinusoidalog talasa.

Razmotrimo sinusoidalni talas predstavljen na slici 4.17. Izvor talasa vrsi
rad nad zicom, pomerajuci je gore-dole. Na taj nacin se ubacuje energija u
sistem koja se, putem nastalog talasa, prenosi kroz zicu prema njenom dru-
gom kraju. Uoc¢imo na zici njen deli¢ mase Am i duzine Ax. Svaki deli¢ zice
vr$i prosto harmonijsko oscilovanje po vertikali. Stavise, svi deli¢i imaju istu
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Slika 4.16: (a) Puls koji se prostire kroz zategnutu zicu na koju je okacen teg
mase m. (b) Kada puls stigne do tela energija se prenosi na njega.

ugaonu frekvenciju w i istu amplitudu A. Kako je ranije pokazano, poten-
cijalna energija pridruzena prostom harmonijskom kretanju je U = 1/2ky?,
obzirom da se harmonijsko kretanje odvija u y pravcu. Koristeéi relaciju
w? = k/m, izraz za potencijalnu energiju postaje U = 1/2mw?y?. Ukoliko
primenimo tu jednacinu na deli¢ zice mase Am, njegova potencijalna energija
je

1
AU = iAmuﬂyz.

— NN\

—

Slika 4.17: Sinusoidalni talas koji se prostire duz zategnute zice. Svaki deli¢
zice se krece vertikalno i ima jednaku energiju.

Ako se uvede da je masa po jedinici duzine zice p = Am/Ax, potencijalna
energija deli¢a zice je
1
AU = §,quw2y2,

ili u diferencijalnom obliku (za veoma male deli¢e duzine dx)

1
dU = §,udmw2y2.
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Nakon ubacivanja izraza za talasnu funkciju y, za bilo koji momenat vremena
se dobija

1
dUu = §,uw2A2 sin?(kz — wt)dz.

Bez da se izgubi na opstosti, moguce je posmatrati talasnu funkciju u ¢t = 0,
kada je potencijalna energija proizvoljnog deli¢a zice

1
dU = §Mw2A2 sin® kx dz.

Da bi dobili potencijalnu energiju koju poseduje deo Zice duzine jedne talasne
duzine, treba integraliti prethodni izraz duz tog segmenta, odnosno

A 1 A
Uy = /dU :/ §,uw2A2 sin? kx do = §,uw2A2/ sin® kx dx
0 0

1 1 1 A 1. 1
= §MWQA2 [Qx ~ I sin 2]{;:10}0 = §,uw2A2§)\ = ZMW2A2/\'
Kako se deli¢i zice kre¢u, poseduju i kineticku energiju. Ukoliko primenimo
analognu proceduru u analizi kineticke energije na delu zice duzine jedne

talasne duzine, dobi¢emo isti rezultat

1
Ek)\ = /dEk = ZIUUJQAQ)\,

pa ¢e ukupna energija jedne talasne duzine zice biti jednaka zbiru kineticke
i potencijalne energije

1
E\=FEu\+ Uy = §WQA2A. (4.21)

Kada se talas krece duz zice, tolika koli¢ina ukupne energije prolazi kroz
datu tacku zice u toku vremena od jednog perioda. Na osnovu ovoga se
moze odrediti snaga talasa, odnosno brzina prenosa energije talasom, kao
By luw?A\ 1 A
P:7/\:2/’L — A2
At T 2 T
Kako je odnos talasne duzine i perioda jednak brzini prostiranja talasa, za

snagu se dobija

1
P= §uw2A2u. (4.22)
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Ovaj izraz pokazuje da je brzina prenosa energije sinusoidalnim talasom na
zici, proporcionalna: a) brzini talasa, b) kvadratu njegove frekvencije i c)
kvadratu amplitude.'”

Na ovom mestu je zgodno uvesti jos par korisnih relacija. Podje li se od
izraza za gustinu mase p = Am/AV, kako je AV = ASX gde je AS povrsina
poprecnog preseka parceta zice duzine A\, Kkoristed¢i ¢injenicu da je linijska
gustina g = Am/\, ukukpna energija tog dela Zzice je

1 1
E\ = §pASw2A2>\ = 5prAV.

Uvede li se pojam o gustini energije €, kao odnos energije dela sredine E) i
zapremine tog dela sredine AV, dolazi se do sledece relacije

E)\ == EAV

Na osnovu ovoga se za intenzitet talasa (koli¢ina energije koja u jedinici
vremena prodje kroz jedinicu povrsine zice, normalno na pravac prostiranja
talasa) dobija

E, 1 1

1
—p? A2AV = §pw2A2u, (4.23)

I'=RSAi ~ AsT2

odnosno
I = eu. (4.24)
Primer X2. Zica, linijske gustine mase p = 5-1072 kg/m, je zategnuta
silom od 80 N. Kolika treba da bude snaga talasnog izvora koji bi na zici
generisao sinusoidalni talas frekvencije 60 Hz i amplitude 6 cm?
R e § e nj e. Brzina talasa na zici je

F. 80 N
U= TV B 0T kgm0

Kako je frekvencija talasa 60 Hz, ugaona frekvencija w ¢e biti
w =27 = 27m(60 Hz) = 377 s~
Uzimajuéi u obzir da je amplituda data i da iznosi A = 6 c¢m, za snagu se
dobija
1
P = i,uszzu =512 W.

17Kako je brzina talasa vezana za karakteristike sredine (kao i linijska gustina i, moze se
rei da je snaga talasa zapravo proporcionalna kvadratima amplitude i ugaone frekvencije
talasa.
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4.5 Talasna jednacina

4.5.1 Transverzalni talas na zategnutoj zici

Talasna funkcija je uvedena da bi reprezentovala prostiranje talasa duz za-
tegnute zice. Sve talasne funkcije y(z,t) se u stvari mogu smatrati resenjima
talasne jednacine. Ta jednacina daje kompletan opis talasnog procesa a iz
nje se, u principu moze dobiti i izraz za brzinu talasa. Stavise, iako ¢e
ta jednacina ovde biti izvedena za prostiranje talasa na zategnutoj zici, is-
postavlja se da ona vazi i za druge vrste talasnih kretanja.

Slika 4.18: Deli¢ zice zategnute silom zatezanja F,. Nagibi zice u tackama A
i Bsutanf, itanfp.

Pretpostavimo da se talas, izazvan malim oscilacijama jednog njenog
kraja, prostire duz zice koja ja zategnuta silom zatezanja F, i posmatra-
jmo jedan njen deo duzine Az. Krajevi tog deli¢a zaklapaju male uglove 64
i 0p sa x osom. Rezultujuca sila koja deluje na deli¢ u vertikalnom pravcu je

ZFy = F.sinfp — F.sinf, = F,(sinfp —sinfy,).

Kako se radi o malim uglovima, moze da se primeni aproksimacija sinf ~
tan @, pa ¢e prethodni izraz biti

> F,=F.(tanfp — tanfy).

Sa druge strane, tangens ugla predstavlja koeficijent pravca tangente na ta-
lasnu funkciju, a to je jednako izvodu po x talasne funkcije, odnosno dy/0x,

pa ¢emo dalje imati
Iy dy
F,~F,||=] —|(= . 4.2
25 ZKax)B <8x>A] (4:25)
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Primena IT Njutnovog zakona na posmatrani deli¢ zice, posto je njegova masa
Am = pAx daje

%y
> F, =ma, = pAx 22 ) (4.26)

Kombinovanje ovih dveju jednacina dovodi do izraza

9%y dy Ay
pas (w) oI l(a:)B - (ax )
ﬂéﬂy ~ (Oy/0x)p — (Oy/0x) 5
F, Ot? Ax )

Desna strana ove jednacine moze da se zapise u drugom obliku ako se ima u
vidu da se parcijalni izvod ma koje funkcije definise kao

of . fletAn) — f(2)
Or  Az—0 Ax
U izrazu (4.27), ulogu f(x + Ax) igra (0y/0z)p, a f(x) sabirak (Qy/0x)4,
pa ova jednacina poprima oblik
noy_ 9y
F, otz  0x%

(4.27)

(4.28)

i predstavlja diferencijalnu jedna¢inu kretanja zice linijske gustine u zateg-
nute silom zatezanja F,.'®

Relativno lako se pokazuje da sinusiodalna talasna funkcija jeste resenje
ove jednac¢ine. Naime, ako je zapisemo u obliku y = Asin(kx — wt), odgo-
varajuc¢i drugi izvodi su

2

gxg = —w?Asin(kz — wt),
2

gti/ = —k*Asin(kz — wt).

Zamena ovih izraza u jednacinu (4.28), daje

w2

sin(kr — wt) = —k*sin(kz — wt),

8Napomenimo da je talasna jednacina direktna posledica IT Njutnovog zakona, odnosno
njegove primene na delié¢ Zice.
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na osnovu cega je jasno da mora da vazi sledec¢a veza

kQ — :uw2
F,’

Kako je u = w/k, sredjivanjem se dobija ponovo jednac¢ina (4.10)

I
Talasna jednacina (4.28) se Cesto piSe u obliku
2 2
oy _19y_, (4.29)
ox?  w? ot?
Pokazalo se da je jednacina ovog tipa veoma opsta. U ovom sluc¢aju ona
opisuje vertikalno pomeranje deli¢a zategnute zice. Kao Sto ¢e kasnije biti
pokazano, za akusti¢ne talase, y predstavlja pomeranje molekula vazduha iz
njihovog ravnoteznog polozaja ili pak odstupanje pritiska (ili koncentracije)
gasa od njihovih ravnoteznih vrednosti. U slucaju pak elektromagnetnih
talasa, y opisuje elektri¢no ili magnetno polje.*?
P rimer X. Alpinista se, koriste¢i konopac, spusta niz vertikalnu stenu.
U momentu kada se spustio [ = 30 m od vrha stene njegov partner, koji je
ostao gore, mu daje znak tresuci konopac. Za koje vreme ¢e ovaj signal doci
do alpiniste? Njegova masa je 80 kg a masa jedinice duzine konopca je 75 g.
R e § e nj e. Sila zatezanja konopca je, u ovom slucaju, F, = () = mg pa
je brzina nastalog transverzalnog talasa

we Mg _ 80981 L0
i 7,5-1072
Vreme potrebno talasu ove brzine da predje rastojanje od 30 m je t = [/u =
30/102 =0,3 s.

4.5.2 Longitudinalni talas u idealnom gasu

Razmotrimo talasni proces u gasu koji je nastao usled malog poremecaja koji
se desio duz x ose. Za razliku od transverzalnog karaktera oscilovanja deli¢a

Y0vde je dokazano da je sinusoidalna talasna funkcija jedno od resenja talasne
jednacine. Moze da se pokaze, kao $to je ranije napominjano, da je bilo koja funkcija
oblika f(x + wut) takodje reSenje talasne jednacine.
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zice, delovi gasa se pomeraju u pravcu nastalog poremecaja pa je talas koji
pri tom nastaje longitudinalan i sastoji se od niza zgusnjenja i razredjenja u
gasu. Velicina pomeranja deli¢a gasa zavisi od toga gde se nalaze na pravcu
prostiranja talasa kao i od momenta vremena pa ¢emo ih oznaciti nekom
nepoznatom funkcijom ovih dveju promenljvih W(x,t).
Posmatrajmo malenu zapreminu gasa, ogranicenu dvema popreé¢nim presec-

ima 71”7 i 72" koji se nalaze u tackama sa koordinatama z i x + Ax (slika
4.19).

1 2 I 2!
/ /
I I
| 1 ~ ~
I I PV
| \
py\ \
b [ \
x‘ X+Ax
x'=x+y (x,)

(x+Ax)'=x+Ax+ty (x+Ax,7)
Slika 4.19: Longitudinalni talas u gasu.

Masa gasa u ovoj zapremini je Am = pSAx, gde je p gustina gasa, a S
povrsina poprecnog preseka. Neka je u stacionarnom stanju pritisak gasa P.

Kada nastane poremecaj u gasu, molekuli gasa se pomere a to moze da se
predstavi kao da se ova zapremina pomerila u novi polozaj izmedju preseka
1"i 2’ sa koordinatama = + V(z,t) i v + Az + V(x 4+ Ax,t) =~ v + V(x,t) +
Ax[l+V'(x,t)]. Zapremina gasa u novom polozaju je V= SAz[1+ V' (z,t)],
a pritisak je P. Ovaj novi pritisak se moze dovesti u vezu sa silom koja deluje
na posmatranu zapreminu gasa. U tu svrhu je prvo potrebno izvesti izraz
kojim se opisuje pritisak P.

Oscilatorni proces u gasu se odvija dovoljno brzo, tako da se moze sma-
trati da posmatrana zapremina nije stigla da razmeni toplotu sa ostatkom
gasa koji je okruzuje. Usled toga, se ovaj proces moze smatrati adijabatskim
pa za posmatrana dva stanja gasa vazi relacija

PV* = PV*,
gde je k izlozilac adijabate, odnosno

P(SAz)" = 0P(SAz[1 + W' (x,1)])"~. (4.30)
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Ako se ova jednacina resi po trazenom pritisku, dobija se

P

P= T~ Pl — ¥ (x,1)]. (4.31)

Sila koja deluje na posmatrani deli¢ gasa se moze dobiti iz razlike pritisaka
u presecima "1 172"

F == S(Pll — }32/)7 (432)

jer pritisak opada u smeru prostiranja talasa. Kako se radi o malim pomer-
anjima vazi aproksimativna formula

_ Py — Dy
Pl = —-
Ax

pa je sila
F = —P'SAx. (4.33)

Nakon nalazenja izvoda pritiska (zadatog formulom (4.31)), za silu se dobija
F = kPV"(z,t)SAx, (4.34)
a IT Njutnov zakon za posmatrani deo gasa, AmVU = F, postaje
pSAzV = kPY"(z,t)SAx. (4.35)
Nakon skrac¢ivanja ova relacija moze da se predstavi u obliku

O*W(x,t) 1 0*W(x,t)
07w o (4.86)

gde je
u=—, (4.37)

brzina prostiranja posmatranog longitudinalnog talasa.

Jednacina (4.37) ima potpuno istu formu kao i jednacina (4.29) koja
opisuje transverzalne talase u zategnutoj zici, i ima reSenja potpuno istog
oblika, iako one opisuju procese u potpuno razli¢itim sistemima.

Ako iskoristimo jednacinu stanja idealnog gasa PV = n,, RT, pisuéi broj
molova n,, kao odnos mase gasa m i njegove molarne mase M, a gustinu u
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izrazu (4.37) kao odnos mase gasa i njegove zapremine V', brzina longitudi-
nalnog talasa u gasu poprima veoma vaznu formu

u=—1, (4.38)

gde je T" apsolutna termodinamicka temperatura gasa. Kao sto se vidi, brzina
talasa u gasu je srazmerna sa /T sa faktorom koji, za dati gas, predstavlja
konstantu. Na primer za vazduh, ovaj izraz glasi u = 20v/T m/s.

Zvucéni talasi u vazduhu

Jednodimenzionalni zvuéni talas je moguce proizvesti stvaranjem poremecaja
u rasporedu cestica gasa, a time i koncentracije, u odnosu na njihov ravnotezni
raspored, odnosno ravnoteznu vrednost koncentracije. Jedan od nacina da se
to uradi je oscilatorno pomeranje klipa koji se nalazi na jednom kraju duge
i tanke cevi (slika 4.20).

|

)

|

i
I

il
i

Slika 4.20: Stvaranje longitudinalnog talasa u cevi sa gasom.
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Tamnije obojene oblasti na ovoj slici predstavljaju delove gasa gde je on
sabijen i pod veéim pritiskom od ravnotezne vrednosti. Ovakve oblasti se
formiraju pri utiskivanju klipa u cev. Te oblasti se prostiru kroz cev kao puls
koji stalno pritiska oblasti uz koje se nalazi. Kada se klip pomeri u levo,
oblast gasa koja se nalazi u njegovoj blizini se §iri ka njemu i razredjuje tako
da je to oblast (svetlije obojena) u kojoj je pritisak gasa manji od njegove
ravnotezne vrednosti. Ovakve oblasti se takodje kre¢u kroz gas prateci oblasti
u kojima je gas zgusnutiji. I oblasti razredjenja i oblasti zgusnjenja se kreéu
kroz gas brzinom zvuka za tu sredinu.

Ukoliko klip osciluje na sinusoidalan nacina, i oblasti zgusnjenja i razred-
jenja ¢e se tako smenjivati. Rastojanje izmedju dve susedne oblasti zgusnjenja
(ili razredjenja) je jednako talasnoj duzini nastalog longitudinalnog talasa.
Kako se te oblasti pomeraju kroz cev, tako neki posmatrani deo zapremine
vrsi prosto harmonijsko oscilovanje paralelno pravcu prostiranja talasa. Kako
je veli¢ina tog pomeranja (od ravnoteznog polozaja) oznacena sa ¥(x,t),
obzirom na karakter kretanja, njena funkcionalna zavisnost se moze zapisati
u obliku

U(z,t) = U, sin(kz — wt), (4.39)

gde je ¥, amplituda talasa, odnosno maksimalno pomeranje deli¢a sredine
od njihovog ravnoteznog polozaja. Sa k je naravno oznacen talasni broj, a
sa w ugaona frekvencija oscilovanja klipa.?’ )
Pomeranje Cestica gasa dovodi do pojave dodatnog pritiska AP = P — P
u datoj oblasti. Ova razlika u pritiscima je, prema jednacini (4.31), jednaka
oV (x,t kP
) = —kPkV,, cos(kx — wt) = ——wklfm cos(kx — wt).
u
(4.40)
Koristedi izraz za brzinu (4.37), dobija se relacija koja opisuje talase pritiska
u gasu u obliku

AP = —kP
x

AP = —pwu¥,, cos(kx — wt), (4.41)
odakle se vidi da je amplituda pritiska

AP, = pwuV,,. (4.42)

Dakle, pokazano je da se zvucni talas moze posmatrati ili kao talas pomeranja
Cestica gasa ili kao talas pritiska. Uporedjivanjem jednacina (4.39) i (4.41) se

20Primetimo da se pomeranje deli¢a sredine vrsi duz = ose, odnosno u pravcu kretanja
talasa.
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vidi da su ova dva talasa pomerena u fazi za 7/2. Za maksimalno pomeranje

U(z,t) = U,,, pritisak je jednak stacionarnoj vrednosti P, odnosno promena
u pritisku je AP = 0 (slika 4.21).2!

]
M s a4
ty |
\Ijm }
“AP%
A})m W""i 77777
—>
X

Slika 4.21: Pomeranje Cestica i pritisak u funkciji z.

Intenzitet zvucnog talasa je, prema (4.23)
1

I= 5,0@02\1131% (4.43)
Sto, ako se izrazi preko promene pritiska u gasu postaje
AP?
1= . (4.44)
2pu

P rim er X. izracunati brzinu zvuénog talasa u vazduhu (molarna masa
M = 29 - 1073 kg/mol, izlozilac adijabate x = 1,4) na sobnoj temperaturi
(209 C).

21Ga slike se takodje jasno vidi da je, kada je gas maksimalno razredjen, odstupanje
pritiska od ravnotezne vrednosti —AP,,, a kada je gas maksimalno zgusnut, ono iznosi
AP,,. Kada je re¢ o pomeranju Cestica gasa, najveée pomeranje dozivljavaju one koje se
nalaze na mestima gde je odstupanje pritiska od ravnoteznog jednako nuli, jer ¢e se one
prilikom nailaska talasa najvise pomeriti, oti¢i ce ili u oblast gde ée biti zgusnutije ili u
onu gde ¢e biti razredjenije.
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R e $ e nj e. Prema relaciji (4.38) se za brzinu zvuka u vazduhu, na sobnoj
temperaturi, dobija

1,4 1-2
:\/ 48,3 93%343 m/s.

29-10-3

P rim er X. Najslabiji zvuk frekvencije 1000 Hz koji ljudsko uvo moze
da ¢uje ima intenzitet oko 1-1072 W/m? (prag ¢ujnosti). Najjaci zvuk koji
uvo moze da podnese je intenziteta oko 1 W/m? (granica bola). Odrediti
amplitudu pritiska i pomeranja za ova dva grani¢na intenziteta zvuka.

R e § e nj e. Iz jednacine (4.44), uzimajuéi za brzinu zvuka 343 m/s, a za
gustinu vazduha p = 1,2 kg/m?, dobija se

AP, = \/2pul =2,87-107° N/m”.

Kako je normalan atmosferski pritisak reda veli¢ine 10° N/m?, ovaj rezultat
ukazuje na to da ljudsko uvo predstavlja veoma osetljivi prijemnik jer moze
da razazna fluktuacije u pritisku u iznosu od 3 - 1071,

Amplituda pomeranja molekula se moze dobiti iz (4.42), uz w = 27V

AP,
C puw

U,, =1,11-10""m.
Re¢ je ponovo o veoma maloj vrednosti, a jasan utisak o tome se stice ako
se ima u vidu da je poluprecnik molekula oko 1071 m.

Na slican nacin se dobija da se amplituda pritiska koju ljudsko uvo moze
da podnese 28,7 N/m?, a da takvom talasu odgovara amlituda pomeranja od
1,11-107° m.

4.5.3 Talasi u krutom telu

Kada se neki deo krutog tela pobudi na male oscilacije postaje izvor talasa
koji se, zahvaljujué¢i elasticnim osobinama krutog tela, prostire kroz njega.
Proces prenosenja talasa kroz ovakvu sredinu je veoma slican procesu koji se
odnosi na prostiranje longitudinalnog talasa kroz gas. Neka slika 4.19 pred-
stavlja skicu deformacije krutog tela. Njegova relativna deformacija (sabi-
janje ili izduzenje) pri pomeranju deli¢a za ¥ (x,t) je

0= As =

U (2,1). (4.45)
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Prema Hukovom zakonu, usled toga se javlja elasti¢na sila
F = SEyé = SEyV'(z,1), (4.46)

gde je Ey koeficijent koji odrazava elasti¢ne osobine sredine (Jungov modul
elasticnosti). Razlika u silama izmedju preseka 71”7 172" je

AF = Fy — Fy = SEy V" (z,t)Ax. (4.47)
Polazec¢i od II Njutnovog zakona za ovaj deo sredine
pSAzII(z,t) = SEy V" (x,t)Az, (4.48)

dobija se talasna jednacina, koja se poklapa sa ranijim jednacinama za za-
tegnute Zice i gasove:

PV(x,t) 1 0*U(x,t)
ox? u?  Ot?

u = E. (4.50)

Ovom prilikom su razmatrane longitudinalne deformacije u krutom telu (i
odgovarajuéi talas koji je pri tome nastao). Za razliku od gasova, elasticne
sile u krutim telima nastaju i pri deformacijama smicanja. Jednac¢ina takvih,
transverzalnih talasa, ima isti oblik (4.49), ali u izraz za brzinu sada ulazi
modul smicanja Ey, pa je ona zadata kao

=0, (4.49)

ali sa brzinom

u=/—. (4.51)
i
Napomenimo, bez izvodjenja, da za talase u tecnostima takodje vazi talasna
jednacina oblika (4.49) sa brzinom

u=y/—, (4.52)

u kojoj je sa E oznacen zapreminski modul elasticnosti tec¢nosti kroz koju se
prostire talas.

Primer X. Kroz ¢elicnu sipku (Ey = 20,6 - 109 N/m?, E, = 8- 109
N/m? p =17,8-10% kg/m?) se prostire zvucni talas. Odrediti brzine njegovih
komponenti (transverzalne i longitudinalne)
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R e § e nj e. Brzina longitudinalne komponente v je prema (4.50)

20,6 - 1010
uj = [Ty qgr = 5110 m/s =5, 1 ks,

dok je transverzalna u, (4.51)

8- 1010 3
w, = m:&}lo m/s = 3,2 km/s.

P rim er X. Delfini koriste akusticne talase za lociranje riba kojima se
hrane. Eksperiment je pokazao da delfin moze da detektuje objekte manje
od 10 cm koji su od njega udaljeni 110 metara. Izracunati koliko interval
vremena prodje izmedju momenta emitovanja zvucnog talasa i momenta kada
delfin registruje reflektovani talas. Zapreminski modul elasti¢nost vode je
E=2,1-10° N/m?

R e § e nj e. Ukupno rastojanje koje predje zvuk do mete udaljene 110 m
i nazad do delfina je Az = 2-110 m = 220 m, pa je vreme potrebno da delfin
cuje reflektovani zvuk At = %, gde je u brzina prostiranja talasa kroz vodu

E
u=4/—=14km/s.
p

Na osnovu ovoga je trazeno vreme

A
At=22_016s.
u

4.6 Sferni i ravanski talasi

Do sada je razmatran specijalan tip talas ¢ija faza kx — wt + ¢, zavisila samo
od koordinate x koja je usmerena u smeru kretanja talasa.

Ukoliko se uo¢i povrs koju cine tacke koje osciluju u fazi, onda je to
talasni front (povrs konstante faze). Ako se, kod na primer prostiranja
transverzalnog talasa, deli¢i sredine osciluju na jednak nacin u svim tackama
povrsi normalne na pravac prostiranja talasa (z-osa), onda imamo posla sa
ravanskim talasom (u yz ravni) jer je njegov talasni front ravan (slika 4.22).

Ukoliko se u nekoj sredini (na primer gasu) nalazi neko sferno telo ¢iji
polupreé¢nik osciluje sa vremenom, u sredini nastaju sferni talasi (slika 4.24).
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~ .
2P

—

Slika 4.22: Skica ravanskog talasa brzine u koji se prostire u pozitivhom
smeru x ose. Talasni front su ravni paralelne yz ravni.

N
W ¢

Slika 4.23: Sferni talas koji se prostire od oscilujuceg sfernog tela.
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Slika 4.24: Sferni talas koji se prostire od oscilujuceg sfernog tela koje se ako
je malo moze smatrati tackastim izvorom. Zraci su radijalne linije usmerene
od izvora normalno na talasne frontove.

Ukoliko je sredina uniformna nastali talas se prostire od izvora konstantnom
brzinom.

Kako se talas prostire uniformno, moze da se zakljuciti da se energija, kod
sfernog talasa, prenosi u svim pravcima podjednako, jer nema pravca koji bi
po necemu bio privilegovan.?? Ako sa P;, ozna¢imo srednju snaga izvora koji
emituje talase, tada kada je talas dosao na rastojanje r od izvora, ona mora
da se raspodeli na sfernu povrs povrsine 4772, Drugim rec¢ima, intenzitet
talasa, na ovom rastojanju od izvora talasa, je

P P
== 4.53
A 4mr? ( )
Intenziteti istog talasa, na rastojanju r; i ro od izvora se razlikuju i iznose
PST‘ . PST
L =—, 2= 5,
dmry 4drrs
a njihov odnos je
I B 1

227 ovakve sredine, kod kojih nema ni jednog privilegovanog pravca se kaze da su
izotropne.
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Iz ova dva izraza se vidi da intenzitet talasa opada u obrnutoj proporciji sa
kvadratom rastojanja od izvora.
Ako se pak izjednace desne strane jednacina (4.43) i (4.53) dobija se

1, P,
- -
U Em = e

odakle, se vidi da amplituda pomeranja W,, mora da se sa udaljavanjem od
izvora smanjuje obrnuto srazmerno rastojanju r od njega, odnosno W, ~ 1/r.
Na osnovu toga je, talasna funkcija sfernog talasa, koji se Siri od tackastog
izvora koji osciluje frekvencijom w data izrazom

U= \I]:w sin(kr — wt), (4.54)

gde je U,,0, amplituda pomeraja na jedinicnom rastojanju od izvora (r = 1).

Sferne talase je pogodno predstaviti kao niz koncentri¢nih kruznih lukova

(slika 4.24), gde svaki od tih lukova predstavlja povrs konstantne faze. Takve

povrsi se, kao Sto je napomenuto zovu talasni frontovi. Rastojanje izmedju

dva susedna talasna fronta je jednako talasnoj duzini A, a radijalne linije
usmerene od izvora talasa se zovu zraci.

talasni frontovi

Slika 4.25: Daleko od tackastog izvora, talasni frontovi postaju skoro par-
alelni, a zraci, koji su ortogonalni na njih su takodje medjusobno skoro par-
alelni. To znaci da se uocCeni mali deo sfernog talasa ponasa kao ravanski
talas.

Ako izdvojimo jedan mali deo talasnog fronta, daleko od izvora talasa
(slika 4.25, zraci koji prolaze kroz talasni front su skoro paralelni ($to smo
dalje od izvora talasa, odstupanje od paralelnosti zraka je sve manje), a ta-
lasni front je sve ravniji i ravniji. U skladu sa time, ukoliko je rastojanje od
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izvora talasa mnogo vece od talasne duzine, sferni talasa se moze aproksimi-
rati ravnim. U tom sluc¢aju, njegova talasna funkcija ima formu

U(z,t) = ¥, sin(kr — wt), (4.55)

koja je identicna funkciji koja je koris¢ena za opisivanje jednodimenzionalnih
progresivnih talasa.

4.6.1 Doplerov efekat

Verovatno smo svi primetili da se zvuk automobilske sirene menja dok auto-
mobil prolazi kraj nas. Frekvencija zvuka koji pri tome registruju nase usi,
potaje sve visi i visi dok se automobil priblizava a opada kada on pocne da se
udaljava. Pri ovome naravno sirena sve vreme emituje zvuk iste frekvencije,
a menja se frekvencija zvuka koji mi registrujemo To je samo jedan primera
takozvanog Doplerovog efekta.?

Da bi razumeli $ta izaziva prividnu promenu frekvencije talasa, zamislimo
da se nalazimo na ¢amcu usidrenom na ustalasalom moru sa talasima perioda
T = 3,0 s. To znaci da ¢e na svake 3,0 s camac pogoditi breg talasa. Slika
4.26 (a) prikazuje tu situaciju, za slucaj kada se talasi kreéu sa desna na
levo. Ukoliko trenutak kada ¢amac pogodi breg talasa proglasimo za pocetni
trenutak posmatranja (odnosno resetujemo stopericu tako da u tom trenutku
pokazuje nulu), nakon 3 sekunde ¢e brod pogoditi naredni, nakon 6 sekundi
drugi, itd. Na osnovu toga zaklju¢ujemo da je frekvencija talasa v = 1/T =
1/3.0 Hz.

Pretpostavimo da brod vise nije usidren i da ga vetar nosi ka nadolaze¢im
talasima (slik 4.26 (b)). Ukoliko opet resetujemo stopericu da bude na nuli u
momentu kada breg talasa pogodi brod, primeti¢emo da ¢e nas naredni breg
pogoditi za manje od 3,0 s nakon prvog. Razlog je naravno taj sto se brod
krece u susret talasima. Drugim recima, period talasa koje ”prima’” brod je
manji od 3,0 s, odnosno od perioda koji je registrovan kada je brod mirovao.
Obzirom da je v = 1/T, to znaci da ¢e se na brodu registrovati talas vece
frekvencije od one kada je brod bio u stanju mirovanja.

Ukoliko brod promeni smer kretanja i po¢ne da se kreée u istom smeru
kao i talasi registrovace se suprotan efekat. Ponovo resetujemo Stopericu u
momentu kada brod pogodit breg talasa i merimo vreme do nailaska sledeceg.

Z0vaj efekat je dobio ime po Austrijskom fizicaru Kristijanu Johanu Dopleru (Christian
Johann Doppler, 1803-1853), koji ga je otkrio kod svetlosnih talasa.
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(@)

V,

talasa

)

vtalasa vtalasa

Slika 4.26: (a) Talasi se kreéu ka stacionarnom brodu. (b) Brod se krece ka
izvoru talasa. (¢) Brod se kreée od izvora talasa.

Primetice se da je to vreme duze od 3.0 s, obzirom da je smer i talasa i broda
isti. Drugim recima, period registrovanih talasa je veci a njihova frekvencija
je manja nego u slucaju kada brod miruje.

Pomenuti efekti se desavaju usled postojanja relativne brzine kretanja
broda u odnosu na talase. Kada se brod krece sa leva na desno, relativna brz-
ina je vec¢a od brzine talasa, Sto dovodi do registrovanja talasa vece frekven-
cije. Kada se brod kre¢e u suprotnom smeru, relativna brzina registrovanih
talasa je manja, a time i frekvencija registrovanih talasa.

[zvrsenu analizu je moguée prosiriti na slucaj zvucnih talasa tako Sto
¢emo prosto umesto da posmatramo prostiranje talasa na vodi, posmatrati
prostiranje zvucnih talasa. Sada sredina kroz koju se prostiru talasi nije voda
ve¢ vazduh, a umesto da pratimo ljuljanje broda na talasima, slusa¢emo zvuk.

Pretpostavimo da se posmatra¢ P krece a da je izvor zvucnog talasa S
stacionaran. Pretpostavimo da je, takodje i vazduh u stanju mirovanja i da se
posmatra¢ kreée brzinom v,, direktno ka tackastom, stacionarnom (v, = 0)
izvoru talasa (slika 4.27).24

24Treba imati u vidu da kada se kaze da je izvor stacionaran, misli se da se ne kreée u
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Slika 4.27: Biciklista se krece brzinom vy ka stacionarnom izvoru talasa S.

Neka su v i A frekvencija i talasna duzina, respektivno, izvora talasa, a da

je brzina zvuka u. U sluc¢aju kada se ne kreé¢u ni izvor ni posmatra¢ (vs = 0
i v, = 0), frekvencija zvuka koji registruje posmatrac je jednaka frekvenciji
zvucnog izvora. Kada se posmatrac krece ka izvoru zvuka, brzina talasa u
odnosu na njega postaje veca, i iznosi v’ = u + v, (kao u slucaju camca),
dok talasna duzina ostaje nepromenjena. Na osnovu jednacine u = Av,
zakljucujemo da je frekvencija zvuka koga ¢uje posmatrac¢ uveéana i da iznosi
o u_u + vy

A A

Kako je A = u/v, ovaj izraz moze da se zapise u obliku

V= <1 + vp> v (posmatraé se krece ka izvoru). (4.56)
u

Ukoliko se posmatrac krec¢e od izvora, relativna brzina talasa u odnosu na
posmatraca je v’ = u — v, pa Ce frekvencija zvuka koji registruje posmatrac
biti

V= (1 — z:) v (posmatra¢ se kreée od izvora). (4.57)

Ove dve formule mogu da se objedine u jednu

V= (1 + ”p> v, (4.58)
u

odnosu na sredinu kroz koju se prostire zvuk, odnosno u odnosu na vazduh.
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gde se znak plus koristi kada se posmatrac krec¢e ka izvoru, a znak minus
kada se kre¢e od njega.

Razmotrimo sada situaciju kada se izvor krece direktno ka posmatracu A
koji miruje. Sa slike 4.28 se vidi da ¢e, talasni frontovi zvuka koji posmatrac
A Cuje, u tom slucaju biti blizi jedni drugima nego u slucaju kada je izvor
u stanju mirovanja. Stoga je talasna duzina A" koju meri (uz pomo¢ nekog

Slika 4.28: Izvor S se kreée brzinom v, ka stacionarnom posmatracu A,
odnosno od takodje stacionarnog posmatraca B.

instrumenta na primer) posmatra¢ A, kra¢a od talasne duzine izvora A. U
toku svake oscilacije, koja traje T’ izvor, kre¢uéi se brzinom vy, prelazi rasto-
janje vsT = v, /v, a talasna duzina koju meri posmatra¢ A’ je upravo jednaka
razlici talasne duzine izvora A i ovog iznosa

N=A—Ad=A— 2,

14

Kako je A = u/v, frekvencija zvuka koji ¢uje posmatrac A je

PUNNDYSE TS
v

odnosno
V= v, (4.59)




200 GLAVA 4. TALASI

odakle se moze zakljuciti da je, frekvencija koju registruje posmatrac¢ kada
se izvor krec¢e ka njemu, veca od frekvencije talasa koje emituje izvor.

Ako se izvor krece od posmatraca (sluc¢aj sa posmatracem B sa slike 4.28),
posmatrac registruje vec¢u talasnu duzinu ), od talasne duzine kojom izvor
emituje talase, sto znac¢i da frekvencija koju posmatrac registruje opada, i
iznosi

1
= v
1+ %
Kombinujuéi jednacine (4.59) i (4.60), opsti izraz koji opisuje vezu izmedju
registrovane i emitovane frekvencije, u slucaju kada se izvor krec¢e a posmatrac
je u stanju mirovanja, je

/
v

(4.60)

) 1
LF 2=
gde se gornji znak odnosi na kretanje izvora ka posmatracu a donji na udal-
javanje od njega.
Naravno, moguca je i najopstija situacija, u kojoj se i izvor i posmatrac
kre¢u, a izraz za registrovanu frekvenciju, u tom sluc¢aju, moze da se napise
uzimanjem u obzir ve¢ dobijenih izraza:

" (4.61)

v,

V= wy. (4.62)
U F v
U ovom izrazu, gornji znaci (+v, i —v,) odgovaraju situaciji kada se izvor
i posmatra¢ priblizavaju jedan drugome, a donji znaci (—v, 1 4vs) situaciji
kada se medjusobno udaljavaju. Na osnovu iznete analize je jasno da, uvek
kada je re¢ o priblizavanju, raste frekvencija, a kada imamo slu¢aj da se izvor
i posmatra¢ udaljavaju, frekvencija opada.?®
P rimer X. Ambulantna kola se kreéu u smeru istoka brzinom 33.5
m/s, pri ¢emu sirena emituje zvuk frekvencije 400 Hz. Zvuk koje frekvencije
¢e ¢uti osoba u kolima koja se, brzinom 24,6 m/s kre¢u na zapad kada se
kola priblizavaju ambulantnim kolima, a koje kada se udaljavaju?
R e § e nj e. Potrebno je iskoristiti u oba slucaja jednacinu (4.62),
uz Cinjenicu da je brzina zvuka 343 m/s. Kada se kola priblizavaju jedna

25Tako je tipicno iskustvo koje imamo sa Doplerovim efektom vezano za zvucne talase,
rec je o fenomenu koji se javlja kod svih tipova talasa. Na primer, relativno kretanje izvora
i posmatraca, dovodi do promene u registrovanoj frekvenciji i svetlosnih talasa. Doplerov
efekat koriste policajci u radarskim sistemima kada mere brzinu kretanja vozila. Astronomi
takodje koriste ovaj efekat da bi odredili brzine zvezda, galaksija, i drugih nebeskih tela u
odnosu na Zemlju.
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drugima, osoba u kolima ¢e registrovati frekvenciju

p_utvy 343 m/s + 24,6 m/s
U — Vg 343 m/s — 33,5 m/s

Kada se udaljavaju, trazena frekvencija je

P_ U=V 343 m/s — 24,6 m/s
U+ vy 343 m/s+ 33,5 m/s

Promena u registrovanoj frekvenciji je 475-338=137 Hz, odnosno vise od 30%
prave frekvencije.

v 400 Hz = 475 Hz.

v 400 Hz = 338 Hz.

4.7 Superpozicija talasa

Do sada je bilo rec¢i o prostiranju jednog talasa kroz sredinu. Veoma je med-
jutim interesantno analizirati ponasanje sredine kada se nadje pod uticajem
dva ili vise talasa koji se prostiru kroz nju. Na primer, Sta se desava sa tala-
som na zategnutoj zici ili konopcu kada dodje do pri¢vrséenog kraja, odbije
se, vrati nazad i sretne sa talasom suprotnog smera koji se i dalje protsitre sa
leva na desno? Kolike su i kako se menjaju sa vremenom promene u pritisku
na jednom mestu u koncertnoj sali kada vise instrumenata iz orkestra svira
zajedno?

4.7.1 Superpozicija i interferencija sinusoidalnih talasa

Zamislimo da stojimo u bazenu u kome, nedaleko od nas, pluta gumena lopta.
Recimo da sada, jednom rukom, neko vreme, pravimo talase koji ¢e se od
nase ruke, Siriti koncentricno i koji ¢e uskoro zahvatiti i deo vode na kome
se nalazi lopte, pomerajuci je gore-dole sa amplitudom od na primer 5 cm.
Nakon smirivanja vodene povrsine, pravimo opet neko vreme jednake talase
ali sada levom rukom. Primeti¢emo da ¢e se lopta jednako ponasati kao i u
prethodnom slucaju. Mozemo da se zapitamo sta bi se desilo kada bi, obema
rukama, istovremeno pravili talase? To ¢e, naravno, zavisiti od toga kakva
¢e biti faza talasa koji dolaze do lopte. Moze da se desi na primer, da ¢e oba
talasa kada dodju do lopte imati tendenciju da je podignu na vise, ili pak,
drugi krajnji slucaj, da jedan ima tendenciju da loptu podigne a drugi da je
spusti. Moguc¢i su i drugi slucajevi koji se nalaze izmedju ova dva. Kako je
cest slucaj da se u sredini postoje dva i viSe talasa, potrebno je razmotriti
kako oni interaguju jedni sa drugima.
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Princip superpozicije

Prema principu superpozicije, kada se kroz linearnu sredinu prostiru
dva ili viSe talasa, rezultujuée pomeranje deli¢a sredine (odnosno
rezultujudi talas) u ma kojoj tacki sredine je jednako algebarskoj
sumi pomeranja koje izazivaju individualni talasi. Posmatrajmo dva
sinusoidalna talasa koji se prostiru kroz istu linearnu sredinu u istom pravcu
i smeru. Ukoliko se oba prostiru sa leva na desno, imaju istu frekvenciju,
talasnu duzinu i amplitudu, a razlikuju se u fazi, njihove talasne funkcije su

y1 = Asin(kz — wt), yp = Asin(kx — wt + ). (4.63)
Rezultujuca talasna funkcija, prema principu superpozicije, je njihov zbir
y =11 +y2 = Alsin(kx — wt) + sin(kx — wt + ¢)]. (4.64)

Koristeci formulu za zbir sinusnih funkcija

sin a + sin 3 = 2 cos (T) sin <a—;—ﬂ>

dobija se

y = 2A cos g sin (k:c — wt + ;0) : (4.65)
Kao sto se vidi iz ovog izraza, rezulutujuca talasna funkcija y je takodje
sinusiodalna i ima istu frekvenciju i talasnu duzinu kao individualni talasi.
Amplituda rezultujuceg talasa je 2A cos(¢/2), a pocetna faza ¢/2.

Ako je pocetna faza drugog talasa (4.63) (zapravi fazna razlika individual-
nih talasa) jednaka 0, tada je cos(¢/2) = cos0 = 1, a amplituda rezultujuceg
talasa je 2A, odnosno jednaka je dvostrukoj amplitudi individualnih talasa.
U tom slucaju se kaze da su talasi u fazi i da interferiraju konstruktivno.
Bregovi i dolje individualnih talasa y; i y2 se u tom slucaju nalaze na istim
mestima i kao rezultat daju talas koji se od njih razlikuje jedino po tome sto
ima duplo ve¢u amplitudu (slika 4.29). Posto su individualni talasi u fazi,
na slici se preklapaju. Konstruktivna interferencija ¢e se javiti uvek kada je
cos(p/2) = £1, odnosno za ¢ = 0, 27,4, ..., odnosno uvek kada je ¢ paran
umnozak 7.

Kada je ¢ jednako 7 rad ili bilo koji neparan umnozak 7 (odnosno
breg jednog talasa se nalazi tamo gde je dolja drugog), tada je cos(y¢/2) =
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Slika 4.29: Konstruktivna interferencija dva identi¢na progresivna talasa.

i V,

y / y

Slika 4.30: Destruktivna interferencija dva identi¢na progresivna talasa koja
se u fazi razlikuju za 7 rad.

cos(m/2) = 0. Usled toga ¢e rezultujuéi talas imati nultu amplitudu svuda
(slika 4.30), odnosno imaé¢emo slucaj destruktivne interferencije.

Ukoliko pak fazna razlika talasa ¢ ima neku proizvoljnu vrednost izmedju

0 i 7 rad, rezultujuéa amplituda ima odgovaraju¢u vrednost izmedju 0 i 2A
(slika 4.31).

Slika 4.31: Interferencija dva identi¢na progresivna talasa cija je fazna razlika
izmedju 0 i 7 rad.
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4.7.2 Stojeéi talasi

Pretpostavimo da smo postavili dva identi¢na zvucnika, koja emituju zvucne
talase iste frekvencije i amplitude, na odredjeno medjusobno rastojanje okrenute
jednog prema drugome. U ovom slucaju imamo situaciju da dva identicna
talasa putuju u suprotnim smerovima kroz istu sredinu. Kad se susretnu oni
¢e se kombinovati u skladu sa principom superpozicije.

Neka je rec¢ o dva transverzalna sinusoidana talasa istih amplituda, frekven-
cija i talasnih duzina, ali suprotnih smerova, koji se krec¢u kroz istu sredinu

y1(z,t) = Asin(kr — wt), yao(z,t) = Asin(kx + wt), (4.66)

gde y; predstavlja talas koji se prostire sa leva na desno a ¥, talas koji se
prostire sa desna na levo. Superponiranje ovih dveju funkcija daje

y=1y1(x,t) + yo(z,t) = Alsin(kx — wt) + sin(kx + wt)]. (4.67)
Prema pravilima za sabiranje trigonometrijskih funkcija rezultat je
y = 2Asin(kx) coswt = A(x) coswt, (4.68)

odnosno, dobijena je talasna funkcija koja opisuje takozvani stojeci talas.

24 s} kx

Slika 4.32: Multifles fotografija stojeceg talasa na zici.

Primetimo da dobijena talasna funkcija (4.68) ne sadrzi kao argument
(kx — wt), pa prema tome ne predstavlja progresivni talas. Pazljivija analiza
pokazuje da ova jednacina predstavlja zapravo jednacinu oscilovanja pri kome
svaka Cestica sredine osciluje istom frekvencijom w (zbog faktora coswt u
jednacini). Medjutim, amplitude Cestica, A(x) = 2Asin(kz), se razlikuju i
zavise od mesta na z osi na kome se nalaze.

Proizvoljna cestica sredine, zahvacena stoje¢im talasom, osciluje tako
da su njeni amplitudni polozaji obuhvaceni obvojnicom ¢ija je jednacina
2Asin(kx), gde x odredjuje polozaj ¢estice u sredini. Ova situacija se, kao $to
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vidimo, razlikuje od one kod progresivnog talasa u kome sve ¢estice sredine
prilikom oscilovanja imaju iste amplitude i frekvencije, pri ¢emu je amplituda
oscilovanja jednaka amplitudi talasa.

Minimalna vrednost amplitude stojeceg talasa, inace jednaka 0, je u
tackama na x osi koje se nazivaju ¢vorovi, za koje vazi sinkxr = 0, a to
se deSava ako je

kx =0,m, 27,37, ...

Kako je k = 2w /A, mesta ¢vorova su odredjena sa

r = gx, n=0,1,23,.. (4.69)

Amplituda stojec¢eg talasa je maskimalna u tackama koje se nazivaju trbusi,
u kojima je sin kx = +1, odnosno u kojima je

I T 3w 57
==, —, —, ..
272727
odnosno za n
x = Z/\’ n=1235,... (4.70)

Uporedjivanjem jednacina (4.69) i (4.69), moze da se zakljuci da je:
e Rastojanje izmedju susednih trbuha \/2.
e Rastojanje izmedju susednih ¢vorova A/2.
e Rastojanje izmedju susednog ¢évora i trbuha /4.

Izgled stojeceg talasa koji se dobija od dva individualna progresivna talasa
suprotnih smerova, u raznim momentima vremena je prikazan na slici 4.33.
U t =0 (deo (a) na slici), progresivni talasi su u fazi i izazivaju maksimalno
pomeranje Cestica sredine u stoje¢em talasu. Nako cetvrtine perioda talasa
(deo (b) na slici), svaki od progresivnih talasa se pomera za po ¢etvrtinu
talasne duzine pa su ova dva talasa u suprotnim fazama. Ovo znaci da
deli¢i sredine, u tom momentu vremena, prolaze kroz ravnotezne polozaje
u oscilatornom kretanju koje vrse. U trenutku ¢ = 7'/2 (deo (c¢) na slici),
progresivni talasi su opet u fazi i produkuju elongacije deli¢a sredine koje
su inverzne u odnosu na one u t = 0. Na slici 4.33 su prikazana samo tri
karakteristi¢na slucaja dok se, ostali koji nisu prikazani, nalaze izmedju njih.
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— — —

(@ t=0 (b) t=T/4 () t=T/2

Slika 4.33: Oblik stojeceg talasa u raznim momentima vremena.

Energija stojeceg talasa

Veoma je interesantno analizirati energiju koju imaju cestice sredine u delu
koji je zahvacen stoje¢im talasom. Neka je, na primer, re¢ o stojecem talasu
koji se formirao na zategnutoj zici. Osim ¢vorova koji su uvek stacionarni, svi
deliéi zice osciluju istom frekvencijom ali razli¢itim amplitudama koje zavise
od mesta gde se nalaze.

U progresivnom talasu, energija se prenosi kroz sredinu, kao sto je ranije
diskutovano. Taj prenos energije talasom mozemo da shvatimo kao rad koji
jedan deli¢ zice vrsi na narednom. Kada se jedan deli¢ pomeri na vise on
deluje na susedni, pomera ga i na taj nacin vrsi rad. Kada je re¢ o stoje¢em
talasu, deli¢ koji se nalazi u ¢voru se ne pomera pa prema tome ne moze da
vrsi rad na susednom deli¢u zice. Zakljucujemo da kod stojeceg talasa ne
postoji energija koja se prenosi kroz sredinu, jer kao sto vidimo, kroz ¢vorove
se ne prenosi energija. Iz tog razloga se ovaj tip talasa i naziva stojeci talas.

U stojec¢em talasu, energija oscilujuée zice se neprekidno transformise
izmedju elasti¢ne potencijalne energije (kada su delié¢i Zice u stacionarnim
stanjima, tj. otklonjeni u odgvarajuée amplitudne polozaje) i kineticke en-
ergije (kada je zica horizontalna, odnosno kada deli¢i maksimalnom brzinom
prolaze kroz ravnotezne polozaje). U medjuslucajevima delovi zice imaju i
potencijalnu i kineticku energiju.

P rimer X. Dva talasa suprotnih smerova formiraju stojeé¢i talas.
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Njihove talasne funkcije su
y1 = (4,0 cm)sin(3,0x — 2,0t) 1ye = (4,0 cm)sin(3, 0x + 2, 0t),

pri cemu su x i y izrazeni u centimetrima. Odrediti (a) amplitudu oscilo-
vanja delica sredine koji se nalazi na mestu sa koordinatom z = 2,3 cm,
(b) Odrediti polozaje ¢vorova i trbuha, (c) Kolika je amplituda oscilovanja
delova sredine koji se nalaze u trbusima?

Resenje: (a) Kakoje A=4,0cm, k= 3,0rad/cm i w = 2,0 rad/s,
jednacina stojeCeg talasa je

y = (2Asinkz) coswt = [(8,0 cm) sin 3, 0x] cos 2, 0t,
odakle se vidi da se amplituda menja po zakonu
A(z) =2Asinkz = (8,0 cm) sin 3, 0.

Prema tome, trazena vrednost amplitude deli¢a Zice koji se nalazi na mestu
odredjenom sa x = 2,3 cm je

A(2,3 cm) = (8,0 ¢cm)sin 6.9 rad = 4,6 cm.

(b) Polozaji ¢vorova su odredjeni sa © = nA/2, a talasna duzina je, iz
k=3,0rad/cm ik =27/\ A =27/3 cm. Prema tome, polozaji ¢vorova su

x:n§:ng cm, n=0,1,2,3, ..
Trbusi se nalaze na © = n\/4, odnosno
A
x:nzzn% cm n=1,3,5,...

(c) Amplituda ¢estice koja se nalazi trbuhu je

A(nA/2) =2A =8,0 cm.

4.7.3 Uslovi formiranja stojeceg talasa na zici Ciji su
krajevi fiksirani
Razmotrimo formiranje stojec¢ih talasa na zici zategnutoj na oba kraja. Stojeci

talas na zici ¢e nastati kao neprekidna superpozicija talasa koji nailaze ka kra-
jeve zice i onih koji se odbijaju od njih. Krajevi zice, obzirom da su uc¢vrséeni,
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< L »

(@) (©)

n=1 L=2\/2 n=3 L=3)/2
(®) @)

Slika 4.34: Normalni modovi na zategnutoj zici duzine L.

imaju nultu elongaciju, i prema tome, po definiciji predstavljaju ¢vorove
stojeteg talasa. Na zici moze da se formira niz stoje¢ih talasa, odnosno os-
cilacija koje se nazivaju normalni modovi a razlikuju se po frekvencijama
koje se mogu relativno lako odrediti.

Oscilovanje zategnute zice je u stvari superpozicija odredjenih normal-
nih modova, a koji ¢e od njih biti zastupljeni, zavisi od nac¢ina na koji je
oscilovanje zapocelo.

Do oblika normalnih modova se dolazi polazeéi od ¢injenica da na kraje-
vima zica moraju da se formiraju ¢vorovi a da medjusobna udaljenost sused-
nih ¢vorova i trbuha mora da bude jedna ¢etvrtini talasne duzine. Prvi nor-
malni mod prikazan na slici 4.34(b), ima ¢vorove na krajevima zice a trbuh
na sredini. To je mod koji odgovara najvecoj talasnoj duzini Ay, koja je u
tom slucaju duplo veéa od duzine zice, A\; = 2L. Slede¢i mod, talasne duzine
Az se javlja kada je talasna duzina jednaka duzini zice, Ay = L (slika 4.34(c)).
Treé¢i mod, odgovara sluc¢aju u kome je A3 = 2L/3. Mozemo da zakljuc¢imo
da se, na zategnutoj zici duzine L pri¢vrséenoj na oba kraja, mogu formirati
normalni modovi ¢ije su talasne duzine odredjene izrazom

2L
A=, n=1,2,3, .., (4.71)
n

gde se indeks n odnosi na n-ti mod oscilovanja. Vazno je istaci da su izrazom
(4.71) odredjeni moguci modovi oscilovanja zice. Modovi koji ¢e se realizovati
zavise od nacina na koji se zica, okidanjem, pobudjuje na oscilovanje.
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Prirodne frekvencije pridruzene odgovaraju¢im modovima se mogu dobiti
iz relacije v = u/\, gde je u brzina talasa (ista je za sve frekvencije jer, kao
sto je napomenuto, zavisi od sredine kroz koju se talas prostire). Na osnovu
jednacine (4.71), za njih se dobija

u

u
= — =n— =1,23, ... 4.72
Un )\n n2La n ) a37 ( 7)

Kako je brzina prostiranja talasa kroz zategnutu zicu u = |/ F,/u, prirodne
frekvencije zice su

n |F,
= —/— =1,2,3, ... 4.73

2L ILL Y n Y ) ) ( )
Najniza frekvencija v; se naziva osnovna (ili fundamentalna) frekvencija
i data je izrazom

Un

1 |F,
AN (4.74)
a frekvencije ostalih normalnih modova su njeni celobrojni umnosci. Ovakve
frekvencije, koje su celobrojni umnosci, formiraju harmonijske serije, a
normalni modovi se zovu harmonici. Osnovna frekvencija v; se, u tom
smislu, zove frekvencija prvog harmonika, frekvencija v = 214 je frekvencija
drugog harmonika, a frekvencija v, = nv; je frekvencija n-tog harmonika.?s

Kako u realnosti da na zategnutoj zici pobudimo odgovarajué¢e harmoni-
ike? Tako Sto zicu pri okidanju deformisemo tako da njen oblik podsec¢a na
oblik Zeljenog harmonika. Nakon otpustanja, zica osciluje njegovom frekven-
cijom. Ukoliko je zica zategnuta tako da njen oblik ne podsec¢a na neki odred-
jeni harmonik, rezultujuce oscilovanje ukljucuje vise njih. To se desava kada
zatezemo zicu muzickog instrumenta (gitara), prevlacimo gudalom po njoj
(¢elo) ili je udaramo (klavir). Ako se zica pri povlacenju deformise u nesi-
nusiodalan oblik, jedino talasi koji zadovoljavaju grani¢ne uslove (da ¢vorovi
budu na mestima gde je zica uévriéena) mogu da se formiraju na njoj (i to
su naravno harmonici).

Frekvencija zicanih instrumenata varira u zavisnosti od iznosa sile za-
tezanja i duzine zice (i naravno od njene debljine, odnosno od mase po jedinici

151

26Qscilovanje zategnute zice, prilikom formiranja stojeéeg talasa na njoj, je relativno
prost slucaj u kojem su frekvencije modova celobrojni umnosci osnovne frekvencije,
odnosno frekvencije prvog harmonika. Kod drugih sistema takodje postoje modovi os-
cilovanja ali ono obi¢no nisu celobrojni umnosci osnovne frekvencije te tada ne mozemo
izdvojiti harmonike.
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duzine). Na primer, zategnutost zica na gitari ili violini menjamo okretan-
jem c¢ivija za Stimovanje. Kada se zategnutost zice poveca rastu i frekven-
cije normalnih modova u skladu sa jednac¢inom (4.73). Kada se instrument
(podesavanjem sile zatezanja zice) nastimuje, svira¢ proizvodi zvuke raznih
frekvencija pomerajuéi prste duz njegovog vrata (pritiskajuéi zicu uz pragove
instrumenta) ¢ime skrac¢uje duzinu dela zice koji osciluje. Kada se smanji
duzina zice, prema istoj relaciji, raste frekvencija normalnog moda.

Primer X. Zica C na klaviru ima osnovnu frekvenciju od 262 Hz, a prva
A 7ica iznad nje 440 Hz. (a) Izracunati frekvencije slede¢a dva harmonika C
zice. (b) Ako A i C zice imaju iste linijske gustine p i iste duzine L, odrediti
odnos sila zatezanja. (c) Pretpostavke navedene pod (b) da su linijske gustine
i duzine zica jednake, u realnosti nisu potpuno tacne za klavir. Naime, dok
linijske gustine jesu iste, duzina A Zice iznosi 64% duzine zice C. Koliki je
odnos njihovih sila ztezanja ako se to uzme u obzir?

R e § e nj e. (a) Frekvencije visih harmonika su celobrojni umnosci os-
novne frekvencije v; = 262 Hz, odnosno

Vo = 2V1 =524 HZ, V3 = 3V1 = 786 Hz.

(b) Osnovne frekvencije zica su

1 [F.a 1 [F.¢
1% = — _— 1% e
1A 27, L ) 1C 27, [ )

via [ Faa

e Fz

a njihov odnos

Iz njega se za odnos sila zatezanja dobija

Foa <V1A>2 _ (440)2 = 2,82.
FzC Vi 262

(¢) Na osnovu jednacine (4.74), odnos frekvencija je

viec La\ F.c

ra Lo [Foa <100> F.4
64 F.o’

odakle je trazeni odnos

F.u , /44072
= (0,64 (=) =1,16.
Fo ~ (064 (262) 16
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P rimer X. Slobodni deo tanje zice E na gitari ima duzinu 64,0 cm,
pri ¢emu je osnovna frekvencija 330 Hz. Ako je skratimo na prvom pragu,
okidanjem proizvodi notu F frekvencije 350 Hz. Odrediti za koliko je skrac¢ena
Zica.

R e § e nj e. Jednacina (4.72) povezuje osnovnu frekvenciju sa duzinom
zice. Za n =1 se za brzinu talasa na zici dobija

2L 2(0, 640
2Ly, 2 H060m) oy 499 s,
n 1
Kako se osim duzine zice ne¢e menjati nista, brzina talasa ostaje ista. Na
osnovu relacije (4.72), moze da se dobije i nova duzina Zice za koju je osnovna
frekvencija 350 Hz,odnosno

u 422 m/s)

L= = W35 my)

= = 0,603 m.
20, ’ o

Razlika duzine neskracene zice i zice skrac¢ene na prvom pragu je prema tome

3,70 cm.

4.7.4 Stojeci talasi u vazdusnim stubovima

Stojeci talasi mogu da se formiraju i u vadusnim stubovima, na primer u
cevim orgulja, kao rezultat interferencije longitudinalnih talasa koji se pro-
stiru u suprotnim smerovima. U kakvoj medjusobnoj fazi ¢e biti incidentni i
reflektovani talas zavisi od toga da li je kraj cevi otvoren ili zatvoren.?”

Ako je cev zatvorena na kraju, tu se nalazi ¢vor longitudinalnog ta-
lasa, obzirom da zid na kraju cevi ne dozvoljava longitudinalno pomeranje
deli¢a vazduha. Kao rezultat, reflektovani talas dozivljava promenu u fazi
od 180°, odnosno u kontrafazi je sa incidentnim talasom. Kako je talas pri-
tiska pomeren u fazi za 7/2 u odnosu na talas pomeranja cestica vazduha,
na zatvorenom kraju cevi se nalazi trbuh talasa pritiska (tacka maksimalne
varijacije pritiska).

Otvoreni kraj cevi priblizno odgovara trbuhu talasa pomeraja, odnosno
¢voru talasa pritiska.?® Potpuno je jasno zasto na kraju otvorene cevi nema

27Ova veza je analogna vezi izmedju faza incidentnih i reflektovnih transverzalnih talasa
na zici, kada se odbijaju o kraj zice koji moze biti fiksiran ili slobodan.

28Gtrogo govoreéi otvoreni kraj cevi sa vazduhom nije trbuh stojeéeg talasa. Deo
vadu$nog stuba u kome je postignuta veca koncentracija Cestica gasa neée se odbiti o
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varijacije pritiska (¢vor); to je zato Sto se na kraju cevi, otvorenom prema
atmosferi, odrzava atmosferski pritisak.

Moze da nam se uc¢ini ¢udnim tvrdjenje da se zvu¢ni talas odbija o
otvoreni kraj cevi, jer na tom mestu nema prekida sredine kroz koju se on
prostirao, niti prelaska na neku drugu sredinu. Ovo tvrdjenje je sasvim tacno.
Prisetimo se da je zvucni talas u cevi, u stvari talas pritiska koji se prilikom
prostiranja unutar cevi ograni¢en njenim zidovima. Kada dodje do kraja
cevi, tog ogranic¢enja vise nema, i komprimovani vazduh moze slobodno da
se §iri u atmosferu. Dakle, nije re¢ o promeni sredine, ve¢ o promeni karak-
tera sredine, unutar i izvan cevi. Ta promena je medjutim, dovoljna da bi se
stvorili uslovi za refleksiju.

. |

- l

_ A=2L :
rvi

v =u/A=u/2L harmonik

| =L drugi
v=u/L=2v,  harmonik
A=2/3L treci
v;=3u/(2L)=3v, harmonik

Slika 4.35: Cev otvorena na oba kraja.

b IA

;L

Prva tri normalna moda oscilovanja u cevi otvorenoj na oba kraja su
prikazani na slici 4.35. Kada se struja vazduha usmeri kroz otvor cevi na
levom kraju i naidje na prepreku, formira se longitudinalni stojeéi talas i cev
ociluje njenom normalnom frekvencijom. Svi normalni modovi se pobud-
juju istovremeno (mada ne sa istom amplitudom). Trbusi talasa se nalaze
(priblizno) na krajevima cevi. U prvom normalnom modu, stojeéi talas se

sam kraj cevi vel Ce se to desiti kada ga prodje. Za cevi sa tankim zidovima, kruznog
poprec¢nog preseka, talas se odbija na rastojanju 0,6R, gde je R polupre¢nik cevi. Usled
toga je, efektivna duzina cevi veéa od geomerijske duzine L, medjutim obi¢no se ova razlika
zanemaruje.
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nalazi izmedju dva susedna trbuha koji su na rastojanju polovine talasne
duzine. Prema tome, talasna duzina je duplo veca od duzine cevi, dok je
osnovna frekvencija v; = u/(2L). Kao $to se vidi sa slike 4.35, frekvencije
visih harmonika su 2v4, 3vq, ... . Moze da se zakljuci da se u cevi otvorenoj
na oba kraja, prirodne frekvencije oscilovanja formiraju harmonijsku seriju
koja ukljucuje celobrojne ummnoske osnovne frekvenicije.

Posto postoje svi harmonici, i posto je osnovna frekvencija data istim izra-
zom kao za zicu (4.72), prirodne frekvencije oscilovanja mozemo da zapisemo
kao u

Uy =n—, n=1223,.. (4.75)

gde je u naravno brzina zvuka u vazduhu.

HL >

— A=4L
v=u/h=u/(4L)harmonik

A=4/3 L
v,=3u/(4L)=3Vharmonik

A=4/5L treéi
v,=5u/(4L)=5v, harmonik

Slika 4.36: Cev otvorena na jednom a zatvorena na drugom kraju.

A A

Ako je cev otvorena na jednom, a zatvorena na drugom kraju, zatvoreni
kraj ¢e biti mesto na kome ¢e se formirati ¢vor stojeceg talasa kada je rec
o pomeranjima deli¢a sredine. U tom slucaju stojec¢i talas koji odgovara
fundamentalnom ili osnovnom modu poéinje trbuhom (na otvorenom kraju
cevi) i zavrSava se u prvom narednom ¢voru (na zatvorenom kraju cevi),
koji se nalazi rastojanju od jedne Cetvrtine talasne duzine. Na osnovu toga
zakljucujemo da je talasna duzina prvog normalnog moda jednaka 4L a
da je fundamentalna frekvencija 11 = u/(4L). Na slici 4.36 su prikazan
visi modovi, odnosno harmonici, ¢ije frekvencije su 3vy, 5vq, ..., tako da
moze da se kaze da u cevi sa jednim otvorenim i jednim zatvorenim krajem,
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prirodne frekvencije oscilovanja ¢ine harmonijsku seriju koja se sastoji samo
od neparnih celih umnozaka fundamentalne frekvencije. To moze da se zapise
kao

Vp=n—, n=13,5,... (4.76)
Interesantno je analizirati sta se desava sa frekvencijama zicanih i instrume-
nata sa vazdusnim stubovima (duvackih) u toku koncerta kada temperatura
sredine poraste. Zvuk koji emituje flauta, na primer, postaje visi (raste
frekvencija) sa poveéanjem temperature, jer brzina zvuka u vazduhu raste
sa temperaturom $to izaziva i povecanje frekvencije (4.75). Sa druge strane,
zvuk violine postaje nizi jer se usled povec¢anja temperature zice izduzuju
¢ime opada sila zatezanja, a time i brzina zvuka koji se prostire kroz njih.

4.7.5 Stojeci talasi u Sipkama i na plocama

Stojeci talasi mogu da nastanu i u Sipkama i na plocama. Na primer Stap
ucvrséen u sredini i udaren u ¢elo (u smeru ose stapa) Stapa osciluje na lon-
gitudinalan nacin, kao Sto je to prikazano na slici 4.37. Isprekidane linije

: ] o a=2L
U Tl v=u/h=u/2L
%7 L )
) B |
- ’ . \\\ /// 7\,2:L
[ < 1
A0 N v=u/L=2v,

Slika 4.37: Normalni modovi oscilovanja stapa duzine L.

na ovoj slici reprezentuju longitudinalna pomeranja delova stapa. Ona su
radi jasnoc¢e nacrtana transverzalno, kao sto je to uradjeno i kod talasa u
vadusnom stubu. Na sredini Stapa se nalazi ¢vor talasa jer je na tom mestu
on uévrséen, dok se na krajevima, buduéi da su slobodni, nalaze trbusi.?”

290silacije koje se na ovaj na¢in stvaraju u Stapu su o¢igledno analogne onima u cevi
otvorenoj na oba kraja.
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Isprekidane linije na prvom delu slike predstavljaju prvi normalni mod os-
cilovanja ¢ija je talasna duzina A\; = 2L a frekvencija v; = u/(2L), gde je
u brzina longitudinalnog talasa u Sipci. Drugi normalni modovi mogu da se
pobude ako se Sipka pri¢vrsti na drugim mestima. Na primer, drugi normalni
mod se pobudjuje ako se Sipka pri¢vrsti na L/4 od jednog kraja (drugi deo
slike 4.37).

Stojeéi talasi mogu da nastanu i u dvodimenzionalnim sredinama, kao
sto su na primer, elasticne membrane rastegnute preko kruznih okvira (kod
bubnjeva). Kada se takva membrana udari na nekom mestu, nastaju talasi
koji se sire kroz nju, dolaze do pri¢vrséenih rubova i reflektuju o njih vise
puta. Rezultujuéi zvuk nije harmonijski jer, osciluju¢a membrana i Supalj
prostor ispod nje zajedno, produkuju skup stoje¢ih talasa cije frekvencije
nisu umnosci neke osnovne frekvencije. Buduéi da ne postoje takve proste
veze medju formiranim stoje¢im talasima, nastali zvuk je ispravnije nazvati
Sumom.

Neki moguéi normalni modovi oscilovanja dvodimenzionalne kruzne mem-
brane su pokazani na slici 4.38.

01 11 21 02 31 12

41 22 03 51 32 61

3.16 3.50 3.60 3.66 4.06 4.15

delovi sredine koji se kre¢u ispod ravni strane u datom trenutku

delovi sredine koji se kre¢u iznad ravni strane u datom trenutku

Slika 4.38: Neki moguéi normalni modovi na kruzno zategnutoj membrani.
Par brojeva iznad svake slicice oznacava broj radijalnih i cirkularnih ¢vorova.
Ispod svake slicice se nalazi broj koji pokazuje koliki multipl je dati mod od
01 moda.

Kod jednodimenzionalnih stoje¢ih talasa ¢vorovi su, kao $to smo videli,
tacke u kojima nema pomeranja deli¢a sredine. U slu¢aju dvodimenzionalne
sredine, na primer zategnute membrane, re¢ je o (krivim) linijama duz kojih
se ne pomeraju deli¢i sredine. Najnizi normalni mod, frekvencije v, ima
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samo jednu ¢vornu liniju i ona se nalazi na obruc¢u na koji je nategnuta
membrana. Drugi mogué¢i normalni modovi imaju dodatne ¢vorisne linije
koje su ili krugovi ili prave linije prikazane na slici 4.38.



4.8. PRIMERI I ZADACI 217

4.8 Primeri 1 zadaci

1. Odrediti brzinu longitudinalnih talas u vazduhu (smatrati ga idealnim
gasom sa 5 stepeni slobode) na sobnoj temeperaturi (77 = 290 K).
Kolika je brzina ovih talasa na ¢ = 0 a kolika na 40 stepeni Celzijusa.

<

2. Teg mase 2 kg okacen je o jedan kraj uzeta mase 300 g i duzine 6
m (slika). Izrac¢unati brzinu transverzalnih talasa kroz uze i vreme za
koje ¢e talas sti¢i od zida do kotura. Talas se proizvodi kratkotrajnim
delovanjem sile normalno na uze.

—

5.00 m

ﬂ
1.00 m
y

2.00 kg

Slika 4.39:
o

3. Za linijske talase koji poticu iz harmonijskog izvora i prostiru se kroz

. .. . .- . - d?y . d%y
sredinu koja ih ne apsorbuje dobiti jednacinu koja povezuje &5 i -5

o

4. Talas u obliku pulsa koji se kre¢e u pozitivhom smeru x ose se moze
opisati jednac¢inom

2
y(x,t) = (r—302+1

gde su x i y izrazeni u santimetrima a t u sekundama. Nacrtaj talasnu
funkcijuut =0,t =11t = 2 s. Kolika je brzina ovog talasnog pulsa?

<
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5. Talasna funkcija je oblika

(08) = ——
P = sz +1

gde su x i y izrazeni u santimetrima a ¢t u sekundama. Nacrtaj je za
t=0,t=11t=2s. Kolika je brzina ovog talasnog pulsa i kakav je
smer njegovog kretanja?

o

. Na slici je prikazan sinusoidalni talas kod koga vertikalno pomeranje

sredine ut =0 s iz =0 m iznosi 15 cm. Odredi talasni broj, period,
ugaonu ucestanost i brzinu talasa. Napizi jednacinu koja opisuje ovakvo
talasno kretanje u sinusnom i kosinusnom obliku.

y(cm)
<«— 40.0 con—>

A

15.0 cm

— Y x(cm)

Slika, 4.40:
o

Za talas sa prethodne slike odrediti: talasni broj, period, kruznu frekven-
ciju i brzinu talasa. Odrediti poc¢etnu fazu ¢, i napisati izraza za talasnu
funkciju.

Od izvora talasa, kroz elasticnu sredinu se prostiru transverzalni ta-
lasi amplitude yo = 0,5 cm. Njihova talasna duzina je A = 15 cm.
Izracunati elongaciju tacke koja je udaljena x = 20 cm od izvora talasa
a u trenutku kada je on izvrSio jednu punu oscilaciju, racunajuéi od
trenutka kada je pocelo prostiranje talasa.

Transverzalni talas se prostire duz zategnute elasti¢ne zice brzinom
u =15 m/s, pri ¢emu je period oscilovanja neke tacke na zici T = 1,2
s a amplituda oscilovanja yy = 2 cm. Izracunati



4.8. PRIMERI I ZADACI 219

e kolika je faza ®, elongacija y, brzina v i ubrzanje a tacke koja
se nalazi na rastojanju x = 45 cm od izvora talasa a po isteku
vremena od ¢t = 4 s od trenutka kada je zapoceto kretanje talasa
od talasnog izvora.

e kolika je razlika u fazi A® dveju tacaka na zici koje se nalaze na
rastojanju x1 = 30 cm i 29 = 20 cm od izvora talasa.

10. Brzina zvuka kroz neki metal iznosi © = 2600 m/s. Od kog materijala
je napravljena zica duzine [ = 1 m i poprec¢nog preseka povrsine S = 1
mm?? Kada se optereti tegom ova Zica se istegne za Al = 0,5 mm.

11. Na rastojanju s = 500 m pucanj se cuje t = 1,47 s nakon bleska
eksplozije. Odrediti pritisak vazduha u mmHg. Gustina vazduha na
tom pritisku je p = 1,22 kg/m?, gustina zive je py, = 13,6-10° kg/m?,
dok je za vazduh odnos specificnih toplotnih kapaciteta pri stalnom
pritisku i zapremini 1,40.

12. Sinusni talas, koji putuje duz zategnute zice u pozitivhom smeru =z
ose, ima amplitudu 15 c¢m, talasnu duzinu 40 c¢m i frekvenciju 8 Hz.
U trenutku ¢ = 0 deli¢ zice sa koordinatom x = 0 ima elongaciju 15
cm. Odrediti talasni broj, period, ugaonu frekvenciju i brzinu talasa.
Napisati jednacinu ovog talasa.

13. Metalni stap duzine L ukljesten je u tackama koe su na rastojanju L/4
od krajeva i pobudjen je da osciljuje. Odrediti frekvencije prvih pet
harmonika. Brzina talas kroz stap je 5500 m/s a njegova duzina 1m.

14. Transverzalni talas u zici je opisan jednacinom y = 0, 12sin W(él’ + 4t)
m . Odrediti brzinu i ubrzanje tacke na zici koja se nalazi na rastojanju
x=1,6 m u trenutku ¢t = 0,2 s.

15. Materijalna tacka slobodno pada u homognemo gravitacinom polju.
Polazec¢i od jednacine kretanja odrediti zavisnost polozaja materijalne
tacke od impulsa. Skicirati dobijenu zavisnost.

16. Za telo mase m koje linearno hamronijski osciluje, polazeci od jednacine
kretanja odrediti zavisnost koordinate i impulsa. Skicirati dobijenu
zavisnost.
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Transverzalni talas se prostire duz konopca brzinom 15 m/s. Period
oscilovanja delova konopca je 1.2 s a amplituda 2 cm. Odrediti: talasnu
duzinu talasa, fazu, elongaciju, brzinu i ubrzanje dela konopca koji se
nalazi na rastojanju 45 m od izvora talasa u momentu ¢t = 4 s, razliku
faza dve tacke koje se nalaze na rastojanju x; = 20 m i x5 = 30 m od
izvora talasa.

¢ Talasna duzina se moze odrediti iz izraza u = odakle sledi

A
T?

A=ul" =18 m.

Polazedi od izraza za talasnu funkciju oblika y(x,t) = Asin(kz — wt),
faza talasa je data izrazom ® = kx — wt = 25(£ — ¢). Nakon zamene
datih vrednosti, za trazenu fazu se dobija
5
o=-"
3

¢emu odgovara elongacija od
) o
y =2 Cmsm(—g) = /3 cm.

Brzina dela konopca je odredjena izrazom

5 5)
y = —wAcos(kr —wt) = —%2 cmcos(—g) = _?ﬂ

m,

dok je ubrzanje
i = w?Asin(kz — wt) = Wy = ...

Fazna razlika navedenih tacaka (posmataju se u istom momentu vre-
mena) je

AD = CI)Q — @1 = k?(.l’g — I1> = kAx.

Jedan kraj horizontalne zategnute zice poc¢inje da harmonijski osciluje
sa frekvencijom 250 Hz i sa amplitudom 2,6 cm. Sila zatezanja zice je
140 N a linijska gustina 0,012 kg/m. U po¢etnom vremenskom trenutku
kraj Zice je pomeren na gore na visinu 1,6 cm i pri tom nastavlja da se
krec¢e u istom smeru. Izracunati talasnu duzinu nastalog talasa i njegov
talasni vektor. Napisati jednacinu nastalog transverzalnog talasa.
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o Talasna duzina se moze odrediti iz izraza u = Av, za Sta nam je
potrebna brzina talasa koja je za zategnutu zicu

F,
u=4/— =34,2 m/s,
o

pa su talasna duzina i intenzitet talasnog vektora

2
A=2—0,137m, k=-"F—459m L
v A
Da bi zapisali jednacinu talasa, potrebno je poéi od njenog najopstijeg
izraza u kome figurise i pocetna faza y(z,t) = Asin(kx — wt + ¢). Ona
se odredjuje iz pocetnih uslova, obzirom da je y(0,0) = Asin p. Odavde

je
y(0,0)
A

dok za odgovarajuéi ugao postoje dve moguénosti (da bude veéi ili
manji od 7/2). Te vrednosti su 0,908 rad i 7 — 0,908 rad. Koji od
ova dva ugla odgovara se odredjuje na osnovu Cinjenice da je poznato
da je u pocetnom trenutku brzina deli¢a zice i dalje usmerena na gore,
odnosno da je pozitivna. Kako je § = —wA cos(kx—wt+¢p), u poéetnom
trenutku je (0,0) = —wA cos p, zakjuc¢ujemo da je potrebno uzeti ugao
veéi od /2 jer je tada njegov kosinus negativan a brzina pozitivna.
Prema tome trazena pocetna faza iznosi m — 0,908 rad, a jednacina
talasa je

sinp = = 0,615,

y(z,t) = 2,6 cmsin(45, 92 — 1570, 8t + © — 0,908).

19. Na rastojanju 4 m od izovora ravnog talasa frekvencije 440 Hz, pod
pravim uglom u odnosu na njegov zrak, nalazi se zid. Odrediti ras-
tojanje od izvora talasa do tacaka u kojima c¢e se formirati prva tri
¢vora i trbuha stojeceg talasa koji nastaje superpiniranjem upadnog i
odbijenog talasa. Za brzinu talasa u vazduhu uzeti da iznosi 340 m/s.

o Neka je x osa usmerena od zida ka izvoru talasa sa kooridantnim
pocetkom na zidu. Upadni talas je onda zadat jednac¢inom y; = A sin(kx+
wt) a odbijeni yo = Asin(kz — wt). Njihov zbir je

y = 2Asin(kx) cos(wt)
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odakle se za mesta na kojima su ¢vorovi dolazi do uslova kx = nm,
n =0,1,2,.... Izrazi li se talasni broj preko talasne duzine ovaj uslov
postaje x. = "7)‘, odakle se za mesta prva tri ¢vora, mereneo od zida,
dobija x.,; = 0, xee = 0,039 1 .3 = 0,77 m. Da bi se dobila pozicija
ovih tacaka od izvora talsa treba ih jednostavno oduzeti od rastojanja
izvora i zida, pa su tako trazena mesta, gledano od izvora: 4 m, 3,61

mi 3,23 m.

Trbusi su na mestima gde je amplituda maksimalna, odnosno sin(kx) =
+1, odakle sledi da je kx = pi/2,37/2,57/2, ..., odnosno kz = nm/2
gde je sada n neparan broj. Izrazeno preko talasne duzine, mesta
trbuha, racunata od zida su odredjena izrazom z; = ”T’\, odnosno
Ty =A4=0,19m, 45 = 0,58 m i x;3 = 0,97 m, dok su te tacke od
izvora udaljene 3,81, 3,42 i 3,03 m.

Zica duzine 30 cm i mase 10 g, treperi na svojoj najnizoj noti ”do”
(prva oktava). Kolika je sila zatezanja zice?

¢ Najnizi hamonik kod zZice zategnute na oba kraja nastaje kada je
A = 2[. Odatle je

e =AY g
FZ—,LLU—Z T = 4dmlv~.

Trazena sila zatezanja je 824 N, odnosno jednaka je tezini tela mase 84
kg.

U prostoriji temperature 293 K, muzicar proizvodi na trubi notu ”1a”
prve oktave (v = 440 Hz). Koju notu ¢emo cuti ako se truba napuni
helijumom?

¢ Brzina zvuka u helijum je u = \/7%. Kako je Helijum jednatomski

gas, broj stepena slobode iznosi 3 pa je 7 = % = % = 1,67. Obzirom

da je njegova molarna masa 4 g/mol, brzina zvuka u helijumu iznosi

upe = /1,67 - 8,314 - 293/0,004 = 1008m /s

dok je u vazduhu na ovoj temperaturi v = 343 m/s. Bez obzira na
vrstu gasa, talasna duzina zvucnog talasa je ista (obzirom na uslove
za formiranje odgovaraju¢eg harmonika) pa se iz jednacina ul = u i

VHe)\ = UHe dOlea
o Uhe
Vhe =
u

v = 1293 Hz,
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Sto odgovara noti "mi” trec¢e oktave.

Ambulantna kola se kreé¢u u smeru istoka brzinom 33,5 m/s, pri ¢emu
sirena emituje zvuk frekvencije 400 Hz. Zvuk koje frekvencije ¢e cuti
osoba u kolima koja se, brzinom 24,6 m/s kreéu na zapad kada se kola
priblizavaju ambulantnim kolima, a koje kada se udaljavaju?

o Potrebno je iskoristiti u oba sluc¢aja jednacinu (4.62), uz ¢injenicu

da je brzina zvuka 343 m/s. Kada se kola priblizavaju jedna drugima,
osoba u kolima ¢e registrovati frekvenciju

, u+twv,  343m/s+24,6 m/s

= = 400 Hz = 475 Hz.
Y u—vsy 343 m/s — 33,5 m/s N ‘

Kada se udaljavaju, trazena frekvencija je

;U — 343 m/s — 24,6 m/s
V= v=
U+ vg 343 m/s + 33,5 m/s

400 Hz = 338 Hz.

Promena u registrovanoj frekvenciji je 475-338=137 Hz, odnosno vise
od 30% prave frekvencije.
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Glava 5

Analiticka mehanika

Njutnova mehanika je kompletna, logicki konzistentna teorija, koja veoma
dobro opisuje Sirok dijapazon pojava. Na osnovu nje moze da se upravlja
svemirskim brodom koji putuje na Neptun (do prosle godine bi ovde naveli
putovanje na Pluton, medjutim posto on dekretom vise nije planeta, ne¢emo
ni razmisljati o putovanju na njega) ili da se izrac¢una kretanje bilo kog ob-
jekta na Zemlji koji je dovoljno veliki da moze da se vidi obi¢nim mikroskopom
i koji je dovoljno spor (nekoliko hiljada puta brzi od brzine metka).

Bez obzira na ovako veliku primenu Njutnove mehanike, ispostavilo se
da njena osnovna forma nije dovoljno univerzalna a u slucaju kada zelimo
da iz nje predjemo na teorije koje opisuju mikrosvet se ispostavilo da nije
sasvim pogodna. Pogodnija je druga varijanta klasicne mehanike koja se
naziva Lagranzeva ili analiticka mehanika.

U razvoju klasi¢ne mehanike se, u tom smislu, mogu izdvojiti dva pravca.
Jedan od njih je dobro poznata Njutnova? ili vektorska mehanika a drugi je
poznat pod nazivom analiticka mehanika.® U Njutnovoj mehanici se za dobi-
janje diferencijalnih jednacina koje opisuju kretanja tela koriste dva vektora:
vektor impulsa i sila. Osnivaé¢ analiticke mehanike Lajbnic* tvrdio je da u

Pojam ”analiticka” oznacava da je reé o primeni diferencijalnog raéuna koji su fom-
rulisali Njutn i Lajbnic pri kraju 17. veka, u mehanici.

2Njutnova mehanika se moze ukratko prikazati kao ”primeni sile na tela i vidi kako ¢e
da se kreé¢u”

3U ovom prilazu, umesto da se analiziraju sile koje deluju na telo centralno mesto zauz-
ima energija tela. Ovakav pristup iako izgleda samo kao alternativa Njutnovom, uprséava
analizu mnogih, u Njutnovoj mehanici, komplikovanih problema, npr. oscilovanja kom-
pleksnih sistema, talase u neprekidnim sredinama, kretanje po orbitama, ...

4G.W. Leibniz, 1646-1716.
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osnovu mehanike ulaze dve skalarne veli¢ine: energija i rad.

I vektorska i analiticka mehanika se mogu koristiti za proucavanje istih
problema. I jedna i druga daju istovetene rezultate®. Iako na prvi pogled
moze da se ucini da je re¢ o primeni samo malo drugacijeg matematickog for-
malnizma u proucavanju istih pojava pokazalo se da su osnovni prinicipi anal-
iticke mehanike toliko duboki da se smatraju jednim od najveé¢ih dostignuca
u proucavanju fenomena prirode. Kao posledica te ¢injenice, iz mehanike,
gde je ovaj koncept nastao, prosiren je na mnoge oblasti fizike i tehnike.

5.1 Elementi analiticke mehanike

Kao sto je dobro poznato u Njutnovoj mehanici kretanje ¢estice je zadato
jednacinom

dp =
— =F 5.1

gde je p = mv impuls cestice, a F ukupna sila koja deluje na posmatranu
Cesticu.

mg

Slika 5.1: Slobodan pad tela mase m.

Razmotrimo kao primer slobodan pad cestice mase m u homogenom polju
Zemljine teze. Kako se kretanje tela odvija u jednoj dimenziji, Njutnova
jednacina (5.1) projektovana na pravac kretanja daje

dp

dt
Obzirom na to da je impuls tela p = mv = mz, levu stranu ove jednakosti
mozemo pisati kao

—mg. (5.2)

dp _ d
dt  dt

5Procesi u prirodi su nezavisni od na¢ina na koji ih opisujemo.

(mi) = ma (5.3)
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na osnovu ¢ega jednacinu (5.2) mozemo pisati kao
mi +mg = 0. (5.4)

Kako je kineticka energija T = 1muv? == imi?, ¢lan koji sadrzi brzinu u
poslednjem izrazu moze da se dobije ako se uradi sledeci niz izvoda kineticke

energije
dT d (dT
—=mz, —|—-=]=mi. 5.5

di dt(dx) e (5:5)
Sa druge strane, kako je potencijalna energija u gravitacionom polju U =
mgz, njen izvod po prostornoj koordinati x je

au
= — 5.6
oo =g (5.6)
pa izraz (5.4) moze da se zapise kao
d (dT au
— | == — =0. 5.7
ﬁ(@)*@ (5.7)

Kao naredni primer razmotrimo kretanje linearnog harmonijskog oscilator
mase m. Njutnova jednacina koja opisuje njegovo kretanje je

dp
odnosno
mi + kx = 0. (5.9)

Za kineticku energiju vazi ista jednac¢ina (5.5), dok je prvi izvod potencijalne
energije oscilatora, U(z) = kx?/2, po prostornoj koordinati x jednak
dU
— = kx. 5.10
o = ke (5.10)

Na osnovu ovoga Njutnova jednacina postaje

d (dT aUu
— | = — =0. 5.11
ﬁ<w>+dx (5.11)
odnosno ima istu formu kao i u slucaju opisivanja kretanja cestice koja slo-
bodno pada u gravitacionom polju.
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5.2 Qjler-Lagranzeve jednacine
Dublja analiza pokazuje da je moguce definisati funkciju oblika
L=T-U (5.12)

koja se naziva Lagranzevom,’ iz koje se mogu dobiti diferencijalne jednacine
kretanja koje opisuju kretanje nekog sistema.
Te jednacine se nazivaju Ojler-Lagranzevim i imaju oblik

d (dL dL

Kao sto je lako videti iz prethodnih primera Lagranzeva funkcija za ¢esticu

u gravitacionom polju je

ma?

L= 5~ MyT, (5.14)
dok je za oscilator
ma?  ka?
L=———. 5.15
5 5 (5.15)

Pomocu Lagranzeve funkcije se moze definisati jedna veoma vazna funkcija
koja se naziva dejstvo

S = /Ldt. (5.16)

Primer 1. Pokazati da Lagranzeva funkcija za linearni harmonijski oscila-
tor koji se kreé¢e u otpornoj sredini ima oblik

1
L= §m625t($2 — w?z?)

5.3 Fazni prostor

Takozvani fazni prostor je prostor koji je kombinacija konfiguracionog pros-
tora (prostor koji ¢ine mogudéi polozaji Cestica) i prostora moguéih vrednosti
impulsa cCestica. Ako je re¢ o jednoj cestici koja se kreée u tri dimenzije,
tada su i konfiguracioni i impulsni prostor Dekartovi trodimenzionalni sa
koordinatama (z,y, z) odnosno (p,,py,p.) a fazni je Sestodimenzionalni sa
kooridantama (z, v, 2, py, Dy, P-). To je zapravo prostor dinamickih stanja

6Zozef Lagranz (1736-1813) je bio veliki francuski matematicar i mehanicar.
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sistema, jer ako znamo gde se on nalazi i koliki mu je impuls u datom trentku
onda mu poznajemo dinamicko stanje.

Tokom evolucije sistema, tj. sa odvijanjem vremena, sistem menja stanje
pa i odgovarajuca tacka u faznom prostoru kojom smo ga predstavili, menja
svoju poziciji i opisuje faznu trajektoriju. Ovu trajektoriju je nemoguce
nacrtati kada se sistem krece u vise od jedne dimenzije. Ukoliko se sistem
kre¢e samo duz jedne ose (na primer x), to jest ako ima samo jedna ste-
pen slobode, fazni prostor u kome prikazujemo njegova dinamicka stanja je
dvodimenzionalan jer ga osim prostorne kooridnate x ¢ini jos i odgovaraju¢
impuls. U tom sluc¢aju je moguée nacrtati odgovarajuéu faznu trajektoriju.

Primer: Odrediti faznu trajektoriju linearnog harmonijskog oscilatora.

Da bi odredili faznu trajektoriju potrebno je da nadjemo vezu x koordi-
nate i odgovarjauceg impulsa oscilatora. Iz jednacine kretanja

mi = —mw?z

se dobija da je elongacija
x(t) = Acos(wt + ).
Na osnovu ovoga je impuls
p(t) = ma(t) = —mwAsin(wt + ¢).

Veza konfiguracione koordinate i impulsa se moze dobiti eliminacijom vre-
mena iz dve poslednje jednacine. To je najlakse uraditi ako drugu jednacinu

zapiSemo u obliku

L —) sin(wt + ¢)
mw

kvadriramo je i saberemo sa kvadratom prve. Dobija se

2
2 pT 9
x° 4+ i A
sto nakon mnozenja sa 3mw? daje
1oy, P L5
- — == A®. 5.17
5w + 5 = 3w (5.17)

Kako izraz na desnoj stani predstavlja ukupnu mehanicku energiju oscilatora
E jednacina fazne trajektorije postaje

.132 p2

2E/(ma?) | 2mE

=1. (5.18)
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Ako ovu jednac¢inu uporedimo sa jedna¢inom elipse

2 2
x Yy
2!

gde su a i b takozvane poluose elipse, mozemo da zakljuc¢imo da je fazna
trajektorija linearnog harmonijskog oscilatora ustvari elipsa koja ima poluose

a= 7,21E2 ib=+vV2mkE.

w

T
=

Slika 5.2: Fazna trajektorija linearnog harmonijskog oscilatora.

Y

Pazljivom citaocu verovatno nije promaklo da jednac¢ina fazne trajektorije
(5.17) ustvari predstavlja zakon odrzanja mehanicke energije napisan za lin-
earni harmonijski oscilator. Zakljucak je univerzalniji i upucuje na ¢injenicu
da je jednacine faznih trajektorija relativno lako dobiti iz zakona odrzanja
energije.

Primer. Nacrtati faznu trajektoriju za cesticu koja slobodno poada u
homogenom polju Zemljine teze.
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5.4 Klasicna mehanika i granice njene pri-
menljivosti

Kao sto je veée napomenuto, u klasicnoj mehanici je kretanje cestice, u
svakom momentu vremena t, okarakterisano vektorom polozaja 7 i impul-
som p = mu (koordinatom z i odgovarajué¢im impulsom ma ukoliko je rec¢
o jednodimenzionalnom kretanju). Ustvari, kada znamo ove dve veli¢ine mi
znamo gde se, u datom momentu, nalazi Cestica i kako se krece. Sasvim je
jasno da, ovakva predstava o telima i njihovom kretanju, podrazumeva da
ona tokom vremena opisuju neprekidne trajektorije.

Dvadesetih godina proslog veka je medjutim, zasnovana teorija pod nazivom
kvantna mehanika, u okviru koje je pokazano da ovakav pristup opisivanju
kretanja Cestica ima principijelna ogranicenja primenljivosti. Zalazenje u
detalje zasnivanja kvantne mehanike daleko prevazilazi ovaj tekst tako da
se necemo upustati u njih ve¢ cemo samo proanalizirati posledice njenih
ogranicenja.

Prema ovoj teoriji, stanje Cestice u odredjenom momentu vremena, je
nemoguce zadati tacnim vrednostima koordinate i impulsa u tom momentu
istom vremena.” Greske koje se javljaju pri merenjima koordinate cestice
i njenog impulsa, se nazivaju neodredjenosti i, za slucaj kada se telo krece
u jednoj dimenziji, obelezavaju se kao Az i Ap. Cinjenica da je nemoguée
tacno odrediti impuls i koordinatu se svodi zapravo na to da je greske, u
njihovom odredjivanju-merenju, nemoguce uciniti proizvoljno malim. Ovo je
iskazano relacijom®

AxAp >R (5.19)

h = % gde je h je Plankova konstanta® h = 6,626 -1073* J -5, tako da je h =
1,054 -1073* J - s. Vazno je napomenuti da Hajzenbergova relacija neodred-
jenosti odredjuje principijelnu tacnost istovremenog merenja koordinate
i impulsa, Sto znac¢i da ona ne moze da se prevazidje usavrSavanjem merne
aparature i metoda merenja. Dakle nije re¢ o greskama koje se javljaju pri-
likom merenja, usled nedovoljno dobre merne aparature ili usled nedovoljno

"Ovaj stav je u kvantnoj mehanici poznat kao Hajzenbergova relacija neodredjenosti
po nemackom teorijskom fizicaru Verneru Hajzenbergu (1901-1976).

80sim ove relacije postoji i relacija koja povezuje gresku u odredjivanju energije i
vremenskog intervala u kome se ona mer koja glasi AEAt > h.

90va konstanta je dobila ime po velikom nemackom fizicaru Maks Planku (1858-1947)
¢iji radovi se nalaze u osnovi kvante teorije.
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vestog rukovanja njome, veé o ispoljavanju prirode realnih cestica da trenutno
stanje kretanja ne moze biti okarakterisano na klasi¢an nac¢in. Cestice
se ponasaju komplikovanije nego materijalne tacke u klasicnoj mehanici.
Uobicajena, klasicna slika kretanja po neprekidnim putanjama, prema tome,
samo priblizno odgovara zakonima prirode. Medjutim, mi znamo da ipak
mozemo da kretanje tela opisujemo na klasican nacin, kao sto je to radjeno
do pojave kvantne mehanike a radi se i danas. Dakle, re¢ je samo o proceni
da li je, u datoj situaciji, klasican nacin opisivanja dovoljno dobar ili ne, pa
je zbog toga potrebno odrediti granice primenljivosti klasi¢ne fizike.

Granice primenljivosti klasi¢nog nacina opisivanja se mogu odrediti iz
relacije (5.19). Iz nje takodje sledi da je nemoguée istovremeno odrediti
tacno polozaj i brzinu cestice jer vazi

Az - mAv > h. (5.20)

Recimo da posmatrano kretanje makroskopskog tela, oblika loptice mase m =
1 g. Njen trenutni polozaj mozemo u realnosti izmeriti sa tacnoséu od jednog
desetog ili stotog dela milimetra. U svakom slucaju je besmisleno govoriti o
merenju polozaja loptice sa greskom koja bi bila manja od dimenzija atoma.
Prema tome, mozemo da uzmemo da je, u jednom veoma idealizovanom
merenju (sa najmanjom moguéom greskom), neodredjenost polozaja Ax =
107%mn. Na osnovu ovoga se za neodredjenost brzine dobija

Lo 1,054- 10734
mAz 10710103
Primetimo da je dobijena greska izuzetno mala a istovremena mala vred-
nost gresaka u odredjivanju polozaja i brzine loptice je dokaz primenljivosti
klasi¢nog nacina opisivanja kretanja u praksi na makroskopska tela. Uko-
liko je medjutim re¢ o atomima, situacija je potpuno drugacija. Razlog je
u maloj masi cestica ¢ije kretanje pokusavamo da opiSemo. Recimo da pos-
matramo kretanje elektrona u atomu vodonika. Masa elektrona je m, =
9,11 - 1073 kg. Greska u odredjivanju poloZaja elektrona ne bi smela da
bude veéa od veli¢ine atoma, odnosno mora da bude Az < 107%mn. U tom
slucaju, iz relacije neodredjenosti (5.20) se dobija

h - 1,054 -10~3
mAx ~ 9,11 -1073110-10
Ukoliko se ima u vidu da je brzina elektrona pri kretanju oko jezgra atoma
takodje reda velicine 10°m/s, jasno je da je klasican nacin opisivanja nepri-
menljiv jer je greska jednako velika kao i velicina koja se odredjuje. Moze

Av

v

~ 107 m/s. (5.21)

Av > ~ 10° m/s. (5.22)
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da se zakljuci da je dakle, klasican nac¢in opisivanja kretanja tela primenljiv
samo ako se radi o dovoljno velikim telima. Ukoliko je re¢ o mikrocesticama,
da bi se dobili dovoljno ta¢ni rezultati treba primeniti kvantnu mehaniku.

Drugo ogranicenje klasi¢nog opisivanja kretanja je vezano za brzinu tela
c¢ije kretanje zelimo da opiSemo. Naime, kao §to ¢emo videti u narednoj glavi,
klasicna mehanika daje pogresne rezultate ukoliko se tela kreéu brzinama
koje su velike. Tac¢niji rezultati se dobijaju ukoliko se za opisivanje primeni
Ajnstajnova ili relativisticka mehanika. U njenoj osnovi leze transformacije
koordinata izmedju dva inercijalna sistema reference koje se nazivaju Loren-
covim, i koje, za slucaj kada se ovi sistemi jedan u odnosu na drugi krec¢u
brzinom u duz x ose, za x koordinate ova dva sistema imaju oblik

— ut
o= (5.23)

J1—%

Lako je uociti da se ova relacija razlikuje od Galilejevih transformacija (2.12),
koje se nalaze u osnovi Njutnove (nerelativisticke) mehanike time §to pos-

toji faktor 1/4/1 — Z—j koji je inace karakteristican za relativisticku mehaniku.
Ukoliko je prema tome re¢ o tac¢nijim izrazima od onih koji figurisu u nerela-
tivistickoj mehanici, postavlja se pitanje kako to da je, Njutnova mehanika,
tokom vise vekova u praksi davala dobre rezultate. Stavise, i danas se na
bazi Njutnove mehanike mogu proracunati kretanja vec¢ine nebeskih tela,
kosmickih brodova, automobila, ...

Protivurecnosti ipak nema jer se navedena tela krecu relativno malim brz-
inama, koje su znatno manje od brzine svetlosti u vakuumu. A u tom sluc¢aju
relativisticke formule sa tacnos¢u koja je dovoljna za prakti¢ne primene prelaze
u njutnovske.

Neka se na primer telo kre¢e brzinom v = 10 km/s u odnosu na Zemlju.'
Neka je za ovo telo vezan inercijalni referentni sistem ¢ija je x osa usmerena
u smeru kretanja tela. Tacna veza izmedju x koordinata dva posmatrana
inercijalna sistema (jedan je vezan za Zemlju) je data izrazom (5.23). U
ovom slucaju je odnos u?/c?

u? 104 \° _9

90vo je brzina kojom se kreéu kosmicke rakete. U svakodnevnoj inzinjerskoj praksi se
obi¢no ima posla sa brzinama koje su znatno manje od ove.
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Kako ovu, izuzetno malu, vrednost treba oduzeti od jedinice u izrazu (5.23)
postavlja se pitanje da li je uopste moguce eksperimentalno registrovati njeno
postojanje. Naime, da bi uspeli da izmerimo da je od jedinice oduzeto 10~°
potrebna nam je merna aparatura koja ima tacnost do 9 znacajnih cifaral
U praksi se naravno sre¢emo sa mernim uredjajima znatno manje tacnosti,
te je uticaj faktora (5.24), u ovom slucaju, nebitan i mozemo ga zanemariti.
Pod tim uslovima, izraz (5.23) prelazi u Galilejev pa se moze reéi da se pri
analizi pojava koje se desavaju sa brzinama koje su znatno manje od brzine
svetlosti u vakuumu, sa uspehom moze primenjivati Njutnova mehanika.
Drugim rec¢ima, primena Ajnstajnove mehanike, ¢e dati iste rezultate ali
¢e izracunavanja biti znatno slozenija. Ova ¢injenica ukazuje na to da je
zapravo Njutnova mehanika sadrzana u Ajnstajnovoj kao specijalan slucaj
tela koja se krecu (relativno) malim brzinama. Kada je re¢ o kvantitativno]
granici izmedju relativisticke i nerelativisticke mehanike, o njoj ¢e vise biti
reCi u narednoj glavi.

I u konacnom, moze da se zakljuc¢i da je Njutnova mehanika-mehanika
(relativno) velikih i (relativno) sporih tela. Ukoliko su tela (relativno) mala,
opisivanje njihovog kretanja (ukoliko se zele dovoljno pouzdani rezultati) se
mora vrsti u okviru kvantne, a ako su relativno brza, u okviru Ajnstajnove
mehanike.!!

5.5 Osobine prostora i vremena u klasi¢noj
mehanici i njihova veza sa zakonima odrzanja

U ovom poglavlju ¢emo proanalizirati kako su zakoni ocuvanja energije, im-
pulsa i momenta impulsa,'? povezani sa svojstvima simetrijet® prostora i vre-

HTeorija koja opisuje kretanje malih i brzih tela se naziva kvantna teorija polja i ona.

12Napomenimo da ovi zakoni odrzanja vaze samo u inercijalnim sistemima reference.
Razlog je sto su oni izvedeni primenom drugog i tre¢eg Njutnovog zakona koji vaze samo
u takvim sistemima reference.

13Cinjenica postojanja simetrije u evoluciji fizitkog sistema u prostoru i vremenu, je
povezana sa Cinjenicom da, pri promeni prostorno vremenskih koordinata, fizicki opis sis-
tema ostaje neizmenjen. Fizicki sistemi mogu, sami po sebi, da poseduju odredjene vrste
simetrija, tako su na primer ljudi priblizno bilateralno simetri¢ni, sfera je simetri¢na u
odnosu na rotaciju oko bilo koje ose koja prolazi kroz njen centar, itd. Ovde medjutim
nije re¢ o simetrijama u tom smislu ve¢ o nepromenljivosti zakona prirode (matematickih
izraza kojima opisujemo tela i njihove interakcije) pri promeni prostorno-vremenskih ko-
ordinata.
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mena.** Videli smo da se kretanje nekog mehanickog sistema moze opisati po-
laze¢i od Lagranzeve funkcije koja zatim dovodi do odgovarajucih jednacina
kretanja. Pomenute simetrije prostora i vremena se u ovom prilazu zapravo
svode na simetriju same Lagranzeve funkcije a na osnovu toga se moze doci
do pomenutih zakona odrzanja. Drugi prilaz, zasnovan na Njutnovom prilazu
mehanici, je familijarniji svima koji na ovom nivou izucavaju fiziku, pa ¢emo
na dalje njega primenjivati. Kao sto se pokazuje, zakoni odrzanja se mogu
dobiti iz drugog Njutnovog zakona ukoliko prilikom njegove primene/analize
imamo u vidu svojstva simetrije prostora i vremena.

5.5.1 Simetrije prostora i vremena.

Pod simetrijama prostora i vremena podrazumevac¢emo homogenost vremena
i homogenost i izotropnost prostora. Homogenost vremena oznacava ravno-
pravnost svih momenata vremena. Homogenost prostora u istom smislu znaci
da nema izdvojenih tacaka u prostoru koje su po necemu specificne veé¢ da
su sve potpuno ravnopravne. Analogno, izotropija prostora znaci da nema
pravaca u prostoru koji su iz nekog razloga privilegovani u odnosu na druge
ve¢ su svi pravei ekvivalentni.

Homogenost vremena se moze pojasniti na slede¢i nac¢in. Recimo da pos-
matramo mehanicke procese u izolovanom sistemu pocev od nekog trenutka
t; pri cemu su sva tela tog sistema bila u nekom odredjenom stanju. Tela
¢e se u skladu sa svojim pocetnim uslovima (za trenutak ¢;) i jednac¢inama
kretanja pomerati u prostoru i mi ¢emo registrovati njihovu evoluciju u toku
nekog vremenskog intervala At. Pretpostavimo sada da smo sva tela tog
istog sistema, u nekom docnijem momentu vremena ¢y doveli u potpuno ista
pocetna stanja koja su imala u trenutku ¢;. Dalje kretanje, za isti inter-
val vremena At, ¢e biti potpuno isto kao i kada se odvijalo od pocev od
vremenskog trenutka ¢;. Ova cCijenica predstavlja zapravo tvrdjenje da je
vreme homogeno, odnosno da su svi vremenski trenuci potpuno ravnopravni.
Napomenimo jos da se navedena vremenska transformacija sa ¢ na t9, moze
shvatiti kao translacija u vremenu.

Homogenost prostora, po analogiji sa prethodnim primerom, znaci da ¢e,
ukoliko tela izolovanog sistema premestimo sa jednog mesta u prostoru na
neko drugo mesto, ukoliko ih dovedemo u uslove u kojima su se nalazila

4 Napomenimo takodje da se impuls i moment impulsa o¢uvavaju ukoliko je sistem
izolovan (suma svih spoljasnih sila i njihovih momenata je jednaka nuli), a da je za o¢uvanje
mehanicke energije neophodno i da je sistem toplotno izolovan.



236 GLAVA 5. ANALITICKA MEHANIKA

na prethodnom mestu, to nece uticati na tok narednih pojava u sistemu.
Odgovarajuca transformacija se svodi na prostornu translaciju.

U istom smislu treba shvatati i izotropiju prostora samo sto je u ovom
sluc¢aju, umesto translacije u vremenu ili prostoru, rec¢ o rotacijama u prostoru
za neki ugao.

Zakon odrzanja impulsa

Posmatrajmo radi jednostavnosti jednodimenzionalan'® izolovan sistem, odnosno
sistem u kome postoje samo dve unutrasnje sile. Neka se posmatrani sistem
sastoji samo od dve cestice, tako da ¢e u sistemu postojati samo dve un-
utrasnje sile F, i Fy. Kako je prostor homogen, energija sistema se nece
promeniti kada sistem premestimo sa jednog mesta na drugo koje se nalazi
na infinitezimalnoj udaljenosti dz. Za potencijalnu energiju ¢e u tom slucaju
vazitit®

U(xq,22) = U(zy + dx, 22 + dx) (5.25)

za bilo koje pomeranje dxr. Promena potencijalne energije za infinitezimalni
pomeraj sistema u prostoru je takodje infinitezimalna i moze prikazati kao

dU dU dU  dU
dU = —d —dr=—+—]dx=0. 5.26
d.Tl T dl’g * (dwl + d.TQ) v ( )

Usled proizvoljnosti dz, izraza u zagradi mora da bude jednak nuli, Sto dovodi
do toga da je zbir sila koje deluju u sistemu jednak nuli. A to je upravo bio
uslov iz koga se, uz primenu drugog Njutnovog zakona, dobija zakon odrzanja
impulsa.

Zakon odrzanja momenta impulsa

Da bi proverili da li zakon odrzanja impulsa moze da bude posledica izotrop-
nosti prostora, posmatrajmo kretanje nekog tela po kruznici. Telo moze da
se kre¢e po takvoj putanji jedino u sluc¢aju da na njega deluje centripetalna
sila koja ¢e ga terati da stalno savija putanju. U suprotnom, telo bi se kretalo
po inerciji, odnosno po pravoj liniji.

15Sva, tvrdjenja se mogu lako generalizovati na dvo i trodimenzionalan sistem.

60vo tvrdjenje je povezano sa ¢injenicom da je potencijalna energija posledica inter-
akcija medju telima a one zavise samo od relativnog polozaja tela, koji se ne¢e promeniti
pri promeni tacke u prostoru iz koje ga odredjujemo.
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Kineticka energija tela ¢e u tom slucaju biti Ey, = mr2w?/2, gde je r
poluprecnik putanje a w ugaona brzina tela. Centripetalna sila koja telo
zadrzava na orbiti polupretnika r je F = —mrw?é,.'7 Ukoliko se pri kre-
tanju tela promeni njegova kineticka energija, rad koji je pri tome izvrsen je
AFyy, = F - AF.

Cetiri pomenute veli¢ine: kineticka energija, centripetalna sila, ugaona
brzina i rastojanje od ose rotacije, su povezane slede¢im jednac¢inama

Eyin = —mriw?,
2
F = —mrw?,
dr
Kljuéno je primetiti da ova tri izraza ne zavise od trenutnog polozaja cestice
na kruznici. Ovo upucuje na to da ne postoji pravac u prostoru koji bi, iz
nekog razloga, bio privilegovan u odnosu na druge ve¢ su svi pravci ekviva-
lentni. Da vidimo da li se, iz ovih jednacina dobija zakon odrzanja momenta
impulsa. Ako ga dobijemo, to ¢e znaciti ono $to je i napomenuto na pocetku
ovog poglavlja, a to je da je ovaj zakon posledica izotropije prostora.
Zamena prve dve jednacine u tre¢u dovodi do izraza

d (1,5, 2
— = -_— -2
dr<2rw> wr (5.27)

Dobijena je diferencijalna jednac¢ina pri ¢ijem reSavanju moramo da vodimo
racuna da ugaona brzina zavisi od udaljenosti od ose rotacije. Oblik te
zavisnosti mora da bude takav da zadovolji jednacinu (5.27). Ta veza treba
ima sledeci oblik

, C

W= =
rt’

jer kad se zameni u jednacinu (5.27), dovodi do

d(C)__C
dr \2r2) 3’

Ukoliko pretpostavljenu vezu ugaone brzine w i rastojanja od ose rotacije r,
zapisemo u obliku
wirt = C,

17Sa €, je oznaden jediniéni vektor vektora polozajam pri éemu je uzeto da se njegov
pocetak nalazi u centru krure putanje a vrh naravno na mestu gde se trenutno nalazi telo.
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nakon uzimanja kvadratnog korena i mnozenja masom tela m, dobijamo
2 _
mwr” = const.,

Sto predstavlja jedan od oblika u kojima mozemo da zapiSemo moment im-
pulsa.
Direktnom proverom se vidi da, ako je ova veza oblika

Zakon odrzanja energije

Veé je ukazano na ¢injenicu da se zakoni fizike ne¢e promeniti ako se promeni
pocetni vremenski trenutak u odnosu na koji se posmatra evolucija sistema.
U praksi ovo obezbedjuje ponovljivost procesa u prirodi i u eksperimentina.
Na primer, na¢in kretanja klatna nece zavisiti od toga da li ga posmatramo
danas ili sutra. Posledica simetrije u vremenu je zakon odrzanja energije.
Naime, kako energija ima veze sa radom, a rad se ra¢una po formuli

A:/Fdx,

gde se integracija vrvsi po prostornim koordinatama, ma kakva promena u
odredjivanju pocetnog vremenskog trenutka nece uticati na energiju sistema.



Glava 6

Kinematika specijalne teorije
relativnosti

Kada se pomene re¢ relativnost vec¢ina ljudi ima asocijaciju na AjnStajna.
Manje je poznato da je taj termin zapravo prilicno star i da su prve uspesne
teorije relativnosti razvili jos Galilej i Njutn. Pod relativnoséu se zapravo
podrazumeva proucavanje toga kako razli¢iti posmatraci (koji se kreéu jedni u
odnosu na druge) vide isti dogadjaj. Ona relativnost koju je Ajnstajn razvio,
manje-vise sam, se naziva modernom teorijom relativnosti i moze se podeliti
na specijalnu i opstu. Specijalna relativnost se odnosi na opisivanje merenja
koja vrse posmatraci koji se kreéu u razli¢itim inercijalnim (neubrzanim)
sistemima reference, dok se u okviru opste teorije relativnosti proucavaju
i ubrzano relativno kretanje i gravitacija. Znacaj AjnStajna je u tome Sto
su njegove teorije relativnosti napravile radikalne rezove u predstavama o
prostoru i vremenu i dale neka nova i revolucionarna predvidjanja. Iako nisu
odmah po formulisanju prihvaéene, danas su njegove teorije! potvrdjene sa
velikom preciznoséu u velikom broju eksperimenata.

Vazno je napomenuti da, klasi¢na fizika i klasi¢na relativnost, iako ne
potpuno tacne, predstavljaju veoma dobru aproksimaciju za velika tela koja
se kre¢u sporo. Sa druge strane, primena samo klasi¢ne fizike u lansiranju
satelita i funkcionisanju na primer modernog sistema za globalno odredjivanje
polozaja (GPS sistema) ili konstruisanju nuklearnih elektrana, bi dovela do
znacajnih gresaka. Kako u klasicnom limesu (tela veéa od submikroskopskih

1Osim Ajnstajnovih, postojale su i alternativne teorije koje su medjutim odbacene jer
nisu prosle odgovarajuce eksperimentalne testove.

239
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koja se kre¢u sporije od 1% brzine svetlosti?) Ajnstajnova relativnost daje
iste rezulate kao i klasi¢na fizika, moze se reé¢i da ona u stvari u sebi sadrzi
Njutnovu mehaniku kao specijalan slucaj.

6.1 Brzina svetlosti i zakon sabiranja brzina

Krajem 19. veka, zdanje klasi¢ne fizike je bilo uglavnom zavrseno. Dva
najvaznija kamena temeljca, Njutnovi zakoni i Maksvelove jednacine, su,
kako je izgledalo, bili dovoljno ¢vrsto postavljeni. I dok je o Njutnovim
zakonima, koji pocCivaju na pojmovima o apsolutnom prostoru i vremenu, kao
osnovi klasiéne mehanike bilo puno re¢i do sada, napomenimo da Maksvelove
jednacine opisuju elektromagnetne pojave ukljucujuéi i svetlost. Kad je rec
o njoj, ove jednacine predvidjaju da se svetlost u vakuumu krec¢e brzinom
c=3-10% m/s, to predstavlja jednu od osnovnih konstanti u prirodi, ali ne
govore niSta o tome u odnosu na koji sistem reference ona iznosi bas toliko.
Za svetlost se tada sa pozdanoséu smatralo da je talas,? §to je bilo dokazano
u Jungovom eksperimentu sa difrakcijom svetlosti na dva proreza i u mnogim
drugim eksperimentima koji su usledili nakon njega. Do tada je bilo poznato
vise vrsta talasa, doduse mehanickih, kojima je za kretanje uvek bio neopho-
dan neki medijum (sredina) koji bi ih prenosio.* Na osnovu toga se smatralo
da i za svetlost, budué¢i da je talas, mora da postoji neka sredina koja bi
sluzila za prostiranje svetlosnog talasa sa jednog mesta na drugo, u odnosu
na koji bi se svetlost prostirala brzinom c. Ta sredina je dobila naziv etar.’
Ako veé imamo medijum, (koji ne vidimo i ne ose¢amo) koji prenosi
svetlosni talas, prirodno je da se zapitamo kakve bi osobine mogao da ima.
Obzirom na to da je brzina mehanickih talasa data izrazom opsteg oblika

2Termin brzina svetlosti treba shvatati u smislu brzine svetlosti (c) u vakuumu, ukoliko
nije naglaseno drugacije. Brzina svetlosti u materijalnoj sredini je uvek manja od ¢ i moze
biti manja ¢ak i od brzine kretanja naelektrisanih ¢estica u istoj sredini. Pojava kretanja
naelektrisanih ¢estica u materijalnoj sredini brzinom koja je ve¢a od brzine svetlosti u njoj
je poznato pod nazivom efekat Cerenkova.

3Time je, izgledalo je, resena dugogodisnja zagonetka prirode svetlosti. Naime, do tada
je preovladavalo misljenje da Njutnovo ¢esti¢no objasnjenje ponaSanja svetlosti bolje od
Hajgensove ideje da je svetlost talas.

4Naime, kroz prazan prostor - vakuum, mehanicki talasi ne mogu da se prostiru, jer
nema $ta da ih prenese (na primer zvuk ne moze da se prostire kroz vakuum).

5Na osnovu ovog bi moglo da se pomisli da je ideja o postojanju etra stara tek nesto
vise od 150 godina, medjutim to nije ta¢no jer se jos u anticko vreme smatralo da postoji
neka tvar koja prozima sve, ...
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u = /E/p, gdje je E, velicina koja opisuje elasticne osobine sredine a p
njena gustina, pretpostavilo se da i za brzinu svetlosnog talasa vazi analogan
izraz. Kako je za brzinu svetlosti dobijena mnogo veca vrednost nego sto je
to kod mehanickih talasa, nametnuo se zaklju¢ak da ta hipoteticka sredina,
koja prozima sve u kosmosu, mora da bude izuzetno elasti¢na i jako male
gustine.® Sa druge strane, obzirom da je apsolutno sve uronjeno u nju i da
se sva tela kre¢u kroz etar ne ose¢ajucéi njegovo postojanje, to je mogucée samo
ako je trenje izmedju etra i "ostatka” sveta jednako nuli. Drugim rec¢ima,
na primer Zemlja kada se kre¢e kroz etar ne povlaci ga za sobom zbog ne
postojanja trenja.” Drugim re¢ima ta sredina bi trebalo da apsolutno miruje.

Ukoliko postoji, etar sa takvim osobinama, bi bio jako zgodan i za odred-
jivanje necega sto se do tada smatralo nemogu¢im, a to je apsolutno kre-
tanje. Naime, ako je re¢ o sredini koja miruje, onda bismo mogli da u odnosu
na nju posmatramo sva kretanja i da odredjujemo njihove apsolutne brzine.

Ako smo veé zakljucili, na bazi analogije sa mehanickim talasima, da
postoji etar kao medijum za njihovo prenosenje i pripisali mu neko osobine
koje bi u tom slucaju morao da poseduje, hajde da vidimo do kojih bi jos
zakljucaka mogla da nas dovede dalja primena (u to vreme nesumnjivo tacne)
klasi¢ne mehanike na kretanje svetlosti.

U osnovi klasi¢ne mehanike se nalazi Galilejev princip relativnosti. Naime,
kao sto je ve¢ vise puta pomenuto Njutnovi zakoni vaze u inercijalnim sis-
temima reference. Kada je re¢ o ovakvim sistemima reference, podsetimo se
da, prema ovom principu, ne postoje nijedan od njih koji bi po necemu bio
privilegovan u odnosu na druge - drugim rec¢ima svi su ravnopravni. Direktna
posledica ove ¢injenice je da ¢e rezultat bilo kog mehanickog eksperimenta biti
jednak u svim takvim sistemima.® Drugim re¢ima, kao $to je to analizirano
u drugoj glavi ove knjige zakoni mehanike su isti u svim inercijalnim
sistemima reference.

Prirodno je postaviti pitanje da li je mogucée primeniti Galilejev princip

61z ovakvog razmatranja je bilo jasno da sredina sa ovakvim osobinama, ako stvarno
postoji, mora da izgleda veoma ¢udno, najcudnije od svih do tada poznatih. Naime,
najelasticnije sredine su sredine koje mozemo da smatramo prakti¢no idealnim krutim
telom. Dakle, ta hipoteticka sredina u kojoj se nalazi sve i kroz koju se sve krece bi
morala da bude neka vrsta krutog tela!?

Sliéno kretanju lopte kroz idealan fluid - fluid bez unutrasnjeg trenja.

8Primer koji se najéesée navodi je izvodjenje mehanickih eksperimenata u vozu koji se
kre¢e uniformno pravolinijski u odnosu na Zemlju i u vozu koji se ne kre¢e u odnosu na
nju.
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relativnosti na pojave koje nisu mehanicke, recimo na svetlost.

U tom smislu moramo da se zapitamo u odnosu na koji sistem reference
svetlost ima brzinu ¢? Naime, besmisleno je govoriti o brzini necega a ne reci
u odnosu na $ta se taj objekat kreée tom brzinom.”

Polaze¢i od klasi¢nog zakona sabiranja brzina, koji je posledica Galile-
jevog prinicpa relativnosti, dolazi se do zakljucka da u razli¢itim sistemima
reference i brzina svetlosti mora da ima razli¢itu vrednost.’ Drugim recima,
izmerena vrednost za brzinu svetlosti ¢ mora da se odnosi na jedan sistem
reference koji bi bio vezan za etar i koji bi prema tome mirovao. Ukoliko
bi se posmatra¢, u odnosu na taj sistem kretao nekom brzinom u u pravcu
kretanja svetlosti, onda bi za njega brzina svetlosti morala da bude razli¢ita
od ¢, odnosno iznosila bi c+wu, u zavisnosti od toga da li se on krece ka izvoru
svetlosti ili od njega.

Sve negde do pred kraj 19. veka, merna aparatura kojom su raspolagale
laboratorije nije bila dovoljno precizna da bi mogla da izmeri malu razliku
izmedju c i ¢ + u, a i metodologija koja se zasnivala na kretanju aparature u
laboratoriji nije puno obecavala. Medjutim 1880. godine se doslo na ideju da
se u ovu svrhu iskoristi kretanja Zemlje pri rotaciji oko Sunca koje se odvija
brzinom od oko u = 3 - 10* m/s i da se zapravo za Zemlju veZe taj pokretni
referenti sistem iz koga bi se merila razlika u brzini svetlosti. Situacija u
kojoj se na primer Zemlja krec¢e u susret svetlosti brzinom u ¢emo u tom
smislu smatrati, na bazi klasi¢nog zakona slaganja brzina, ekvivalentnom
situaciji u kojoj je Zemlja nepokretna a svetlost se ka njoj kre¢e brzinom
c+u.'t Odredjivanje brzine svetlosti u tim uslovima je identi¢no odredjivanju
brzine aviona koga nosi vazdu$na struja, odnosno vetar. Na taj nacin, u
ovom sluc¢aju mozemo situaciju da predstavimo analognom situaciji u kojoj
je Zemlja (i aparatura koja se nalazi na njoj) stati¢na a da se etar krece ka
njoj ili od nje (zavisno od doba godine kada strujanje etra promeni smer).

Dalja merenja su se, prema tome, svodila na odredjivanja brzine vetra
kojim etar "duva” u Zemlju prilikom njenog kretanja kroz njega brzinom
u. U tom slucaju, izmerena brzina svetlosti ¢e imati maksimum ¢ = ¢ + u,

90vo su éinjenice na koje se veé¢ na prvim ¢asovima o kretanju ukazuje uéenicima.

OTma 1i se u vidu da je brzina svetlosti u vakuumu zadata relacijom (9.19), odnosno
definisana vrednostima elektriéne i magnetne konstante vakuuma, to bi znacilo da se ove
vrednosti menjaju pri prelasku iz jednog inercijalnog sistema u drugi. To ne zvuéi kao da
ima previSe smisla.

" Brzina u bi bila relativna brzina etra u odnosu na Zemlju, koji ”nosi” i svetlost koja
se (u odnosu na njega) kreée brzinom ¢ u odnosu na njega.
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kada se svetlost kre¢e "niz vetar” (slika 6.1), bi¢e minimalna ¢ = ¢ —u kada
se svetlost kreée "uz vetar”, a imace neku vrednost ¢ = v/c2 — u?, koja je
izmedju ove dve, kada se meri u smeru normalnom na ”vetar”.

c u

< —
‘ c'=ctu
(@)
. ;
> —

(o)
Slika 6.1: Razlika u brzini svetlosti u zavisnosti od nacina kretanja ”vetra”.

Ukoliko se pretpostavi da Sunce miruje u odnosu na etar, brzina strujanja
etra koji je ekvivalentan kretanju Zemlje oko Sunca ¢e biti upravo jednaka
orbitalnoj brzini Zemlje, odnosno oko 3 - 10* m/s. Kako je ¢ = 10 m/s,
ocekivalo se da odstupanja od brzine svetlosti koja su u ovom slucaju reda
veli¢ine u/c = 107*, mogu da se registruju prilikom merenja "uz vetar” i
"niz vetar”. Merenja su vrsena Majkelsonovim interferometrom koji je imao
mogucnost da izvrsi merenje potrebne tacnosti, medjutim, svi pokusaji da se
odredi ovaj uticaj na brzinu svetlosti (a time i pokaze postojanje apsolutnog
referentnog sistema vezanog za etar) su bili neuspesni.

Negativan rezultat je ukazivao na mogucu teorijsku kontradikciju izmedju
Maksvelove elektrodinamike i Njutnove mehanike. Zakljuci koji slede iz ovih
razmatranju su da

e ili osnovni zakoni elektromagnetizma nisu isti u svim intercijalnim sis-
temima reference,
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e ili Galilejev zakon sabiranja brzina nije tacan.

Ukoliko je prvi zakljucak tacan, morao bi da postoji jedan sistem refer-
ence u kojem je brzina svetlosti ¢ a brzine svetlosti koje mere posmatraci
koji se nalaze u drugim inercijalnim sistemima moraju onda da bude vece
ili manja od ove, u zavisnosti od relativnog kretanja sistema (u skladu sa
Galilejevim transformacijama). Ukoliko je tacan drugi zakljucak, morale bi
da se razmotre predstave o apsolutnom prostoru i vremenu koje predstavljaju
osnovu klasi¢ne mehanike.

6.2 Majkelson-Morlijev eksperiment

Najpoznatiji eksperiment!? koji je osmisljen da izmeri o¢ekivanu malu promenu
u brzini svetlosti, prvi put je izveo jedan drugi Albert, Albert Majkelson 1881.
godine.!3

Eksperiment je dizajniran tako da se u njemu meri efekat kretanja Zemlje
u odnosu na hipoteticki etar. Uredjaj koji je u tu svrhu iskoris¢en je Ma-
jkelsonov interferometar (slika 6.2). U njemu, snop svetlost koji emituje neki
svetlosni izvor nailazi na polupropustljivo ogledalo O, koje je postavljeno
pod uglom od 45° u odnosu na pravac prostiranja snopa. Polupropustljivo
ogledalo ima za zadatak da upadni snop svetlosti pocepa na dva koji ¢e se
nadalje kretati razli¢itim pravcima. Jedan snop nastavlja da se krec¢e u istom
pravcu i smeru, odnosno ka ogledalu O, a drugi se reflektuje i krece se dalje
ka ogledalu O;. Recimo da je krak 2 interferometra u pocetku bio postavljen
u pravcu kretanja Zemlje po orbiti. Kao sto je ve¢ receno, kretanje Zemlje
kroz etar brzinom u je ekvivalentno strujanju etra prema Zemlji brzinom
istog intenziteta ali suprotnog smera. Strujanje etra u smeru suprotnom od
realnog kretanja Zemlje, dovodi do toga da ¢e brzina svetlosti u sistemu ref-
erence vezanom za Zemlju biti ¢ — u kada se svetlost krec¢e ka ogledalu Oy a
¢ + u nakon refleksije o njega.

120sim ovog eksperimenta postvaljen je niz drugih koji su imali isti cilj. Samo neki od
fizicara koji su se bavili ovim problemom su Fizeau (1860.), Mascart (1872.), Lord Rayleigh
(1902). Njihovi eksperimenti su imali za cilj da izmere promene u indeksu prelamanja
dielektrika izazvano zemljinim kretanjem kroz etar. Troud i Noble (1903.) su pokusali da
odrede promenu u nalektrisanju ploca kondenzatora usled kretanja kroz etar.

13Eksperiment je kasnije ponovio vise puta u saradnji sa Edvardom Morlijem pa je zato
u nauci poznat pod nazivom Majkelsono-Morlijev eksperiment.

MPodsetimo se da je ¢ brzina svetlosti u sistemu reference vezanom za etar.
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Dva svetlosna snopa, odbijena od ogledala O; i O, kada se sretnu inter-
feriraju i daju sliku koja se sastoji od niza naizmeni¢nih tamnih i svetlih
traka. Interferenciona slika je takodje posmatrana i kada je interferometar
zarotiran za 90°. Rotacija je trebalo da izmeni interferencionu sliku za mali ali
merljivi iznos jer je usled rotacije promenjena brzina strujanja etra duz kraka
interferometra. Merenja su medjitim pokazala da nema nikakve promene u
interferencionoj slici. Eksperiment je ponavljan vise puta tokom kalendarske
godine jer se ocekivalo da je promenjen i smer a i intenzitet brzine stru-
janja etra oko Zemlje ali je rezulat uvek bio isti: nije primecéena promena
interferencione slike koja bi po velic¢ini odgovarala teorijskim pred-
vidjanjima.

O
cTpyjarke etpa
Kpak |
v
o O «pak 2
Oy
]
= Teneckon

Slika 6.2: Majkelson-Morlijev interferometar.

Negativan rezultat Majkelson-Morlijevog eksperimenta nije kontradik-
toran samo hipotezi o postojanju etra, vec je pokazao da je nemoguce odrediti
brzinu apsolutnog kretanja Zemlje u odnosu na etar kao referentno telo.'> U
narednim godinama, u stepenu kako je upoznavana prava priroda svetlosti, se

P Kao §to ¢éemo videti u narednim poglavljima, Ajnstajn je uveo jedan postulat koji
potpuno drugacije interpertira negativan rezultat ovog eksperimenta, zadiruéi zapravo u
njegovu teorijsku postavku.
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pokazalo da se ideja etra kao prenosioca svetlosnih talas stvarno moze odbac-
iti. Danas se svetlost smatra elektromagnetnim talasom kome za prostiranje
nije potreban medijum prenosnik.!

Razmotrimo postavku Majkelson Morlijevog eksperimenta. Pretpostavimo
da oba kraka interferometra imaju istu duzinu L. Kao §to je ve¢ naglaseno,
pod pretpostavkom da postoji strujanje etra, brzina svetlosti duz kraka 2
interferometra je ¢ — u, kada se svetlost priblizava ogledalu O,, a ¢+ u nakon
reflektovanja svetlosti o ogledalo. Na taj nacin, vreme potrebno svetlosti da
predje put L, krecudi se ka ogledalu iznosi L/(c—u), a od ogledala L/(c+ u).
Ukupno vreme potrebno svetlosti da ode do ogledala i vrati se, prema tome
e 2L

AL I R, (6.1)

2
c+u c—u 2 —u? -5

Razmotrimo sada kretanje svetlosnog snopa duz kraka 1, koji se nalazi pod
pravim uglom u odnosu na strujanje etra. Kako je brzina svetlosti u odnosu
na Zemlju u tom slucaju v/¢? — u2, vreme potrebno svetlosti da ode do
ogledala Oy je L/v/c* — u?. Vreme potrebno da se vrati nazad je jednako, pa
je ukupno vreme za putovanje svetlosti u pravcu kraka 1

2L L
ty = = < . (6.2)
ve—w 1o
Razlika ova dva vremena je
2L 1 1
At =ty —ty=— 7 ] (6.3)
c C u
c? -2

Kako je u?/c?* << 1, prethodni izraz moze da se uprosti razvojem binoma,
uz zanemarivanje clanova drugog i viSeg reda,

(1—z)"~1—nz, z<<l. (6.4)

Kako je = u?/c?, n je u prvom slu¢aju —1 a u drugom —3, pa se za razliku
vremena dobija

Lu?
At =1t —ty = — (6.5)

16Posledica toga je da je etar &iji je jedini razlog postojanja bio da prenosi svetlost,
postao nepotreban.
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Ova razlika u vremenima koja su potrebna zracima da dodju na zaklon,
izaziva njihovu faznu razliku odnosno ima za posledicu stvaranje interferen-
cione slike na njemu. Kada se interferometar zarotira za 90°, zraci zamenjuju
mesta pa ¢e do¢i do promene u interferencionoj slici. To ¢e rezultirati du-
plo veéom vremenskom razlikom ova dva zraka od one date relacijom (6.5).
Usled toga c¢e razlika puteva koje su presli zraci biti

2 Lu?

5

Ad = c(2At) =

(6.6)

C

Promena u putu za jednu talasnu duzinu dovodi do pomeranju u interfer-
encionoj slici za jednu svetlu traku. Na taj nac¢in pomeranje interferencione
slike zavisi od odnosa putne razlike i i talasne duzine svetlosti

_ﬁ_QLuZ
N a2

S (6.7)
U eksperimentima koje su vrsili Majkelson i Morli, svaki zrak je bio reflekto-
van vise puta o ogledalo tako da je efektivno prelazio put od 11 metara. Na
taj nacin ¢e razlika u putevima izmedju zraka biti

_ 104 2
Ay 211 m(3-10' m/s)
(3-10% m/s)

=2,2-107" m. (6.8)

Ta putna razlika je trebalo da prouzrokuje merljivi pomeraj u interferen-
cionoj slici. Ukoliko se u eksperimentu koristi svetlost talasne duzine 500
nm, predvidjeni pomeraj u interferencionoj slici je

_g_2,2-10_7m

S A 50-100"m

~ 0,44 (6.9)

Uredjaj koji su koristili u eksperimentu Majkelson i Morli je mogao da detek-
tuje pomeraj u interferencionoj slici reda velicine 0,01. Medjutim, na njihovo
iznenadjenje, nije primec¢ena nikakva promena. Nakon toga, eksperiment je
ponovljen mnogo puta, od strane mnogih naucnika i pod razli¢itim uslovima,
ali nikakvo pomeranje nije uoc¢eno. Nuzno je sledio zakljucak da kretanje
Zemlje u odnosu na etar ne moze biti registrovano.

Mnogo truda je ulozeno da se objasni negativan rezultat ovog eksper-
imenta tako da se sacuva koncept etra i Galilejev zakon sabiranja brzina.
Veoma brzo se medjutim pokazivalo da su svi ti pokusaji bili pogresni.
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I tako je bilo sve do 1905. godine, kada je Ajnstajn objavio svoj prvi rad
o specijalnoj relativnosti u kome je posavsi od radikalno novih ideja pokazao
da postojanje etra zapravo nije neophodno. U ovom radu je, analizirajuci
Maksvelove jednacine, ¢injenicu da one za brzinu svetlosti predvidjaju c,
proglasio postulatom svoje specijalne teorije relativnosti.'”

6.3 AjnsStajnov princip relativnosti

Ajnstajn je zapravo, razmisljajuéi o tome da se svetlost (u vakuumu) krece
uvek brzinom ¢, zaklju¢io da postoji kontradikcija izmedju tog predvidjanja
i Njutnove mehanike, u kojoj se brzine sabiraju kao vektori. Ako je ovo
primenljivo i za elektromagnetne talase, onda bi dva posmatraca koja se
kreéu raznim brzinama registrovali razli¢ite brzine kretanja svetlosti.'®

Deo Njutnove mehanike i klasi¢ne relativnosti u ovim radovima ipak nije
doveden u sumnju. Naime, jasno je da se sve brzine mere u odnosu na
neki sistem reference. Najprostiji sistemi reference su oni koji se ne kreé¢u
ubrzano i koji ne rotiraju. Njutnov prvi zakon (zakon inercije) vazi u takvim
sistemima, koji se prema tome nazivaju inercijalni sistemi reference. Pos-
matrano iz njih, tela koja miruju ostaju u stanju mirovanja, a ona koja se

"Interesantno je ista¢i da je Ajstajn o relativnosti ozbiljno razmisljao od svoje 16.
godine a da ju je formulisao u periodu svog zivota kada je bio zaposljen kao sluzbenik
nizeg ranga u jednom patentnom birou u Bernu u Svajcarskoj. Sto je joS interesantnije
on je iste godine objavio jo§ cCetiri rada. Osim relativnosti u njima je bilo reci o jos dve
znacajne teme - o Braunovom kretanju (rad koji spada u najcitiranije u istoriji moderne
fizike) koji je ukazivao na to kako u eksperimentima moze biti odredjena veli¢ina atoma, a
druga tema se ticala objasnjena fotoefekta. Objasnjenje koje je on ponudio je bitno uticalo
na zasnivanje kvantne mehanike. Za ovaj rad, Ajnstajn je 1921. godine dobio Nobelovu
nagradu.

18U stvari, on je pokusao da shvati kako bi svetlosni talas izgledao nekome ko se kreée
istom brzinom kao i sam talas. Ako bi takvo kretanje bilo mogucée, ovaj talas (koji pred-
stavlja spregnuto oscilovanje elektricnog i magnetnog polja pod pravim uglom u odnosu
na pravac prostiranja talasa) bi bio stacionaran (nepromenljiv u vremenu) za posmatraca,
sa elektri¢nim i magnetnim poljem ¢iji bi intenziteti imali razli¢ite vrednosti na razli¢itim
udaljenostima od njega pri ¢emu se one ne bi menjale sa vremenom. AjnStajn je medju-
tim znao da tako nesto Maksvelova elektrodinamika ne predvidja. Zakljucio je da su ili
Maksvelove jednac¢ine pogresne, ili da je nemoguce kretati se brzinom svetlosti. Ukoliko
su jednacine ipak tacne jasno je da to ukazuje na nemoguénost kretanja brzinom c sa
jedne strane, a sa druge da je brzina svetlosti u vakuumu jednaka za sve posmatrace. Kao
posledica toga se odmah namece zakljucak da za svetlost u tom sluc¢aju ne vazi klasican
zakon sabiranja brzina.



6.3. AJNSTAJNOV PRINCIP RELATIVNOSTI 249

kre¢u konstantnim brzinama po pravoj liniji nastavljaju da se tako krec¢u sve
dok na njih ne deluju spoljasnje sile.

Stavise zakoni fizike imaju najprostiju formu u inercijalnim sistemima ref-
erence. Na primer, sistem reference koji je vezan za Zemlju je samo priblizno
inercijalan. Obzirom da se Zemlja ne kre¢e uniformno i pravolinijski, moze
da se primeti da u njoj postoji dodatna sila'® (Koriolisova), koja komplikuje
opisivanje kretanja tela u odnosu na Zemlju.2’ I $to je jos vaZnije, zakoni
fizike imaju isti oblik u svim inercijalnim sistemima reference, jer ne postoji
ni jedan koji bi bio po bilo ¢emu privilegovan.

Ajnstajnova specijalna teorija relativnosti poc¢iva na dva postulata

1. Prinicip relativnosti: Zakoni fizike imaju isti oblik u svim inercijal-
nim sistemima reference.

2. Princip konstantnosti brzine svetlosti: Svetlost se kroz vakuum
kre¢e brzinom ¢ = 3-10® m/s koja je ista u svim inercijalnim sistemima
reference, nezavisno od relativne brzine izvora svetlosti i posmatraca.

Prvi postulat predstavlja tvrdjenje da su svi zakoni fizike (iz oblasti
mehanike, elektriciteta, optike, magnetizma, termodinamike, ...) isti u svim
referentnim sistemima koji se, jedni u odnosu na druge, kre¢u konstantnim
relativnim brzinama. Ovaj postulat je generalizacija Galilejevog principa
relativnosti koji se odnosi samo na mehanicke pojave.

Sa eksperimentalne tacke gledista, Ajnstajnov princip relativnosti kazuje,
da svi eksperimenti (na primer merenje brzine svetlosti) izvrseni u laboratoriji
koja je u stanju mirovanja, mora da daju iste rezultati i kada se izvrse u
laboratoriji koja se kre¢e konstantnom brzinom u odnosu na onu koja miruje.
Drugim recima nema privilegovanih sistema, te prema tome nije moguce
definisati apsolutno kretanje.

Drugi postulat je u odredjenom smislu povezan sa prvim. Naime, ako
brzina svetlosti?! ne bi bila ista u svim sistemima reference, njeno merenje
bi moglo da se iskoristi za pravljenje razlika izmedju sistema, odnosno ne bi
bili svi ravnopravni, sto je u kontradikciji sa prvim postulatom.

19U tom sluéaju naime, ukupna sila koja deluje na telo nije jednaka proizvodu mase tela
m 1 ubrzanja @ ve¢ se mora dodati jo§ jedan sabirak sto komplikuje opsivanje kretanja
posmatranog tela.

200va sila izmedju ostalog izaziva i dodatnu rotaciju orkanskih vetrova, ...

21Takodje treba istaknuti da je brzina svetlosti u vakuumu maksimalna brzina kojom se
moze preneti interakcija.
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Istaknimo jos i to da je postojanje maksimalne brzine prostiranja inter-
akcije (ili signala) u tesnoj vezi sa problemom istovremenosti dogadjaja za
posmatrace u razli¢itim sistemima reference, sto je direktno povezano sa pi-
tanjem da li je proticanje vremena isto u svim inercijalnim sistemima.

lako je Majkelson-Morlijev eksperiment izvrSen pre nego Sto je Ajnstajn
publikovao svoj rad o relativnosti, nije potpuno jasno da li je bio upoznat
sa detaljima eksperimenta. Medjutim, u skladu sa postulatima specijalne
teorije relativnosti, jasno je da je osnovna premisa eksperimenta (bazirana
na klasi¢cnom zakonu sabiranja brzina i na koncepciji apsolutnog prostora i
vremena) pogresna pa je tako i negativan rezultat eksperimenta logican.

6.4 Posledice specijalne teorije relativnosti

Pre upustanja u posledice Ajnstajnovih postulata, razmotrimo na koji nacin
posmatrac koji se nalazi u nekom sistemu reference opisuje dogadjaj. Svaki
dogadjaj je, u datom referentnom sistemu S odredjen trima prostornim
(z,9,2) i jednom vremenskom koordinatom ¢.?> Jasno je da razliciti pos-
matraci, iz svojih sistema reference opisuju iste dogadjaje razlicitim koordi-
natama. Sistem reference iz koga opisujemo dogadjaje se u principu sastoji
od koordinatne mreze i skupa ¢asovnika koji se nalaze u tackama preseka
mreze, kao Sto je pokazano na slici 6.3 u dve dimenzije.

Kako u datom sistemu reference ima vise ¢asovnika, oni moraju biti si-
hhronizovani.?> To se moze uraditi uz pomo¢ svetlosnih signala na sledeéi
nac¢in. Pretpostavimo da se u tacki koja predstavlja koordinatni pocetak
nalazi posmatra¢ sa glavnim satom i da je, kada je na njegovom satu bilo
t = 0 s, poslao svetlosni puls. Pulsu je potrebno vreme r/c da dodje do
sata koji je na rastojanju r od koordinatnog pocetka. Prema tome, taj sat
je sinhronizovan sa glavnim samo ukoliko pokaze r/c u trenutku kada puls
stigne do njega. Ovakva procedura sinhronizacije?* podrazumeva naravno
¢injenicu da se svetlost krece jednakom brzinom u svim pravcima i u svim

22Naime, za svaki dogadjaj, kao i u svakodnevnom zivotu, moramo da znamo gde se
desio i kada je to bilo.

23Da bi imalo smisla da sluze za oc¢itavanje vremena.

24Vazno je takodje istaé¢i da ovakav nacin sinhronizacije ¢asovnika ima za posledicu da su
ispunjena dva uslova: (a) uslov simetrije - ako je ¢asovnik koji se nalazi u tacki A sinhron
sa ¢asovnikom koji se nalazi u tacki B, onda je i ¢asovnik u B sinhron sa ¢asovnikom u A,
(b) uslov tranzitivnosti - ako je ¢asovniku u A sinhron sa ¢asovnikom u B, a ¢asovnik u B
sa ¢asovnikom u C, tada je i ¢asovnik u A sinhron sa ¢asovnikom koji se nalazi u tacki C.
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Slika 6.3: Koordinatna mreza sa sinhronizovanim satovima.

sistemima reference. Posmatra¢ koji se nalazi u jednom sistemu reference
S Ce neki dogadjaj okarakterisati skupom prostorno vremenskih koordinata
(x,y, z,t) koji odgovaraju njegovoj koordinatnoj mrezi i satovima koji su
sinhronizovani u njoj. Drugi posmatrac, koji se nalazi u nekom drugom sis-
temu reference S’ ¢e istom dogadjaju pripisati druge prostorne vremenske
koordinate (2,4, 2/, t').

6.4.1 Istovremenost u AjnsStajnovoj relativnosti

Jedna od osnovnih premisa Njutnove mehanike je da postoji univerzalna vre-
menska skala koja je ista za sve posmatrace. 1z toga sledi da ako su u jednom
sistemu reference dva dogadjaja istovremena, onda su oni istovremeni u svim
sistemema reference koji se u odnosu na njega kreéu (ma koliko velikom)
konstantnom brzinom. Medjutim, ukoliko vaze Ajnstajnovi postulati, dva
dogadjaja koja su istovremena u jednom sistemu reference nisu istovremena
u drugom.

Pretpostavimo da zelimo da izmerimo vremenski interval izedju dva bljeska
svetlosti proizvedena blic lampama koje se nalaze na krajevima vagona (slika
6.4).

Posmatra¢ A se nalazi tacno na sredini vagona, to jest podjednako udal-
jen od obe lampe, a vagon se krece konstantnom brzinom u u odnosu na
posmatraca B. Blic lampe emituju svetlost u trenutku kada posmatrac A
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Slika 6.4:

prolazi kraj posmatraca B, odnosno u trenutku kada su obojica podjednako
udaljena od krajeva vagona. Pretpostavimo da posmatra¢ B svojim satom
meri vreme dolaska signala do njega. U skladu sa drugim postulatom, u
odnosu na njega, svetlost prelazi jednaka rastojanja jednakom brzinom?® i
on ¢Ce zakljuciti da su dogadjaji emitovanja svetlosti istovremeni.

Razmzotrimo sada Sta se sa njegovog stanovista desava u sistemu refer-
ence u kome se nalazi posmatra¢ A. Analiziraju¢i na¢in kretanja vagona,
obzirom da se posmatra¢ A kreée na desno (ka jednoj lampi), time smanjuje
rastojanje koje svetlost treba da predje da bi dosla do njega. Kako se svet-
lost krec¢e brzinom ¢ u odnosu na oba posmatraca, ali posmatra¢c B ostaje
na jednakom rastojanju izedju tacaka iz kojih su emitovani svetlosni pulsevi,
dok se A priblizava desnoj tacki, zaklju¢uje da ¢e postojati razlika u vremenu
pristizanja bljeskova svetlosti do posmatraca A.2°

Na osnovu izvrSene analize namece se zakljucak da istovremenost ima
relativan karakter, odnosno da u raznim inercijalnim sistemima vreme tece

25Na brzinu svetlosti prema ovom postulatu ne uti¢e kretanje izvora koji ju je emitovao.

26T narusenje istovremenosti pomenuta dva dogadjaja je vezano za to kako ih vidi pos-
matra¢ B. Gledano sa stanovista posmatraca A dogadjaji su za njega takodje istovremeni,
§to je u skladu sa postulatima Ajnstajnove teorije relativnosti. Ukoliko bi na primer on
registrovao da su ovi dogadjaji neistovremeni, mogao bi na osnovu toga da zakljuci da li
se njegov sistem krece ili ne, a prvi postulat upravo to zabranjujue - egzistenciju fizickog
ogleda koji bi po netemu omoguéio da se odredi karakter kretanja inercijalnog sistema
reference. U ovome nema nikakve kontradikcije jer se radi o uporedjivanju intervala vre-
mena izmedju dogadjaja koji se desio u istoj tacci prostora, npr u tacki prostora u
kojoj se nalazi posmatra¢ A. U nju sa stanovista njega signali stizu istovremeno, dok za
posmatraca u odnosu na koga se on kreée to vise nije tako.
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razlicito.

Primetimo da su u analizi koriS¢ena samo dva principa: smatralo se da
se oba sistema reference ravnopravna (princip relativnosti) i da se svetlost u
svim pravcima kreée istom brzinom (princip konstantnosti brzine svetlosti).

Neko bi mogao da se zapita a da li su stvarno pomenuti dogadjaji istvore-
meni ili ne, medjutim to pitanje nema smisla. Razlog je Sto odgovarati Sta
se u stvari deSava, znacilo bi da je izabran neki sistem reference koji je po
necemu privilegovan u odnosu na druge.

Stozer relativnosti (i Galilej-Njutnove i Ajnstajnove) je da bilo koji sistem
reference moze da se koristi za opisivanje dogdjaja. Kao sto je veé vise puta
receno, ne postoje privilegovani sistemi reference.

Cinjenica da posmatraci koji se nalaze u razli¢itim referentnim sistemima,
svojim c¢asovnicima i lenjirima mere razlicite vremenske intervale i duzine
nije u suprotnosti sa tvrdjenjem o ravnopravnosti sistema reference. Ravno-
pravnost se svodi zapravo na to da svi posmatraci moraju da se saglase oko
forme osnovnih zakona fizike koja mora biti ista za sve posmatrace koji se
kreéu uniformno. Na primer, relacija dp/dt = F u sistemu S mora da ima
istu formu dp' /dt’ = F' u sistemu S’ koji se kre¢e uniformno u odnosu na
sistem S. 27

6.4.2 Dilatacija vremena

Razmatranje merenja intervala vremena i problema istovremenosti dovodi do
jednog veoma vaznog relativistickog efekta koji se naziva dilatacija vremena.
On se ispoljava u razlicitim rezultatima merenja intervala vremena izmedju
dogadjaja, od strane dva posmatraca koji se kre¢u jedan u odnosu na drugoga
uniformno.

Proanalizirajmo vremenske intervale izmedju dva dogadjaja merena u
"pokretnom” S’ i "nepokretenom” sistemu reference S?® na primeru merenja
vremena potrebnog svetlosnom pulsu da predje odredjeno rastojanje (slika

2"Ovo je ¢injenica koja je takodje isticana prilikom analize Galilejevog principa rela-
tivnosti. Razlika je u tome sto se sada tvrdi da ta ¢injenica vazi i za velike brzine kretanja
i za sve fundamentalne (ne samo mehanicke) fizicke zakone. U tom smislu i Maksvelove
jednacine, kao osnova klasi¢ne elektrodinamike, moraju imati isti oblik u svim inercijalnim
sistemima reference.

Z¥Napomenimo da ni jedan od posmatra¢a ne zna (nema naé¢in da utvrdi) da li se krece
ili ne. Tag¢nije, svako od njih je u stanju mirovanja u sopstvenom sistemu reference. Iz
toga razloga su i sistemi nazvani ”pokretni” i "nepokretni”.
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Slika 6.5: (a) Ogledalo fiksirano za plafon vagona i svetlosni signal koji salje
posmatrac¢ koji miruje u odnosu na vagon. (b) U odnosu na stacionarnog
posmatraca O koji se nalazi pored pruge, vagon se kre¢e brzinom u.

6.5). Neka je ogledalo je fiksirano za plafon vagona a posmatra¢ koji je u
stanju mirovanja u odnosu na vagon drzi laser na udaljenosti d od ogledala.
U nekom trenutku, laser emituje svetlosni puls usmeren ka ogledalu (do-
gadjaj 1), koji se nakon nekog vremena, merenog u tom sistemu, vraca ka
laseru. Neka je na satu u S’ za interval vremena izmedju ta dva dogadjaja
izmereno vreme At’. Kako se svetlosni puls kreée brzinom ¢ i prelazi put 2d
(ka ogledalu i nazad), ovaj interval vremena je

_ 2
2

At (6.10)
Podsetimo se da je za njegovo merenje (u sistemu S”) dovoljan jedan sat, koji
se nalazi na mestu sa koga je emitovan i na koje se potom vraca svetlosni
puls.

Razmotrimo sada kako isti par dogadjaja izgleda posmatracu iz sistema
S (slika 6.5 (b)). Za posmatraca koji se nalazi u tom sistemu, ogledalo i
laser se kre¢u na desno brzinom u usled ¢ega niz ova dva dogadjaja za njega
izgleda drugacije. Dok svetlost stigne do ogledala, ono se pomeri na desno
na rastojanje uAt/2, gde je At vreme potrebno svetlosnom pulsu da polazeéi
iz tacke O’ nakon odbijanja od ogledala ponovo dodje u nju, ali mereno iz
sistema S u odnosu na koji se vagon krec¢e uniformno brzinom u. Obzirom
na ovakvo kretanje vagona i ogledala, on zakljucuje da ¢e svetlostni puls
doé¢i do ogledala jedino ukoliko napusti laser pod nekim uglom u odnosu na
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vertikalu. Uporedjivanjem situacija (a) i (b) na pomenutoj slici, vidi se da
gledano iz njegovog sistema reference svetlost mora da predje veéi put da
bi dosla nazad do lasera.

At
2
d
uAt
2
Slika 6.6:

U skladu sa postulatom o konstantnosti brzine svetlosti, za oba posma-
traca se ona kre¢e jednakom brzinom c. Kako mereno iz sistema S, svetlost
prelazi veéi put, interval vremena At, izmeren izmedju dogadjaja 11 2 je veci
od intervala vremena At’ koji je izmerio posmatra¢ koji se nalazi u sistemu
S’. Da bi dobili vezu ova dva intervala zgodno je iskoristiti pravougli trougao
prikazan na slici 6.6. Primenom Pitagorine teoreme

cAt\? uAt\?
—) =(—) +& 6.11
(5) =(%) @1
za At se dobija
2d 2d
At = - , 6.12
VE—@ o= (6.12)
odnosno, uz koriséenje (6.10)
A /
At = 7152 = yAt, (6.13)
-7
gde je
1
v = = (6.14)

Kako je faktor v uvek veci od jedinice, ovaj rezultat pokazuje da je vremenski
interval At, izmeren od strane posmatrac¢a u odnosu na koji se uredjaj koji je
ispustao svetlosne signale kretao, vec¢i od vremenskog intervala At’ izmerenog
u sistemu reference vezanom za uredjaj. Kako posmatrac¢ u odnosu na kojeg
se uredjaj kre¢e meri ve¢i vremenski interval, efekat je nazvan dilatacija
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Slika 6.7: Grafik zavisnosti v od brzine kretanja tela v. Sa priblizavanjem
brzine tela brzini svetlosti, faktor v rapidno raste.

vremena. Drugim re¢ima vreme u pokretnim sistemima tece sporije jer svi
¢asovnici, ukljucujuéi i bioloske, pokazuju krac¢e vremenske intervale.

Vremenski interval At’ meren u sistemu S’ koji se kre¢e zajedno sa in-
strumentom koji je koriSéen za merenje, se naziva sopstvenim vremenskim
intervalom i ¢esto oznacava sa Aty jer je mereno u sistemu reference u kome
se posmatrano telo-instrument ne kre¢e. U sustini sopstveno vreme je
vremenski interval izmedju dva dogadjaja meren od strane pos-
matraca za koga se oni deSavaju na istom mestu u prostoru. U
tom smislu se sopstveno vreme uvek moze meriti jednim satom koji miruje
u odnosu na referentni sistem u kojem se desavaju dogadjaji. Ukoliko se taj
posmatrani sat kreée u odnosu na nas (a mi se nalazimo u sistemu S), on
pocinje da zaostaje (kuca sporije) za sinhronizovanim satovima koji se nalaze
u ¢vorovima koordinatne mreze naseg inercijalnog sistema S. Stepen zaosta-
janja je odredjen faktorom «y u skladu sa jednac¢inom (6.14). Iz svega iznetog
je jasno da je ovakav zakljucak tacan za mehanicke casovnike, medjutim on se
moze generalizovati i na sve fizicke procese (ukljuéujuéi hemijske i biologke)
koji postaju usporeni u odnosu na njihovo trajanje u ”"nepokretnom” sistemu
reference S. Na primer, otkucaju srca astronauta koji putuje brodom kroz
vasionu ¢e biti uskladjeni sa radom odgovarajuceg casovnika koji se nalazi u
njegovom sistemu reference. I otkucaji srca i taj ¢asovnik ée biti usporeni®”
u odnosu na "nepokretan” sat koji se nalazi na Zemlji.?

29 Astronaut ipak neée ni na koji nac¢in moéi da oseti efekte tog usporavanja sve dok se
nalazi u sopstvenom inercijalnom sistemu (princip relativnosti).

30Dilatacija vremena je fenomen koji moze da se verifikuje i pri relativno malim brzi-
nama ukoliko se vreme meri izuzetno preciznim ¢asovnikom. U radu koji su u ¢asopisu
Science, 1972. godine objavila dva americka fizicara Joseph C. Hafele i Richard E. Keating,
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e Primer 1. Jedna vrsta nestabilnih elementarnih cestica, koje su naz-
vane mioni*! (odnosno p mezoni), nastaju u visim slojevima atmosfere
prilikom sudara kosmickog zracenja sa Cesticama vazduha. Prosecno
vreme zivota miona3? je oko 2,2 us, mereno u njihovom sopstvenom
sistemu reference (odnosno u sistemu u kome miruju ili se veoma sporo

kreéu u odnosu na njega).

Ako pretpostavimo da mioni nastaju na visini od oko 5 kilometara,
kre¢u pravo ka Zemlji, brzinom od oko 0,99¢, raspadaju se nakon 2,2
us, izracunati da li ¢e mion uspeti da stigne do povrsSine Zemlje pre
nego Sto se raspadne.

¢ Na prvi pogled put koji mioni mogu da predju pre nego Sto se ras-
padnu iznosi oko I’ = 600 m , obzirom da je I' = 7/ -v = 2,2us -
0,99 -3-10% m/s ~ 600 m. Na osnovu ovoga bi moglo da se zakljuci
da do povrsine Zemlje ne bi mogao da dodje ni jedan mion nastao u
gornjim slojevima Zemljine atmosfere jer bi se svi oni mnogo ranije
raspali. Medjutim, eksperimenti pokazuju da na povrsinu Zemlje stize
jako puno miona. Objasenjenje ove ¢injenice daje dilatacija vremena.
U odnosu na posmatraca koji se nalazi na Zemlji, vreme Zivota miona
nije 77 ve¢ 7 = 7', gde je 7/ vreme Zzivota miona u njegovom Sop-
stvenom sistemu reference (koji putuje sa njim). Na primer, ukoliko
mion ima brzinu od v = 0,99¢, to znaci da je brzina kretanja njegovog
sistema reference u jednaka toj vrednosti i da je faktor v ~ 7,1, pa
je na osnovu toga y7' = 16pus. Na osnovu ovoga je srednje rastojanje
koje je preSao mion, mereno u sistemu reference vezanom za Zemlju
[ = 1v =~7"v &~ 4800 m, Sto objasnjava ¢injenicu registrovanja velikog
broja miona na zemlji.

e Primer 2. Period klatna, meren u njegovom sopstvenom sistemu ref-

pod nazivom ” Around the World Atomic Clocks: Relativistic Time Gains Observed,” su
prezentovani rezultati eksperimenta sa cezijumskim ¢asovnicima. Cetiri takva Gasovnika se
nalazilo u avionu tokom njegovog komercijalnog leta a njihov rad je uporedjivan sa radom
referentnog cezijumskog ¢asovnika koji se nalazio na Zemlji. Rezultati su u nesumnjivom
skladu sa predvidjanjima specijalne teorije relativnosti a pokazivali su na to da su ”leteéi”
casovnici kasnili 59 + 10 ns dok je teorija predvidjala da kasnjenje bude 40 + 23 ns, Sto
predstavlja prilicno dobar sklad o¢ekivanja i rezultata merenja.

31Mioni imaju naelektrisanje jednako naelektrisanju jednog elektrona dok im je masa
oko 207 puta veée od mase elektrona.

32Nakon isteka tog vremena (u proseku) mion se raspada na elektron, mionski neutrino
i elektronski antineutrino.
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T T'=2,2us
600 m l
(b)
T=y1'=16Us
A
4 800 m
Y
(a) ()

Slika 6.8: (a) Nastanak kosmickog zracenja u visim slojevima atmosfere. Pro-
ton koji nailazi na atomsferu je prikazan zutom bojom. ”Pljusak” kosmickog
zracenja (zelena boja) nastaje usled njegove interakcije sa jezgrima molekula
vazduha. Neke od tih ¢estica (uglavnom 7 mezoni) u raspadu proizvode
mione (crvena boja). lako se veéina miona raspadne relativno brzo, puno
njih ipak stigne do povrsine Zemlje. (b) Kreéudi se brzinom od 0,99¢ u svom
sistemu reference, u kome mu je vreme zivota 2, 2us, mion predje put od 600
m. (c) Mereno iz sistema reference vezanog za Zemlju, on prelazi put od
4800 m.
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erence iznosi 3,0 s. Koliki je period istog klatna merenog iz sistema
reference koji se kre¢e u odnosu na klatno brzinom 0,95¢?

¢ Opisana situacija u kojoj se posmatrac¢ krece brzinom od 0,95¢ a
sistem reference klatna miruje je ekvivalentna situaciji u kojoj se taj
sistem reference krece istom brzinom u odnosu na nepokretnog posma-
traca (klatno je primer mehanickog casovnika).

Sopstveno vreme, prema datim podacima, iznosi At’ = 3,0s. U skladu
sa jednac¢inom (6.13) pokretni sat radi sporije od nepokretnog a interval
vremena izmeren u nepokretnom sistemu reference je

1 1
= I — _— / = - / = . =
At = yAt' = — (07938)2 At =0 902At 3,2-3,0s =9,6s.

Dobijeni rezultat pokazuje da je klatnu koje se krec¢e da bi napravilo
jednu punu oscilaciju potrebno vise vremena nego klatnu koje miruje.

Primer 3. Krenuli ste na sastanak sa devojkom u drugi grad, vozedi
automobil brzinom od 30 m/s. Ona ocekuje da stignete za 3 sata.
Zakasnili ste pola sata, pa kako ste culi da se efekat vremenske dilatacije
ispoljava pri velikim brzinama, odlucili ste da se pozovete na njega i
da kazete kako je vas sat pokazao da ste stigli za 3 sata ali posto ste se
kretali veoma brzo on je radio sporije od njenog. Medjutim, niste znali
da je vasa devojka student fizike koji je upoznat sa specijalnom teorijom
relativnosti i sa matematickom analizom. Odvela vas je na kafu i na
salveti izracunala koliko je trebalo da bude razlika u pokazivanju vaseg i
njenog sata pod pretpostavkom da je vas zaista pokazao da ste putovali
3 sata navedenom brzinom. Kako je izgledao njen ra¢un?

¢ Ona je verovatno prvo morala da izracuna vrednost faktora v koji je
prema (6.14)

1 1 1
7= 1 vz 1— (3-102m/s)? B m

c? (3-108m/s)2

Na ovom mestu ste pokusali da je odobrovoljite rekasi da ¢ete na dig-
itronu da izracunate vrednost dobijenog korena. Pustila vas je da se
mucite i da se zaprepastite kada ste za v dobili rezultat 1 koji vam nije
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iSao u prilog. Nakon toga je razvila binom i ogranicila se samo na prva
dva sabirka

1
y=(1-10"")""2x 1+ 5(10—14) =1+5,0-107".

Iz navedenog rezultata se pokazalo da se za tipi¢ne brzine automo-
bila ovaj faktor ne razlikuje mnogo od 1. Primena jednacine (6.13) je
pokazala koliko je vreme ona izmerila, u slucaju da je vas sat izmerio

At =3 h
At = yAt' = (1+5,0-107)(3 h) = 3 h+1,5-10"* h = 3 h+0, 054 ns.

Dakle, njen sat je, usled relativistickih efekata, iSao ispred vaseg 0,054
ns!

Paradoks blizanaca

Jedna od veoma intrigantnih konsekvenci dilatacije vremena je takozvani
paradoks blizanaca. Razmotrimo jedan eksperiment u kome ucestvuju dva
brata blizanca. Kada su imali po 20 godina jedan od njih, sklon avanturama,
odlazi na kosmicko putovanje na Planetu X, udaljenu 20 svetlosnih godina
od Zemlje.?3 Neka je kosmicki brod, kojim putuje, sposoban da se kreée
brzinom od 0, 95¢ u odnosu na inercijalni sistem reference vezan za Zemlju.
Nakon sto je stigao na Planetu X, krenuo je odmah nazad ka Zemlji istom
brzinom. Kada je dosao na Zemlju, bio je Sokiran c¢injenicom da je njegov
brat ostareo 42 godine i da sada ima 62 godine. On sam je u medjuvremenu
ostareo svega 13 godina.

Sada se mozemo malo poigrati pojmom relativnost i zapitati se koji se
blizanac u stvari kretao i da li je uopste logi¢no da je neki od njih vise ostareo.
Razlog je taj sto, gledano iz sistema reference blizanca koji je ostao na zemlji,
on je mirovao a njegov brat je putovao i to prilicno velikom brzinom. Iz
perspektive pak onoga koji je bio u kosmickom brodu, kosmicki brod je bio
u stanju mirovanja a Zemlja se, najpre udaljavala od broda 6,5 godina a
potom mu se priblizavala jednakom brzinom narednih 6,5 godina. Cini se
da bi trebalo da dodjemo do zakljucka da ne bi trebalo da bude razlike u
njihovim godinama.

33 Jedna svetlosna godina je rastojanje koje svetlost predje u vakuumu za vreme od jedne
kalendarske godine.
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Slika 6.9: (a) Kada je jedan blizanac otputovao sa Zemlje bili su jednako
stari, (b) Kada se vratio sa putovanja bio je mladji od blizanca koji je ostao
na Zemlji.

Da bi razresili paradoks, podsetimo se da se specijalna teorija relativnosti
odnosi na pojave i procese koji se odvijaju u inercijalnim sistemima ref-
erence, odnosno onima koji se kre¢u jedan u odnosu na drugi uniformno.
Da li su sistemi vezani za Zemlju i brod sve vreme inercijalni i da li su stoga
potuno ravnopravni? Dublja analiza pokazuje da to nije tako i da nema
simetrije u opisivanju protoka vremena u ovim sistemima.

Osim toga, blizanac koji je otputovao brodom, da bi dostigao brzinu od
0,95¢ morao je da se ubrzava, na kraju prvog dela puta da uspori, okrene
brod, ponovo ubrza a na kraju puta da uspori brod sto znaci da on nije sve
vreme bio u inercijalnom sistemu reference pa je primena specijalne teorije
relativnosti vezano za njegov sistem reference neosnovana. Naime, on ne
moze da kaze da je on u sistemu reference koji miruje dok se blizanac koji je
ostao na Zemlji kreée uniformno pravolinijski u odnosu na njega (u fazama
putovanja kada je njegov brod ubrzavao).

Dakle, zakljucak da je blizanac u brodu u neinercijalnom sistemu ref-
erence je neizbezan. Takodje se moze zakljuciti da su njihovi sistemi ref-
erence zapravo u relativnom medjusobnom ubrzavanju, medjutim ubrzanje
koje dobija brod je rezultat realne sile koja deluje na njega. Blizanac koji je
putovao brodom bi mogao da kaze kako je inerval vremena u toku koga je
njegov brod ubrzavao relativno mali u odnosu na ukupno vreme putovanja
pa je tako veéinu vremena ipak proveo u inercijalnom sistemu reference - i
tu bi bio potpuno u pravu. Medjutim, kada dodje do planete X, on mora
da zaustavi brod, okrene ga nazad i saopsti mu brzinu jednaku onoj koju je
imao do tada ali suprotnog smera. Od tog momenta on se nalazi u drugom
sistemu reference! To znaci da jedino brat blizanac koji je ostao na Zemlji
ima pravo da primenjuje formulu za dilataciju vremena (6.13) jer je jedino iz
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njegovog sistema reference je ona ta¢na. Na osnovu nje sledi, da ako su na
Zemlji protekle 42 godine u svemirskom brodu je proteklo

! /U2_
At'=42g4/1 — — = 13g,
c

odnosno kosmicki brod je (mereno na satu koji se nalazi u njemu) potrosio
6,5 godina da ode do planete X i jos toliko da se vrati.

6.4.3 Kontrakcija duzina

Iz dosadasnjeg razmatranja je jasno da jedna od veli¢ina, oko ¢ijeg iznosa
posmatraci iz razlicitih referentnih sistema mogu da se sloze, je relativna
brzina njihovih inercijalnih sistema reference. I dok im satovi, kao $to smo
videli, pokazuju razlicite vremenske intervale izmedju istih dogadjaja, oni ¢e
biti saglasni da je relativna brzina njihovih sistema, koja je jednaka koli¢niku
rastojanja inercijalnih sistema reference i vremenskog intervala za koji su se
udaljili jedan od drugog (pretpostavljajuéi da su im se u pocetku merenja
vremena koordinatni poceci poklapali) jednaka. Kako je ona kolicnik ras-
tojanja izmedju sistema (pod navedenim uslovima) i vremenskog intervala
(koji zavisi od toga iz kog sistema reference ga merimo), jasno je da i pred-
jeno rastojanje mora da zavisi od relativnog kretanja posmatraca. Jer ukoliko
dva posmatraca mere razli¢ita vremena, onda oni moraju da mere i razlicite
duzine - da bi relativna brzina ostala ista za obojicu.

Razmotrimo slede¢u situaciju. Osoba A se nalazi u vagonu duzine [’
mereno iz njenog (sopstvenog) sistema reference (iz sistema reference vezanog
za vagon), dok se osoba B nalazi van vagona, pored pruge. Izvor svetlosti
se nalazi na zadnjoj strani vagona (slika 6.10), dok se ogledalo nalazi na
prednjoj. Vagon se krece brzinom u u odnosu na Zemlju. Izvor emituje
svetlost koja se krec¢e ka ogledalu, odbija se od njega i odlazi natrag ka
izvoru.

U sistemu reference osobe A (slika 6.10), vreme potrebno svetlosti da
predje opisani put je /

21

Aty = —. 1
a=z (6.15)

Gledano iz sistema reference osobe B, situacija je nesto komplikovanija.
Neka je duzina vagona merena iz njega [. Posmatrano iz tog sistema, za
vreme t1, za koje je svetlosni zrak dosao do ogledala, obzirom da se ceo vagon,
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S'

b

4
\ 4
| I

Slika 6.10:

krecuci se brzinom u pomerio na rastojanje utq, svetlosni zrak je presao
CAtl =1 + UAtl, (616)

odakle je vreme At

l
c—u
Nakon odbijanja, obzirom da se vagon krece suprotno od zraka svetlosti,
on je za Aty presao put

Aty =

(6.17)

CAtQ =[- UAtQ, (618)

Sto znaci da je ovo vreme

[
ct+u
Ukupno vreme, mereno iz sistema osobe B, je zbir ova dva vremena

1 1 2le 20 1
] -

S
2 —u? cl—1%

A@:AQ+A@:4 (6.20)

c—u c+u
Iskoristimo 1i relaciju za dilataciju vremena (6.13), koja primenjena na
oznake koriséene ovde glasi

At 4

_u?

c2

Atp =

i zamenimo u jednacinu (6.20), imajuci u vidu da vazi i relacija (6.15), dobi-
jamo

I=11— = =—. (6.21)
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S

A4

Slika 6.11: Predjeni put svetlosti, od izvora do ogledala, je uve¢an za put
koji je presao vagon krec¢uéi se brzinom wu.

S

/\
[ —

Slika 6.12: Predjeni put svetlosti, od ogledala do izvora, je umanjen za put
koji je presao vagon krec¢uéi se brzinom u.
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Kako je faktor v > 1, jasno je da ¢e posmatra¢ B za duzinu voza izmeriti [, pri
¢emu je ta duzina veéa od duzine voza (sopstvene duzine) merene u sistemu
reference vezanog za sam voz. Drugim re¢ima uvek je [ > [’, gde je sa [’
oznacena sopstvena duzina tela. Efekat je poznat pod nazivom kontrakcija
duzine.

6.4.4 Relativisticki Doplerov efekat

Veoma vazna posledica dilatacije vremena je pomeraj u frekvenciji svetlosti
koju emituju atomi koji se nalaze u kretanju u odnosu na emitovanu od
strane istih atoma koji se nalaze u stanju mirovanja. Ovaj fenomen, poznat
u fizici pod imenom Doplerov efekat, je ranije uveden za zvucne talase. Za
slucaj takvih talasa, budué¢i da su mehanicki, efekti kretanja izvora zvuka u
odnosu na sredinu kroz koju se prostire talas, se razlikuju od efekta kretanja
posmatraca u odnosu na sredinu. Svetlosni talasi se medjutim razlikuju od
zvuénih u tome Sto im za prostiranje nije neophodna sredina. U tom smislu
u slucaju svetlosnih talasa nemamo nacin da napravimo razliku izmedju kre-
tanja izvora talasa i kretanja posmatraca. Ve¢ na osnovu ovoga se vidi da
je neophodno izvrsiti pazljiviju analizu uticaja kretanja izvora i prijemnika
na razliku u frekvencijama emitovanog i primljenog signala, u relativistickom
slucaju.

Pretpostavimo da svetlosni izvor, u njegovom sopstvenom sistemu refer-
ence S’, emituje svetlosne pulseve frekvencijom v/, kre¢uéi se ka posmatracu,
odnosno njegovom sistemu reference S, brzinom wu. Kolika ¢e biti frekvencija
svetlosnih pulseva koji dolaze u oko posmatraca?

Postoje zapravo dva faktora koji doprinose Doplerovom efektu. Prvi
je relativisticki efekat dilatacije vremena: period izmedju pulseva je vedi
u sistemu S pa je time i frekvencija manja u tom sistemu. Drugi uticaj
je uobicajeni Doplerov efekat koji se javlja usled kretanja izvora pulseva-
sukcesivni pulsevi treba da predju sve manje i manje rastojanje (ili sve vece
i vece u slucaju da se izvor svetlosti udaljava-tada je brzina w negativna)
da bi stigli do prijemnika. Usled toga se frekvencija pulseva koji stizu do
posmatraca povecava (ili opada ako je u suprotno usmerena).

Neka je vreme izmedju pulseva u sopstvenom sistemu reference izvora
At" = 1/v'. Meren iz sistema reference S ovaj vremenski interval, usled
dilatacije vremena, iznosi At = yAt'. To znaci da, gledano iz sistema S,
fotoni jednog pulsa predju rastojanja cAt = cyAt’ do registracije narednog
pulsa. U toku tog vremenskog intervala, izmedju emitovanja dva sukcesivna



266 GLAVA 6. KINEMATIKA SPECIJALNE TEORIJE RELATIVNOSTI

0

c

 NAVAV R

Slika 6.13: .

pulsa, izvor pulseva prelazi rastojanje uAt = wyAt' ka sistemu reference
S. Zakljucujemo da su, u trenutku kada je emitovan naredni puls, njegovi
fotoni na rastojanju (gledano iz S) cAt — uAt = eyAt' — uyAt’ iza fotona
prethodnog pulsa. Ovaj rezulta vazi za sve susedne pusleve. Vreme izmedju
dolaska pulseva u oko posmatraca, AT, se dobija kada se to rastojanje podeli
brzinom pulseva, c i iznosi

cC—Uu Cc

AT = At =Y A =

c c _u?
/1 =

Na osnovu ovog izraza je frekvencija pulseva koje registruje posmatrac jed-
naka

At'. (6.22)

2
1 _1;7/
N T v (6.23)

Kako je ovaj izraz izveden za slucaj kada se izvor krece ka posmatracu jasno je
da je v > v/ i da nerelativisticki doprinos ukupnom efektu (faktor 1/(1—w/c))
dominira nad efektom dilatacije fremena. U tom slucaju se kaze da je svetlost
dozivela "plavi pomak”, jer se u delu vidljivog spektra sa visim frekvencijama
upravo nalazi plava svetlost. Nakon jednostavnih transformacija prethodna
formula postaje

1+
1 —

ol

UV =

v (6.24)

ol

Ukoliko se izvor svetlosti udaljava od nas, treba prosto promeniti znak
brzine pa formule (6.23) i (6.23) imaju oblik

2
/1 -« 1—
v=-+—""1 = V. (6.25)

1+ n

ol

—_

ol
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U ovom slucaju je frekvencija registrovane svetlosti manja od frekvencije
emitovane a na to uticu oba efekta (i nerelativisticki i relativisticki). U
tom slucaju svetlost dozivljava ”crveni pomak”, obzirom da crvenoj boji u
vidljivom spektru odgovaraju manje frekvencije.

6.5 Lorencove transformacije

Na osnovu dosada$njih analiza je postalo jasno da, Galilejev princip rela-
tivnosti, njegove transformacije, i klasican zakon sabiranja brzina koji se
dobija na osnovu njih, su u suprotnosti sa eksperimentalnom ¢injenicom kon-
stantnosti brzine svetlosti. To ukazuje na nuznost uvodjenja novih transfor-
macija koordinata za prelaz iz jednog inercijalnog sistema reference u drugi.
One bi morale da vaze za sve brzine®** kretanja sistema, od u = 0 do u = c.

Posmatrajmo, kao i do sada, jedan koordinatni sistem S, sa osama xyz
povezan sa Zemljom ("nepokretan” sistem reference), i drugi S’ sa osama
x'y'z', povezan sa vagonom koji se kreée u pozitivnom smeru x ose (" pokre-
tan” sistem reference) konstantnom brzinom u. U tom slucaju, kako duz osa
y i z nema kretanja sistema, kao i u slu¢aju Galilejevih transformacija (2.10),
njihova veza je trivijalna i glasi

vy =y, 2=z (6.26)

Slika 6.14:

34Galilejeve transformacije vaze samo za male brzine kretanja sistema.
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Oko odredjivanja funkcionalne veze preostalih koordinata (jedne pros-
torne i vremenske) od velike pomo¢i ¢e nam biti ¢injenica da one mora da
budu takve da ne promene osobine prostora i vremena pri prelasku iz jednog
sistema u drugi. Osnovne osobine prostora su da je on homogen i izotropan a
za vreme da je homogeno.?® Iz ovoga sledi da transformacija koordinata (nji-
hova funkcionalna veza) mora da bude linearna funkcija (slika 6.14). Kako
se sa pomenute slike vidi, u tom slucaju duzina odsecka nece zavisiti od toga
u kojoj oblasti prostora ¢e se on nalaziti, iz I} = Iy sledi I} = 1,.3¢ Ako bi
transformacije bile nelinearne (slika 6.15), iz {1 = [y bi sledilo da je [} # 1},
odnosno duzina odsecka bi zavisila od toga u kom delu prostora se on nalazi
Sto bi narusilo homogenost prostora.

A

Slika 6.15:

Analogan zakljucak vazi i za vreme.
Prema tome, trazeni zakon transformacije koordinata treba traziti u ob-
liku linearnih funkcija

¥ =Ax+ Bt, t'=Mux+ Nt, (6.27)

gde su A, B, M i N konstante koje treba odrediti.
Ukoliko posmatramo kretanje neke materijalna tacke duz pravca x ose,
gledano iz sistema reference S’, ona ¢e u vremenskim trenucima ¢} i ¢}, imati

35Podsetimo se da ove ¢injenice imaju direktne veze sa zakonima odrzanja u mehanici.

360vu ¢injenicu ne treba mesati sa efektom relativnosti duzine koji se odnosi na merenja
jedne duzine jednog istog tela iz dva sistema reference koji su u medjusobnom kretanju.
U ovom slucaju je re¢ o merenju u sistemima reference u kojima tela miruju, dakle o
odredjivanju sopstvenih duzina koje moraju biti iste u svim sistemima reference.
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prostorne koordinate x| i i, a njen pomeraj ¢e biti

Az’ =l — 2} = A(zy — 1) + B(ta — t1) = AAx + BAL. (6.28)
Interval vremena za koji se on desio (takodje u sistemu S’) je
Na osnovu ovoga je sada (srednja) brzina posmatrane materijalne tacke koja

se kreée duz x ose

, Az’ AAz + BAt
U TAV T MAz+ NAE
Kako je brzina te iste tacke u odnosu na Zemlju (gledano iz sistema S)

(6.30)

Ar
At’

v =

(6.31)

veza brzine iste tacke, posmatrane iz dva sistema reference, je data izrazom

,  Av+B

_ Avt b 32
T Mot N (6:32)

Dobijen je opsti izraz koji mora da vazi za sve brzine v i v’, pod pret-
postavkom da izmedju koordinata u dva sistema postoji veza oblika (6.27).
Medjutim, da bi izraz koji povezuje brzine bio od prakti¢ne vaznosti, treba
u njemu odrediti konstante A, B, M i N. U tu svrhu je zgodno razmotriti
nekoliko posebnih slucajeva kretanja.

Neka materijalna tacka miruje u odnosu na vagon. U tom slucaju je
v = 0 dok je v = u, odnosno gledano sa Zemlje ona se kre¢e u odnosu na
nju brzinom vagona. Imajuéi u vidu tu ¢injenicu, izraz (6.32) postaje

B Au+ B
- Mu+ N’

odakle je
B = —Au. (6.33)

U slucaju kada tacka miruje u odnosu na Zemlju, v = 0, brzina njenog
kretanja u odnosu na sistem S’ je v = —u. Ukoliko to zamenimo u jednac¢inu
(6.32) i iskoristimo (6.33), dobijamo —u = —Au/N, odakle sledi da je

N = A. (6.34)
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Neka se sada umesto materijalne tacke kroz vagon krece svetlosni talas.
Na osnovu postulata konstantnosti brzine svetlosti, dobijamo

vV=v=c, (6.35)
a ako to zamenimo u (6.33), iskoristimo (6.34) i (6.35), dobijamo ¢ = j\‘j;ﬁ?
odakle je
Au

Zamena dobijenih vrednosti za B, M i N u (6.33), dobija se izraz koji se
naziva relativisticki zakon sabiranja brzina (za kretanje duz x ose)

O (6.37)
odakle se lako dobija da vazi
vt u
= 6.38
v 1+% ( )

Iz ovih dveju jednacina se vidi da se one razlikuju samo u predznaku brzine
relativnog kretanja dva posmatrana sistema reference.

6.5.1 Lorencove transformacije

Relacije (6.27), u skladu sa analizama do sada izvrsenim imaju oblik

¥=Ax—ut), t'=A (t - cl;x> (6.39)
odnosno, da bi nam relacije (6.27) postale potpuno pozante moramo da
odredimo jo$ i konstantu A.

Prema principu relativnosti, postoji potpuna ravnopravnost oba posma-
trana sistema reference: mozemo za nepokretan sistem reference uzeti sistem
vezan za vagon, a za pokretan sistem vezan za Zemlju, u tom slucaju ¢e se
ovaj drugi sistem kretati, u odnosu na vagon, brzinom ” — «”. To znaci da
relacije koje opisuju veli¢ine x i t, preko 2’ i ¢’ imaju oblik

r=A("+ut), t=A <t/ + u:z/) . (6.40)

c2
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Kada, relacije (6.40) zamenimo u (6.39), dobija se

2
7 = A? <x' +ut’ — ut’ — u2x’> : (6.41)
c
odakle nakon skra¢ivanja 2’ dobijamo da je
1
A=—— (6.42)

)
/1 _ u?
CQ

odnosno ona je jednaka ranije uvedenoj konstanti v. Na osnovu ovoga, se
dobijaju transformacije poznate pod nazivom Lorencove®” u obliku

u
, T —ut , ; l— sz

=, Y=y =2 =— (6.43)
11— J1-%
odnosno v ot .
L
P 2=z, t= < (6.44)

/
—— Y=Y, ——=.
J1-% 1-2

One povezuju prostorno vremenske koordinate (x,y, z,t) i (', v/, 2/, t') jednog
istog dogadjaja posmatrano iz dva inercijalna sistema reference S i S’ za
slucaj kada se sistem S’ krec¢e duz = ose konstatnom brzinom u.

6.5.2 Relativisticki zakon sabiranja brzina

Neka je, kao i do sada S stacionarni sistem reference a S’ sistem koji se u
odnosu na njega krece brzinom @ = we,. Neka neko telo ima brzinu ¢ u
odnosu na sistem S. Gledano iz sistema S’ njegova brzina ¢e biti ¢, a njena
2’ komponenta je

, dx’

Tdt

Prema jednacini (6.43), diferencijali dz’ i dt’ su

()

:dx—udt i dt,:dt—c%da:

) )
/1 _ u? _u?
c? c?

3TTransformacije ovog oblika je 1890. godine dobio Hendrik A. Lorentz (1853-1928) u
vezi elektromagnetskih pojava. Znacaj AjnStajna je u tome Sto je prvi uvideo njihovu
vaznost i dao im odgovarajucu interpretaciju u okviru specijalne teorije relativnosti.

dxz’




272 GLAVA 6. KINEMATIKA SPECIJALNE TEORIJE RELATIVNOSTI

pa zamena u prethodnu jednacinu daje

dx—udt
2
,da' 1-45 % —u
Vg = dt! _ dt—c%dm T 1 udz’

c2 dt
C

Kako je dz/dt u stvari v, komponenta brzine tela u odnosu na sistem S,
transformacioni izraz za v/, komponentu brzine postaje

Uy — U

"= ) 6.45

C

Na analogan nacin, polazec¢i od toga da je v, = dy'/dt' i v, = dz'/dt se dobija
da za preostale dve kompoente brzine vav ze relacije

Razlicitost izraza za transformaciju brzine po komponentama je izazvana
¢injenicom da se sistem S’ kreée duz x ose u odnosu na sistem S. U slucaju
da se kretanje odvija duz y ili z ose doslo bi do odgovarajuce izmene trans-
formacionih relacija.

U slucéaju da su i v, i u manje brzine od brzine svetlosti ¢, imenioc u
izrazu (6.45) postaje jednak jedinici, pa ovaj izraz postaje v, = v, — u, sto
predstavlja Galilejev zakon za sabiranje brzina. U drugom grani¢nom slucaju
kada je v, = u = ¢, ova jednacina (6.45) daje

Iz ovog rezulata zakljucujemo da ako se neko telo kre¢e brzinom ¢ u odnosu
na posmatraca koji se nalazi u sistemu S, onda obavezno ima istu brzinu i
u odnosu na posmatraca koji se nalazi u sistemu S’, nezavisno od relativne
brzine ova dva sistema.

Formule (6.45) i (6.46) omogucuju da, ako su poznate komponente brzine
Uz, Uy 1 v, tela u odnosu na sistem S, se dobiju njene komponente vy, v, i v}
u odnosu na sistem S’. Obrunto, ukoliko su poznate komponente brzine u
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odnosu na sistem S’ komponente brzine u odnosu na sistem S glase®®

/
B J:Lu , (6.47)
1+ %%
ViA1= i1 —
Uy = yiuv,cz, UV, = Ziuv,c2 (648)
1_|_?21 L - CQI

6.6 Osnovne kinematicke posledice Lorencovih
transformacija

6.6.1 Dilatacija vremena

Neka se u koordinatnom pocetku ISR S’ nalazi ¢asovnik. On ¢e pokazivati
vreme t' a njegove koordinate u tom sistemu reference su 2’ = ¢y’ = 2/ = 0.
Ako zamenimo te vrednosti za prostorno-vremenske koordinate u izraze za
Lorencove transformacije (6.44) dobi¢emo koordinate ¢asovnika gledano iz
laboratorijskog sistema u odnosu na koji se sat, odnosno njegov sopstveni
sistem reference S’ kreée brzinom w: x = ut,y = 0,z = 0 (zato Sto se
gledano iz S sat kre¢e duz x ose). Vremenska koordinata ¢e biti

¢ 2
b= il =1 - 2 (6.49)
J1—% c

Rec je zapravo o relacijama koje predstavljaju vezu izmedju intervala vre-
mena koje pokazuju sat u laboratorijskom i sat u pokretnom sistemu refer-
ence. Kao §to smo i ranije zakljucili, vreme koje pokazuje sat u sistemu S’ u
kome miruje, je manje od vremena koje je izmereno u sistemu S. Vreme t'
koje pokazuje sat u sistemu reference u kome miruje, se naziva sopstveno

vreme.>?

6.6.2 Kontrakcija duzine

Neka je za Stap, koji se u pravcu svoje ose simetrije kre¢e brzinom u u
odnosu na sistem S, vezan sistem S’ (slika 6.16). Duzina Stapa merena u

380ve formule se dobijaju kada se zamene mesta primovanim i neprimovanim kompo-
nentama u relacijama 6.45) i (6.46) uz zamenu brzine u sa —u.

39Konkretna konstrukcija satova je nebitna i ne utice na ovaj efekat, jer je re¢ o tome
da vremenski intervali viSe nisu invarijantni za razli¢ite sisteme reference.
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0 oM 2

Slika 6.16:

njegovom sopstvenom sistemu reference S’, se naziva sopstvena duzina i
obi¢no oznacava sa ly. Ukoliko se jedan kraj Stapa nalazi u koordinatnom
pocetku (27 = 0), a njegov drugi kraj se nalazi na mestu sa koordinatom
xh, = ly. 1z Lorencovih transformacija se, za krajeve stapa, gledano iz sistema
S, dobija: xy = ut i xe = l,1/1 — u?/c? + ut. Razlika ovih dveju koordinata
predstavlja duzinu stapa u sistemu S

2
1 =loy/1 - % (6.50)

Pokretni Stap je prema ovoj relaciji kra¢i od stapa koji se nalazi u stanju
mirovanja. Kao sto ¢e biti pokazano, ovaj zakljucak je u skladu sa ¢injenicom
da, u relativistickoj mehanici (odnosno za tela koja se krecu velikim brzi-
nama) invarijanta veli¢ina nije prostorno rastojanje ve¢ interval u prostor-
vremenu.

6.7 Interval

Vratimo se za trenutak u nereletavisticku mehaniku i podsetimo se kako
se odredjuje kvadrat rastojanja Al dve tacke sa koordinatama (z1,yi, 21)
i (z2,Y2,22). Obzirom da je prostor klasicne mehanike ravan, primenom
pitagorine teoreme se dobija

Al? = Ax? + Ay? + AZ? (6.51)
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gde je Aw = x9 — 21, Ay = 1o —y1 1 Az = 2 — 2,20 Koordinate ove

dve tacke u principu mogu da budu koordinate dva dogadjaja, jednog koji
se desio u t; i drugog koji se desio u ty, pri cemu je vremenski interval
izmedju njih At = ¢, —t;. Uvek kada pominjemo koordinate nekog dogadjaja
moramo da naglasimo u odnosu na koji sistem ih merimo. Neka to bude
neki sistem S koji ¢éemo smatrati laboratorijskim odnosno ”"nepokretnim”.
Gledano iz nekog drugog inercijalnog sistema reference S’, koji se u odnosu na
laboratorijski kreé¢e uniformno brzinom u, prostorne i vremenske koordinate
ova dva dogadjaja ¢e biti (4, y1, 21, t1) 1 (2, yh, 25, t5), a kvadrat prostornog
rastojanja

Al? = Az + Ay + A" (6.52)

dok je vremenski interval At = t, — ¢]. Kao sto je diskutovano kada je
bilo reci o inercijalnim sistemima u nerelativistickoj mehanici, veza ova dva
inercijalna sistema se ostvaruje Galilejevim transformacijama (2.9) koje ih
ostavljaju invarijantnim. Relativno lako se proverava da zaista vazi da je
Al' = Al, za dva sistema reference koja su povezana Galilejevim transforma-
cijama, dok je za vremenski interval stvar trivijalna obzirom da je vreme u
mehanici malih brzina apsolutno, pa vazi At = At. Kraée re¢eno vremenski
intervali i prostorna rastojanja u nerelativistickoj mehanici ne zavise od toga
iz kog inercijalnog sistema reference se mere.

Kada je rec o telima koja se kre¢u velikim brzinama, videli smo da ni pros-
torna rastojanja (duzine) a ni vremenski intervali nisu invarijantni (usled rel-
ativistickih efekata kontrakcije duv zine i dilatacije vremena) i da je veza dva
inercijalna sisitema reference data Lorencovim transformacijama. Postavlja
se logi¢no pitanje da li mozda i u ovom slucaju postoji neka veli¢ina koja je
invarijantna, odnosno koja nece zavisiti od toga iz kog inercijalnog sistema
reference se odredjuje.

Obzirom da je do sada postalo jasno da je vremenska koordinata ravno-
pravna i neodvojiva od prostornih, kao i to da su koordinate dva dogadjaja
(x1,y1, 21, ct1) 1 (w2, Yo, 22, cla) (od sada pa na dalje ¢e umesto vremena biti
korisé¢en proizvod njega i brzine svetlosti u vakuumu obzirom da ima dimen-
zije duzine), logi¢no je pokusati zadavanje trazenog izraza u obliku

As? = AI? + AA? = Ax? + Ay? + A2 + AP,

ali kao sto je relativno lako proveriti, ovaj izraz nije invarijantan u odnosu
na Lorencove transformacije, odnosno nema istu vrednost za sve inercijalne

408amo rastajanje je odgovarajuéi kvadratni koren Al = \/Az2 + Ay? + Az2.
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posmatrace. Pokazuje se, medjutim da izraz
As® = A2 — A = A — Ax® — Ay? — A2 (6.53)

ostaje invarijantan pri prelazu iz jednog inercijalnog sistema u drugi. Ovaj
izraz predstavlja kvadrat invarijantnog intervala.*!

Napomenio na kraju jos jednu veoma vaznu stvar a to je da dok je izraz
(6.51) uvek pozitivan, izraz za kvadrat intervala u specijalnoj teoriji rela-
tivnosti (6.53), obzirom na oblik, moze da bude pozitivan, negativna i nula!

6.7.1 Tipovi intervala

Kalo interval (6.53) moze da ima tri oblasti vrednosti, potrebno je posebno
ih proanalizirati

Slucaj 1: As? >0

Ovo je takozvani vremenski tip intervala, obzirom da u njegovom izrazu
dominira prvi sabirak koji je u vezi sa vremenskim intervalom izmedju dva
dogadjaja. Kako je interval invarijantan, ako je interval vremenskog tipa u
jednom inercijalnom sistemu reference onda ¢e on biti takav i u svim ostalim.
Naravno, merenja iz ostalih inercijalnih sistema daju razli¢ite vrednosti za
At i Al’ ali je njihov medjusobni odnos uvek takav da je c?At? > Al?. U
takve sisteme spada i sistem u kome se dogadjaji desavaju na istom mestu u
prostoru, odnosno za koji je Al'’ = 0. Tada je

As? = C2At’2,

a vreme t’ izmereno u njemu se naziva sopstveno vreme. Ono je sa vremenom
iz sistema S, obzirom na invarijantnost As, povezano na slede¢i nacin

CA? = AAY — AP (6.54)

Sluéaj 2: As? <0

Ovakvi intervali, obzirom na dominaciju prostornog dela , Ax? 4+ Ay? + Az,
u njima u odnosu na vremenski deo ¢?At?, se nazivaju prostornim Kao i u

4“INagalasimo da izbor invarijantnog intervala nije potpuno jednoznacan jer ako je on
invarijantan u odnosu na Lorencove transformacije, invarijantan je i izraz —c?At? 4+ Az? 4
Ay? + A2
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prethodnom slucaju, obzirom da je re¢ o invarijantnoj veli¢ini, ona je ista u
svim inercijalnim sistemima reference. Kako i At i Al mogu da imaju bilo
koje vrednosti uz jedini uslov da je As? < 0, postoji sistem reference u kome
su dogdjaji istovremeni, to jesto za koji vazi At’ = 0. U tom slucaju vazi,
obzirom na invarijantnost As?

As? = —A?

a rastojanje ova dva dogadjaja u tom sistemu S’ u kome su istovremeni,
naziva se sopstveno rastojanje.

Sluéaj 3: As? =00

Ovakvi intervali se nazivaju homogeni ili svetlosni. Za njih je cAt = Al
i to vazi u svim inercijalnim sistemima reference. Odnosno, ukoliko su dva
dogadjaj razdvojena svetlosnim tipom intervala, ne postoji inercijalni sistem
reference u kojem se oni desavaju na istom mestu ili istovremeno.

6.7.2 Primeri primene invarijantnog intervala
Dilatacija vremena

Neka se sistem S’ kreée brzinom @ = wé, u odnosu na S. Posmatrajmo
dva dogadjaja koja se desavaju na istom mestu u S’, npr. u koordinatnom
pocetku, razdvojena vremenskim intervalom At’. Koordinate dogadjaja u
ova dva sistema reference su (izostavi¢emo y i z koordinate jer su one iste za
oba dogadjaja obzirom da se kretanje odvija duz x ose):

usS (o) = (0,At)

uS: (x,t) = (uAt, At).

Zbog Invarijantnost intervala sledi relacija
AAL? — 0= A — WA

odakle se dobija
At

u2
c2

At =
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6.8 Prostor Minkovskog

Prostor nerelativisticke fizike (fizicki prostor u kome se odigrava kretanje tela)
je primer euklidskog prostora. Taj prostor je ravan??. U jednom takvom
prostoru, kvadrat rastojanja dve beskona¢no bliske tacke je zadat izrazom
analognom izrazu (6.51)

di? = da* + dy* + d2*. (6.55)

Iz ove relacije se mogu izvuéi sve neophodne informacije o prostoru u kome
se odvija kretanje. Kako su najvaznije vezane za merenje distanci u njemu
ona se naziva metrikom*® datog prostora. Uocimo takodje da je metrika
prostora jednaka skalarnom proizvodu diferencijala vektora polozajat* 7 =
x€y; +ye, + z€, sa samim sobom. Iz oblika metrike se takodje moze zakljuciti
da li ona odgovara prostoru koji je ravan ili zakrivljen. Naime, ukoliko je
metrika oblika (6.55), odnosno uz diferencijale dz, dy i dz stoje konstante
to zna v ci da je posmatrani prostor ravan. U slu¢aju da se u metrici uz
pomenute diferencijale nalaze funkcije promenljivih x, y, z, prostor je zakrivl-
jen. Situacija da je dI? jednako zbiru da?, dy* i dz* odgovara injenici da je
prostor euklidski.

Postupajudi na isti nacin i u slucaju prostor-vremena specijalne teorije
relativnosti, polazeéi od izraza (6.53), za njegovu metriku se dobija

ds* = 2dt* — da® — dy* — d2°. (6.56)

Kako uz diferencijale nezavisno promenljivih stoje konstante, prostor speci-
jalne teorije relativnosti je ravan. Obzirom da u metrici imamo i negativne
kvadrate diferencijala promenljivih metrika nije euklidska ve¢ se naziva pseu-
doeuklidskom.

Prostor sa ovakvim osobinama je u matematici bio poznat i pre for-
mulisanja specijalne teorije relativnosti pod nazivom prostor Minkovskog.*®

42Kriterijum za odredjivanje toga da li je prostor ravan ili zakrivljen je provera da li za
svaki trougao vazi a+ [+~ = 180° (a, 8 i su uglovi trougla), odnosno za svaku kruznicu
O/r = 2x, gde je O obim a r polupre¢nik kruznice.

43Precizniji naziv je metricka forma prostora.

440vaj vektor prikazuje infinitezmalno pomeranje posmatrane materijalne tacke.

45Naziv je dobio po imenu matemati¢ara Hermana Minkovskog (18..-19..).
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6.8.1 Grafici u prostor-vremenu

Kao sto smo videli prostor-vreme specijalne teorije relativnosti je ustvari
prostor Minkovskog. Kao i u drugim prostorima (euklidskom na primer) i u
njemu je od velike vaznosti prikazivanje funkcionalnih zavisnosti graficima.
Pre svega je od interesa prikazati zavisnost pozicije tela prikazane koordi-
natama x,y, 2 od vremena. Kako je re¢ o cetvorodimenzionalnom prostoru
taj zadatak je na prvi pogled nemogué jer sve cetiri koordinatne ose bi trebalo
da budu medjusobno pod pravim uglom. Medjutim ako za pocetak posma-
tramo samo kretanje koje se odvija duz x ose onda ¥ i z osu i ne moramo da
prikazujemo, tako da ¢e nam za predstavljanje dogadjaja biti dovoljen dve
ose.

svetska linija
blizanca-putnika

ct

svetska linija
blizanca koji

staje na Zemlji svetska linija

svetlosti

»
>

X

Slika 6.17: Paradoks blizanaca prikazan na grafiku u prostor-vremenu.
Blizanac koji ostaje ima svetsku liniju duz vremenske ose. Putanja blizanca
koji je putovao je svetska linija koja menja smer.

Za konstrukciju prostorno-vremenskih grafika je ordinatna osa obi¢no vre-
menska (u stvari ct) osa, dok je apsicsna osa prostorna koordinata z. Svaka
linija koja se nacrta na takvom grafiku se naziva svetska linija.

Paradoks blizanaca je prikazan na takvom grafikonu na slici 6.17. U
pocetnom trenutku vremena svetske linije oba brata se poklapaju jer se nalaze
na istom mestu u prostor-vremenu. Kada jedan od njih ode na put, njegova
svetska linija se udaljava od linije brata blizanca koja se, obzirom da on
ostaje na istom mestu (ne menja mu se z koordinata), poklapa sa ¢t osom.
U momentu kada se oni opet sastanu, obzirom da se tada opet nalaze na
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istom mestu, svetske linije ¢e im se presec¢i. Da bi se to desilo, svetska linija
blizanca koji putuje mora da bude izlomljena, odnosno kada krene nazad ka
Zemlji, ona menja nagib prema z osi.

svetlosni konus

0] apsolutno
1djaji udaljeni dogadjaji
=

apsolutna

Slika 6.18:

Svetska linija svetlosnog pulsa je dijagonala u prostor-vremenu, odnosno
linija sa nagibom od 45° stepeni koja ide kroz prvi ili drugi kvadrant u za-
visnosti od toga da li svetlost ide u pozitivnom ili negativnom smeru x ose
(prave Cije su jednacine x = +ct). Sve svetske linije moguéih dogadjaja sa
blizancima, obzirom da njihova brzina mora da bude manja od brzine svet-
losti, se nalaze izmedju ove dve svetske linije svetlosti. Ako ih zarotiramo
oko ¢t ose dobijamo takozvani ”svetlosni konus” (slika 6.18).

U vezi sa tom ¢injenicom, sve tacke koje se nalaze u svetlosnom konusu u
pozitivnom delu vremenske ose pripadaju takozvanoj apsolutnoj buduénosti,
a one koje su u njenom negativnom dleu apsolutnoj proslosti. Tacke koje
su van svetlosnog konusa su apsolutno udaljene jer u toj oblasti nije moguce
kretanje, obzirom da bi se odvijalo brzinom ve¢om od brzine svetlosti u
vakuumu.
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6.8.2 Vektori u prostoru Minkovskog

Kao sto je ve¢ naglaseno, izraz (6.55) moze da se predstavi kao skalarni
proizvod vektora di samim sobom, odnosno

ds® = dr- di = (dx€, + dye, + dz¢é.,) - (dxé, + dye, + dzé,) = da* + dy® + d2*

(6.57)
Sto je izraz koji sledi na osnovu osobine da je skalarni proizvod dva vektora
A'i B definisanih preko dekartovih koordinata A = Ae, + Ayey, + ALe, =
(Ag, Ay, A,) i B = B,é, + Byé, + B.é. = (B,,B,,B.) jednak A - B =
A, B, +A,B,+ A.B,. Obratimo paznju da je skalarni proizvod jednak zbiru
proizvoda odgovarajuc¢ih komponenti vektora u datom euklidskom prostoru,
odnosno da se predznaci faktora A,B,, A,B, i A,B, poklapaju sa predz-
nacima sabiraka dz?, dy? i dz® u metrici (6.55).

Na osnovu ovoga se namece zakljucak da bi skalarani proizvod dva 4-
vektora sa koordinatama A = (A, A,, Ay, A,) i B = (B, B;, By, B.) (gde su
indeksom 0 oznacene vremenske komponente vektora), u prostoru Minkovskog
trebalo definisati na slican nacin, odnosno postuju¢i predznake koji se po-
javljuju u metrici (6.56)

AB = AyBy — A,B, — A,B, — A.B.. (6.58)

Na osnovu ovog izraza, ukoliko definiSemo 4-vektor polozaja kao R = (ct, z, vy, 2),
kvadrat njegovog intenziteta bi bio

RP=c2 —g? 42— 2?

i o¢igledno je invarijantna u odnosu na Lorencove transformacije. Kvdratat
intenziteta diferencijala vektora polozaj ¢e prema tome biti

dR* = Pdt? — da® — dy* — dz2?

odnosno, kao §to se i oc¢ekuje, svodi se na metriku (6.56)

6.8.3 4-vektori polozaja i brzine

V:dR:( c dx dz dy )
dr \\Ji—na/i-25 a/i-5 a/i-2
2

V2 =2




282 GLAVA 6. KINEMATIKA SPECIJALNE TEORIJE RELATIVNOSTI

6.9 Primerii zadaci

1. Foton se kreée u sistemu S’ (koji se kreé u odnosu na sistem S kon-
stantnom brzinom u duz z ose) brzinom v, = c¢. Kolika je njegova
brzina merena iz sistema S.

¢ Na osnovu formule *.*

ct+u
1+ uc/c?

Ve =

2. Foton se, gledano iz sistema reference S krec¢e duz y ose brzinom c. Ko-
lika su komponente a koliki intenzitet njegove brzine merene u sistemu
S’?
¢ U sistemu S, komponenete brzine fotona su v, =0, v, =civ, =0,
dok se intenzitet brzine moze dobiti iz

v2:v§—|—v§+v§:0+02+O:c2

i iznosi v = ¢. Komponente brzine fotona merene iz sistema S’ su

/ 2/ .2
;o Ve — U L _ 1—U/C 2 7.2
Y = 1 —uv,/c? uo, ~ YT w2 /02 = eyl -/,

Kvadrat intenziteta brzine fotona, u sistemu S’ je, prema tome

VP =0l 0l ol = (—u) + 40 =1+ (/1 — w2/ + 0=,
Sto znaci da je njen intenzitet takodje jednak c.

3. Svemirski brod « se krece brzinom 0,9¢ u odnosu na Zemlju. Svemirski
brod [ prolazi relativnhom brzinom 0, 5¢ kraj njega. Kolika je brzina
svemirskog broda § u odnosu na Zemlju?

o Ukoliko sistem S vezemo za Zemlju a S” za svemirski brod a (x ose
ova dva sistema su orijentisane duz pravca kretanja brodova), onda ¢e
njegova brzina u osnosu na Zemlju biti v = 0,9¢c. Sa druge strane,
brzina broda (3 je data u odnosu na brod a pa se moze zapisati kao
vl = 0,5c. Brzina broda ( u odnosu na Zemlju je, prema tome,

v+ u 0,5¢+ 0,9c¢

R _ ’ — 0,9655¢.
T T/ T 1+0,5¢-0,9¢/c ‘
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4. Dve cestice se kre¢u u susret jedna drugoj brzinom =40, 9c¢ mereno iz
nekog sistema reference. Kolika je brzina jedne Cestice u odnosu na
drugu?

o Navedeni podaci o brzinam su dati u odnosu na neki inercijalni sis-
tem reference S’ ¢iju ' osu mozemo da postavimo u pravcu kretanja
Cestica tako da ¢e njihove brizne biti vj, = 0,9¢ i v, = —0,9¢. Kako
je potrebno odrediti brzinu jedne ¢estice u odnosu na drugu, potrebno
je da definiSemo novi referentni sistem koji ¢e biti vezan za jednu od
njih i kretati se zajedno sa njom. Ukoliko taj novi sistem S vezemo
za Cesticu koja se, u odnosu na S’ kreée briznom —0,9¢, to znaci da
¢e istovremeno njegova brzina u odnosu na sistem S biti upravo tolika
(—0,9¢). Gledano pak iz njega, brzina sistema S’ ¢e biti ista po inten-
zitetu ali sa suprotnim znakom, odnosno v = 0, 9¢, gde je sa u, kao i do
sada, oznacena brzina kretanja sistema S’ u odnosu na S. Na osnovu
ovoga je trazena brzina

v, 0,9¢+0,9¢c  1,8¢

T 14w,/ 1409c-09¢/ 1,81

Vg =0,99%c.

5. Dva tela se kreéu brzinama vy = 3/4c¢ i vy = 8/9¢c. Odrediti brzinu
drugog tela u odnosu na prvo ako se tela kre¢u u istom smeru. Kolika
je njegova brzina ukoliko se tela kre¢u u suprotnim smerovima.

© Sistem reference S’ éemo vezati za prvo telo pa ¢e njegova brzina biti
u = vy, dok ¢e trazena brzina drugog tela u odnosu na prvo, v, biti

, Vg — U d

T 1- uvy/c? 12

Ukoliko pretpostavimo da se prvo telo krec¢e u pozitivnhom smeru z ose,
a drugo u suprotnom, trazena brzina je

()

, —Vg — U 59
= ——¢c.

YT u(—vq)/c? 60

6. Putnik je krenuo sa Zemlje kosmickim brodom brzinom 0, 8c. On salje
poruku na Zemlju u obliku dva svetlosna impulsa koji slede jedan za
drugim u intervalu 10s, po ¢asovniku sa broda. Koliki je vremenski
interval izmedju dolazaka impulsa na Zemlju meren po ¢asovniku na
Zemlji?

<
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7.

8.

10.

Relativisticka ¢estica kreée se brzinom v’ u odnosu

Duzina svemirskog broda, merana u sopstvenom sistemu reference iznosi
120 m, dok mu je pre¢nik 20 m. Kolika mu je duzina i pre¢nik, mereno
sa stanovista posmatraca u odnosu na koga se brod krece brzinom
0,99¢? Koliku ¢e duzinu istog broda izmeriti drugi posmatra¢ u odnosu
na koga se brod krece brzinom 0.100c.

o Prema jednacini (6.21), duzina koju ¢e izmeriti posmatrac je

? 0,99¢)?
L= loyf1— 2 = 120my /1 — CDV g,
C C

Precnik svemirskog broda ostaje isti obzirom da se kretanje odvija pod
pravim uglom u odnosu na njega.

Primenom iste formule se sa duzinu broda u odnosu na drugog posma-
traca dobija 119,4 m.

Automobil je dugacak 4,3 m kada je parkiran. Koliko ¢e biti dugacak
za autostopera pored koga prolazi brzinom od 30 m/s?

¢ Autostoper registruje da se duzina kola kontrahuje na duzinu

/ V2 1 v?
L=l c o ( 2 c2>

de je, obzirom na malu vrednost odnosa v?/c?, izvr§en razvoj binoma
) )
2 .y . . 1 .
\/1 — % uz ogranicenje na prva dva sabirka . Automobil je za autost-

opera kradi za razliku [y — [,

lo v* 4,3m(3-10'm/s)’
22c2 2 (3-108m/s)?

Iy — 1 ~ =2,2-10""m.

koja ima vrednost mnogo manju od veli¢ine atoma.

Elementare ¢estice koje se nazivaju mioni (nose istu koli¢inu naelekrisanje
kao elektron, ali su oko 200 puta masivnije) nastaju u visim slojevima
atmoefere kada kosmicko zracenje pogodi molekule vazduha. Mioni
imaju srednje vreme zZivota, u sopstvenom sistemu reference, 7/ = 2, 2us
(nakon toga se raspadaju na elektron i odgovarajuée neutrine).
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11.

12.

13.

Pretpostavimo da je mion nastao na visini od 50 km iznad povrsine
Zemlje i da se krece ka njoj brzinom 0,9998 ¢, da se (gledano iz njegovog
sistema reference) raspada tacno nakon 2,2 s kao i da se ne sudara ni
sa ¢im na svom putu ka Zemlji. Da li ¢e uspeti da stinge do Zemlje a
da se ne raspadne?

<

Dva voza, A i B, svaki sopstvene duzine [, kre¢u se u istom pravcu i
smeru. Brzina voza A je 4¢/5, a voza B 3c¢/5. Voz A polazi nakon
polaska voza B. Koliko dugo ¢e, gledano iz sistema reference vezanog
za Zemlju, trebati vozu A da pretekne voz B?

¢ U odnosu na sistem reference C', vezan za Zemlju, v faktori, pridruzeni
AiBsub/3i5/4, respektivno. Usled toga, njihove duzine, u sistemu
reference vezano za Zemlju su 31/5 i 41/5. Kako je voz A brzi od voza
B, doé¢i ¢e do sustizanja i preticanja, pri ¢cemu voz A, kao dodatan
put treba da predje put jednak zbiru duzina vozova, odnosno 71/5.
Relativna brzina ova dva voza, gledano sa Zemlje, je jednaka razlici
njihovih brzina, odnosno ¢/5, tako da je ukupno vreme

/5 Tl
to=——- ="
c/5 ¢
Voz, sopstvene duzine L, se krece brzinom 5¢/13 u odnosu na prugu.
Lopta je bacena sa zadnje strane voza ka prednjoj brzinom od ¢/3 u
odnosu na voz. Koliki put ¢e prec¢i pri tome i koliko joj je vremena
potrebno za njega, mereno iz sistema reference vezanog za Zemlju?

<

Svemirski brod se priblizava Zemlji brzinom v = 4¢/5. Radarski sig-
nal emitovan sa broda, pogadja Zemlju i vrac¢a se nazad na brod posle
12 dana. Koliko ¢e jo§ vremena proteci, mereno u svemirskom brodu,
izmedju prijema radarskog signala i dolaska na Zemlju, pretpostavl-
jajuéi da ¢e se brod i dalje kretati istom brzinom? Radarski signal,
koji je emitovao radar sa broda, registrovan je i na Zemlji. Koliki ¢e
vremenski interval proteci izmedju registrovanja tog signala i dolaska
svemirskog broda na nju?

o Zadatak je zgodno reSavati u spostvenom sistemu reference broda.
Odgovarajuéi prostorno-vremenski grafik je prikazan na slici 6.19
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A t
T
radarski signal

12
12 N X

L
brod Zemlja

Slika 6.19:

Ako sa t oznacimo vreme koje je potrebno radarskom signalu da dodje
do Zemlje, odbije se i vrati nazad na brod a sa L rastojanje Zemlje od
broda u momentu kada je radarski signal dosao na nju, vazi

2L = ct,

jer se signal krec¢e brzinom svetlosti. Kako se Zemlja krec¢e brzinom
v = 4¢/5, u sistemu reference vezanom za svemirski brod, ona je morala
da predje rastojanje izmedju nje i broda (L) za preostalo vreme do
njihovog susreta 7'+ t/2, gde je sa T oznaceno vreme izmedju dolaska
radarskog signala na brod i njegovog prispec¢a na Zemlju,

t
T+ =1L
"( +2>

Iz ove dve jednacine se za trazeno vreme T' (mereno u brodu) dobija
t

T:t(c—1>: ,
2 \v 8

odakle ono iznosi 1,5 dan. U sopstvenom sistemu reference broda je
vreme od momenta pristizanja signala na Zemlju do dolaska broda
na Zemlju A7 = T +t/2 = 5t/8 a u "pokretnom” sistemu reference
vezanom za Zemlju, usled dilatacije vremena

2 ¢ 2 5t3 3
A’:AM—”:(T ),/1—:::&
TeEaT 2 *3 285 1§
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i iznosi 4,5 dana.

14. Astronaut kreé¢e na putovanje svemirskim brodom ubrzavajuci ga kon-
stantnim ubrzanjem « koje, da bi putovanje bilo prijatnije, iznosi 9, 8
m/s?. Udaljenost svemirskog broda sa vremenom, merena sa Zemlje,

je data izrazom
[ 4 2
c c
T=\At+ — — —.
Q@ !

U intervalima od po 24 sata, sa Zemlje se u pravcu leta broda salju
radio signali. Koliko njih ¢e biti registrovano na brodu?

¢ Obzirom na karakter kretanja broda, kada t — oo, njegova svetska
linija se asimptotski priblizava svetskoj liniji svetlosti (linija broj 2 na
prostorno-vremenskom dijagramu 6.20)

c
r=ct— —.
a
3.
A Pad
/ P
- - 2
T oo
X
0
Slika 6.20:

Ta svetska linija preseca Zemljinu svetsku liniju (koja je u njenom sis-
temu reference odredjena sa x = 0) u vremenskom trenutku 7' = ¢/«
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15.

16.

merenom od momenta polaska broda na put. Ma koji radio signal
emitovan pre ovog vremenskog trenutka (za koji vazi t < T), bice reg-
istrovan na brodu (jer ¢e uspeti da ga sustigne - primer je signal pred-
stavljen linijom 1 na dijagramu koja sece svetsku liniju broda). Svi
radio signali, emitovani nakon vremena 7" = ¢, nikada nece susti¢i brod
jer se njihove svetske linije ne seku (linija 3 na primer). Iz tog razloga
¢e broj signala koje je astronaut registrovao biti

T c

N:—:ij
to Ozto

gde je tg = 24 h interval izmedju dva signala. Zamena broj¢anih vred-
nosti daje
B 3-10%m/s
©9,8m/s2-24 - 3600s

= 354.

Inercijalan sistem reference S’ se kreée u odnosu na inercijalan sistem
reference S brzinom i, = w;€,. Inercijalan sistem reference S” se krece
u odnosu na inercijalan sistem reference S’ brzinom s = us€,. Izvesti
Lorencove transfomracije koje povezuju dogadjaje u sistemima S” i S.

o Kako se svi sistemi kre¢u duz iste ose do rezultata se moze doci
primenom relativistickog izraza sa slaganje brzina na osnovu koga je
brzina kretanja sistema S” u odnosu na S, koja bi se pojavljivala u
izrazima koji povezuju koordinate u jednom sa onima u drugom sistemu
reference,
Uy + U
U= T o

c2

Do odgovarajuc¢ih Lorencovih transformacija se moze doci i na postupan
nacin koji se sastoji u ispisivanju transformacija koje povezuju S sa S’
i S’ sa S” i eliminacijom koordinata sistema S’. Zadatak c¢e

Svetlost se prostire kroz te¢nost indeksa prelamanja n koja u odnosu na
nekog posmatraca struji brzinom u = 2,5 - 10~%¢c. U nerelativistickom
prilazu bi brzine svestlosti merene od strane posmatraca kada se ona
kreé "nizvodno” odnosno uzvodno bile

c
Vi=v+u=-+u, Vi=v—-u=—-—u
n

C
n
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Fizoovi eksperimenti, izvrSenim uglavnom 1851. godine su medjutim
pokazali da ove brzine odstupaju od nerelativistickih izraza i da iznose
+_ ¢ -_¢
v = — + au, v = — — Qu,
n n
gde je a koeficijent koji je u to vreme nazvan koeficijentom povlacenja
etra sa vrednoséu izmedju 0 i 1. Primenom relativistickih izraza za
transformisanje brzina odrediti izraz koji opisuje veli¢inu .

¢ Kako je indeks prelamanja sredine n, brzina prostiranja svetlosti kroz
nju je v, = <, pa je "nizvodna” brzina svetlosti

I < +tu
vho= "2 = 1 .
1+4< 142

C

<
n

Kako je u << ¢ ovaj izraz se moze razviti na slede¢i nacin

U+ZC<1+W> (1+U>‘1:C(1+1m) (1_u+...>
n C nc n C nc

1
v+zc+u<1—>,

dok je "uzvodna” brzina

c 1
- _¢_ 1_
v n u( n2>7

odakle je jasno da je trazena veli¢ina

1

Formula jedan i motocikl se kre¢u pod pravim uglom, jedan u odnosu
na drugoga, kao sto je prikazano na slici 6.21 (brzine su date u odnosu
na nepokretnog posmatraca na raskrsnici). Kolika je trazena brzina u
nerelativistickoj fizici?



290 GLAVA 6. KINEMATIKA SPECIJALNE TEORIJE RELATIVNOSTI

) 0,75 ¢

Slika 6.21: .

Kojom brzinom se moticikl udaljava od formule jedan, gledano preko
desnog ramena vozaca formule?

¢ U odnosu na nepokretan sistem reference S (vezan za put), relevantne
brzine su
Formula jedan:v, = 0,75¢, v, =0
Motocikl:v, =0, v, = —0,90c.
Da bi odredili kojom brzinom se motocikl udaljava od formule, pret-

postavi¢emo da se sistem reference S’ kreée sa formulom jedan, i odrediéemo
komponente ), i u; brzine motocikla u odnosu na njega. Dobija se

Vp — U 0—0,75¢

/_ - - —
Ux_l_%_l_w— 07756
,up/l—u2/ —0,90c,/1— (0,75¢)2/c -
T T T | 0070 = —0,60c

C C2

Na taj na¢in ¢e brzina motickla, gledano iz sistema reference formule
jedan, biti

v = o2+ 02 = /(~0,75¢) + (—0,60¢c)? = 0,96c.
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Ukoliko se za odredjivanje ove brzine iskoristi Galilejev zakon slaganja
brzina, dobija se v' = 1, 2¢.

18. Dva svemirska broda se kre¢u jedan prema drugom. Posmatrac sa
Zemlje je izmerio da su im brzine 0,750c i —0,850. Odrediti brzinu
broda koji se priblizava Zemlji u sistemu reference broda koji se udal-
java od nje.

19. Odrediti rezultat sabiranja n kolinearnih brzina vy, vy, ..., v,. Koliki je
rezultat ako su one jednake?

20. Cilindar rotira oko svoje ose ugaonom brzinom w’. Pokazati da je, za
posmatraca koji se kre¢e duz ose cilindra brzinom wu, cilindar uvrnut i
odrediti veli¢inu tog uvrtanja po jedinici duzine.

21. Aberacija svetlosti. Precizna astronomska merenja su pokazala da
svaka zvezda na nebeskom svodu u toku godine opisSe jednu malu elipsu.
Uzrok ovoj pojavi lezi u konacnoj brzini prostiranja svetlosti i u rela-
tivnom kretanju Zemlje u odnosu na zvezde i time izazvanom menjanju
pravca prostiranja svestlosnih signala u toku godine za posmatraca za
Zemlje.*S Ovu pojavu je prvi zapazio 1725. godine britanski astronom
Bradley i zakljuc¢io da ona ne zavisi od polozaja Zemlje, ve¢ od smera
njene brzine na putanji oko Sunca.

Neka je S sopstveni sistem zvezde, i neka je S’ trenutni sistem reference
Zemlje koji se, u datom trenutku kreée brzinom @ u odnosu na S.47

22. Stap sopstvene duzine Iy, nalazi se u stanju mirovanja u odnosu na
sistem reference S u xy ravni pod uglom 6 = arctan(3/4) u odnosu
na x osu. Sistem reference S’ se kre¢e brzinom ¥ = vé, u odnosu na
sistem S i posmatrano iz njega Stap je nagnut pod uglom 45° u odnosu
na x’ osu. Koliki je intenzitet brzine sistema S’ i kolika je duzina Stapa
I" merena iz istog sistema reference?

4634 pojavom aberacije se svi sreéemo u vezi sa padanjem kignih kapi. Naime, ako kisne
kapi padaju vertikalno brzinom w, za posmatraca koji se kreée horizontalno brzinom i,
one dolaze pod uglom arctan(u/w) u odnosu na vertikalu. To je ugao pod kojim naginjemo
kiSobran da bi se zastitili od kisnih kapi.

47Jasno je da je sistem reference Zemlje neinercijalna, ali, u dovoljno kratkom vremen-
skom intervalu se on moze smatrati inercijalnim sistemom koji se krec¢e brzinom
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23. Koordinatni poceci dva inercijalna sistema reference S i S’ su se, u
momentu vremena t = t' = 0 poklapali. Koordinanti pocetak sistema
S’ se kreée brzinom u = 1, 8-10%m /s duz pozitivnog smera z ose sistema
S. Koordinate nekog dogadjaja u S' su 2’ = 1m, 3y = 3m, 2/ =2m i
t' = 8s. Odrediti koordinate istog dogadjaja u S.

24. Vasionski putnik odlazi da istrazi zvezdu koja se nalazi 96 svetlosnih
godina daleko od Zemlje. On za kratko vreme ubrza brod do v =
0,96¢, i putuje po pravoj liniji. Nakon 100 godina (mereno u sistemu
reference vezanom za Zemlju), on naglo uspori brod do v = 0 i narednih
20 godina se bavi istrazivanjima zvezdanog sistema u koji je dosao.
Nakon zavrsetka istrazivanja ponovo naglo ubrzava brod (u smeru ka
Zemlji) do brzine v = 0,96¢, putuje narednih 100 godina i uspori brod
kada bude blizu Zemlje. Nacrtati prostorno-vremenski dijagram svetske
linije astronauta, gledano sa Zemlje. Vreme prikazati u godinama a
rastojanja u svetlosnim godinama.



6.9.

25.

26.

27.

PRIMERI I ZADACI 293

Neka se svemirski brod krec¢e pravo ka Zemlji polovinom brzine svetlosti
i pri tom emituje laserski snop, u smeru svog kretanja, koji se u odnosu
na njega kre¢e brzinom c. Izracunati brzinu laserskog snopa u odnosu
na Zemlju.

¢ Uz standardnu orijentaciju osa, ukoliko je sistem S vezan za Zemlju a
S’ za svemirski brod, brzine navedene u zadatku su u = —%c, vl = —c,
tako da je brzina laserskog snopa u odnsu na Zemlju

vl 4 u —c— 3¢ 3
Uy = V! = 1o (—¢ - - 1 = —C.

c2

Vredno je napomenuti da bi nerelativisticka vrednost za trazenu brzinu
svetlosnog signala bila

v —v'—l—u——c—}c——%c
o 2 27

Brod koji se priblizava Zemlji brzinom %c izbacuje predmet brzinom
%c. Kolikom brzinom se taj predmet kre¢e u odnosu na Zemlju ukoliko
je izbacen u smeru nje a kolika mu je brzina ako je izbacen u smeru
suprotnom od nje?

© Ukoliko je telo izbaceno u smeru Zemlje, brzine relevantne za resavanje

zadatka su u = —%c ivl = —%c. U tom slucaju je brzina tela u odnosu
na Zemlju
10
Uy = —ﬁc = —0,909c

. Ukoliko je smer izbacivanja tela suprotan, vazi da je v/, = %c pa je
trazena brzina

Vp = gc =0, 4c.

Posmatrano iz laboratorijskog sistema reference, telo koje se krece brzi-
nom v; naleé¢e pod pravim uglom na zid koji se krec¢e ka njemu brzinom
V. Odrediti brzinu tela v, nakon odbijanja od zida. Sudar je apsolutno
elastican a masa zida mnogo ve¢a od mase tela. Proanalizirati grani¢ne
slucajeve. Odrediti brzinu vy, ako je v =V = ¢/3.

¢ Usmerimo z ose laboratorijskog sistema S kao i sistema S’ vezanog
za zid u smeru brzine v;. Relacija koja daje x komponentu brzine tela,
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posmatrano iz sistema S’ je

, Vp — U
v,=
Tl —vu/c?
gde je u brzina sistema S’ u odnosu na sistem S. Obzirom na ori-
jentaciju osa, bice v, = v1, u = =V, pa ¢e u sistemu reference vezanom
za zid, brzina tela v{ biti

'U/ o U1 + V
1= ———>5-
1+ (%1 V/02
Kako zid mozemo smatrati beskona¢no masivnim, nakon elasti¢nog

suadra, prema zakonu odrzanja energije, telo ¢e se odbiti u suprotnom
smeru sa istom vredno$éu brzine u odnosu na zid

Y b
2 ! 1+ (%1 V/C2 ’
Vratimo se sada u laboratorijski sistem reference S. U njemu je
vl +u
Vp = ————
1+ viu/c?
pri ¢emu je u = —V, jer se sistem S’ kreée ka sistemu S. Na osnovu
ovoga je trazena brzina
v =V v (1+V2%/c?) +2V
(%) =

T 1—dV/eE T 1420V/E+ V2R

Analiza grani¢nih slucajeva:

1. Brzine tela i zida su male (v; << ¢i1V << ¢). U tom slucaju
mozemo da zanemarimo sve sabirke u kojima se ove brzine dele brzi-
nom svetlosti, i tada se iz gornje jednacine dobija nerelativisticki rezul-
tat v = —(v; + 2V). Drugim re¢ima, brzina tela nakon odbijanja se
povecava za dvostruku vrednost brzine zida i usmerena je suprotno od
pocetne brzine.

2. Neka na zid naleée telo koje se krece brzinom svetlosti (na primer
laserska svetlost koja se odbija od pokretnog ogledala). Rezultat se
dobija kada se u poslednji izraz zameni v; = ¢

o c(1+V?/2)+2V _C(1+V/c)2 -
2T 142V + V22T 1+ V/e)?
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28.

29.

Drugim rec¢ima, brzina laserske svetlosti je promenila smer ali ne i in-
tenzitet.

3. Neka se zid krec¢e brzinom svetlosti brzinom. U tom slucaju je

2u1 + 2¢
Vg — ——————— = —,
2 2+2Ve/c?
odnosno, nakon odbijanja, telo ¢e se kretati brzinom bliskoj brzini svet-
losti.

4. Trazena brzina tela, za v, =V = ¢/3 je

g+

RERES

7
= ——c=—0,78c.

9
Solarna konstanta (energija zracenja koje sa Sunca pada na jedinicu
povrsine Zemlje u jedinici vremena) iznosi C' = 1,4kW/ m2. Odrediti
masu Am, koju usled zracenja Sunce izgubi za jednu godinu.

¢ Zemlja se od Sunca nalazi na rastojanju Ly = 1,48-10" m. Za vreme
At na jedinicu povrsine Zemlje padne energija CAt. Mnozeéi ovaj izraz
povrsinom sfere poluprecnika Lz, dobijamo energiju koju Sunce izraci
za vreme At

AE = 4rL3CAL.

Ova energija nastaje usled termonuklearnih reakcija u Suncu na rac¢un
umanjenja njegove mase mirovanja. Na taj nacin, njegova masa ¢e se
za jednu godinu smanjiti za

AE  AnLZCAt  4w(1,48-10')?-1,4-10%-3,16 - 107

A
m 2 02 (3 . 108)2

C
Am =1,35-10"kg.

Kako Sunce postoji oko 5 milijardi godina, ono je za to vreme izgubilo
5-10°-1,35-10kg ~ 6,75 - 100 kg. Imajuéi u vidu da je masa Sunca
Mg = 1,99-10% kg, ono je do sada zracenjem izgubilo oko 0,03 % nje.

Cestica mase mirovanja m i kineticke energije T se elasti¢no rasejava
na stacionarnu v cesticu iste mase. Kolika je njena kineticka energija
nakon sudara, ako je ugao rasejanja 67
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¢ Neka indeksi 0 i 1 oznacavaju cesticu projektil i ¢esticu metu. 4-
impulsi do i posle sudara su prema zakonu odrzanja 4-vektora impulsa

Py+ P, =Py + P

Kako nas zanima velicina u vezi sa cesticom 0 nakon sudara, pre-
baci¢emo njen impuls na levu stranu i kvadrirati

(Py+ P — P)? =P,
P? + P} + P?+2PP, — 2Ry P, — 2P, P} = P}.
Kako je kvadrat 4-impulsa jednak m?c?, ova jednacina postaje
3m?c® + 2P, P, — 2PyP) — 2P, P} = m*c*.
Izraze 4-vektora impulsa

Py=(E/c,p), E=mc*+ T
Plz(mc,ﬁ),
Py=(E'/)c,p), E' =mc®+T', p-p =pp cosd.

zamenjujemo u jednacinu i dobijamo

E EE L, F

m?c? + —mec— —— +p-§ — —me =0,
c cc c

odnosno

o= (=) (5 o)
pp'cosf = — —mc||—+mc).
c

C

Kako se veza impulsa i energije moze zapisati u obliku p = / E?/c? — m2¢2,
dobijamo

E2 1/2 El2 1/2 E/ E
(2 — m202> <2 — m2c2> cosf = < — mc) ( + mc) )
c c c c

Kvadriranje jednacine i razlaganje razlike kvadrata dovodi do relacije

E E ) E' E
<—mc> — +mc|cos*d = — —mc (+mc>,
c c c c
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30.

koja, obzirom na vezu ukupne i kineticke energije daje
To(T' + 2mc?) cos® 6 = T'(Ty + 2mc?),
odakle je kineticka energija ¢estice nakon rasejanja

. 2mc®Tycos? 0

T 2me + Tysin? 6’

Foton talasen duzine A naleée na stacionaran elektron (mase m.) i
nakon rasejanja pod uglom # ima talasnu duzinu \’. Odrediti promenu
talasne duzine fotona.

o Na osnovu zakona odrzanja 4-impulsa
P.+ Py =P, + P;

gde su apostrofom oznacene vrednosti veli¢ina nakon rasejanja. Kako
nas ne zanima 4-impuls elektrona nakon rasejanja, jednacinu ¢emo tako
zapisati da on ostane na desnoj strani jednacine a nju ¢emo jos i kvadri-
rati
N2 _ pr2
(P€+Pf_Pf) _Pe .

Kako je uvek P7 =0 a P? = m2c?, sledi
m2c® + 2P, Py — 2P, P} — 2P;P; = m?c”

4-vektori koji se pojavljuju u ovom izrazu, u laboratorijskom sistemu
reference (u kome miruje elektron-meta) su

) hoh. (b ok
Pe = (mec7 0)7 Pf = <)\a )\€f> ) Pf = ()\I’ )\,ef> ;

(€f i €’y su jedinicni vektori pravea upadnog i rasejanog fotona, respek-
tivno), pa se nakon mnozenja dobija relacija

h h  h? N h? 0_0

— —MeC— — —— + ——cosf = 0.
A TN AN
Nakon mnozenja ove jednacine sa A\, promena talasne duzine moze
da se zapiSe u uobicajenom obliku

MeC

h
1 —cosf).
mec( cos )

N =)=
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31.

32.

Ako je veza koordinata z’ i ¢’ sa x i t predstavljena izrazom (6.27),
odrediti izraze koji definiu kooridnate = i t preko x’ i t'.

o Zadatak se svodi na reSavanje sistema dve linearne jednacine (6.27)
po x i t. Mnozenje prve sa —M /A i dodavanje drugoj dovodi do

Mo, M
——1' +t = —-B—t+ Nt
Ax + 2 +

odakle se dobija
. Mx' — At
- BM — AN’

Analogno, mnozenje prve jedancine sa —N/B i dodavanje drugoj, nakon
sredjivanja za x daje

—Nz' + Bt/
- BM — AN
Sto predstavlja trazene veze promenljivih ova dva sistema, odnosno
inverznu transformaciju, transformaciji koordinata (6.27).

T

Paradoks blizanaca Pretpostavimo da kosmicki brod krece sa Zemlje
u tacki A, ubrzava i odlazi od nje duz x ose brzinom u. Kada dodje
u neku tacku B, okrece, krece se ka Zemlji istom brzinom, koci i zaus-
tavlja se u istoj tacki iz koje je posao. Recimo da smo za Zemlju vezali
koordinatni sistem S sa osama xyz, sa brodom kada se udaljava S’ sa
osama z'y’z’, a sa brodom kada se priblizava S” sa osama x”,y", z".
Uporedimo interval vremena Atz izmedju odlaska i dolaska broda koji
bi izmerio sat koji je na Zemlji sa satom koji se nalazi na brodu At,.*®

Interval vremena izmedju pomenuta dva dogadjaja, izmeren na Zemlji
je

Aty =toa — t1a, (6.59)
gde je sa t;4 oznacen trenutak odlaska broda sa Zemlje, meren po
zemaljaskom satu, a sa f94 trenutak povratka u istu tacku na Zemlji.
Pogodno je podeliti kretanje broda na dve etape, jedna se odnosi na
kretanje sa Zemlje i dolazak u tacku B koji se desava u trenutku tg a
druga je polazak iz tacke B i povratak na Zemlju. Potreban interval
vremena za prvu etapu puta je At g = tp — t14, a za drugu Atgy =
toa — tp, pa je vreme (6.59)

Aty = Atap + Atga = (tB_tlA)+(t2A_tB). (6.60)

48Pretpostavka je da ¢e satovi dobro raditi u svim sistemima reference.
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Vremena merena u S’ i u S” su sa vremenom merenim u S su povezana
na sledeéi na¢in®®

t— % t+ 52
=== === (6.61)

)
/1 — w2 v
c? c?

Sada treba izracunati interval vremena koji je svojim satom izmerio
kosmonaut koji se nalazio u brodu. Obzirom na karakter njegovog
kretanja logi¢no ga je podeliti takodje na dve etape pa ¢e ukupno vreme
koje je on izmerio biti

Aty = At + A, (6.62)

gde je At' =tz — t} 4, vreme koje mu je po njegovom satu trebalo da
dodje od tacke A’ do tacke B', a At” = t3 , —t’;, vreme koje mu je bilo
potrebno (po njegovom satu) da dodje od tacke B” do tacke A”.

Obzirom na relacije (6.61) pomenuti intervali vremena su

N _tB—c%xB_hA—c%xA_tB—t1A+c%($A—$B)
=tp—tixa = = = =

c? c? c?

Y

toa + 5T4 _ tp+ 5%p _loa—tp+ C%(QZA —xp)

u? w2 u?
-z -2 -5

At =ty —th =

(6.63)
Imajuéi u vidu da je
TR —TA A — TR
tp—tia  ta—ts
zamenom u (6.63), za trazeno vreme se dobija
_u? 1 v
Aty = (tg — t14) S 4 (tyy — tp) < (6.64)

odnosno

u? u?
Aty =[(ts —tra) + (taa = tp)][1 = 5 = Alz([1 = . (6.65)

49Predznak brzine u drugom izrazu je negativan jer se u tom slucaju kretanje odvija ka
Zemlji.
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Ovaj zadatak se moze resiti i sa pozicije kosmonauta koji se nalazi u
brodu. Sat koji miruje u odnosu na brod, pokazuje njegovo spostveno
vreme pa je

Aty, = At + Atg. (6.66)
Vreme mereno prema zemaljskom satu je
At At Aty

+ = )

sto se poklapa sa formulom (6.65).

At + At =

(6.67)

Na ovaj nacin se vidi da, bez obzira na nacin izracunavanja, vreme u
kosmickom brodu tece sporije nego na Zemlji. Kad bi brzina broda bila
u = 0,9998¢, vreme Ce teéi oko 50 puta sporije (At, = 1/50Atz). Kao
posledica te ¢injenice, ukoliko bi jedan blizanac otisao ovom brzinom na
putovanje kosmosom, i pri tom (po svom kalendaru) ostareo 1 godinu,
njegov brat koji je ostao na Zemlji bi ostareo 50 godina.®°

Dobijeni rezultat se naziva paradoksom blizanaca® zato $to na prvi
pogled ne bi trebalo da postoji nikakvo usporavanje protoka vremena
obzirom na princip relativnosti.®® Medjutim treba imati u vidu da se
za kretanje kosmickog broda vezuju dva razli¢it sistema reference (a
ne jedan) koji se kreéu istim ali suprotno usmerenim brzinama tako
da je princip relativnosti neprimenljiv. Moguce je kritikovati takodje
nuznu pojavu ubrzavanja i usporavanja broda na polasku, prilikom
okretanja i na dolasku na Zemlju, Sto znac¢i da se tada on nalazio u
neinercijalnom sistemu reference. Medjutim, kada je kretanje broda
neravnomerno vreme se takodje usporava sto je jedan od rezultata opste
teorije relatinosti.

33. Ogledalo se kre¢e normalno na svoju ravan brzinom u. Na njega pada
svetlosni zrak pod uglom # u odnosu na normalu na ogledalo (gledano

50Usporavanje protoka vremena u kosmickog brodu koji se kreée veoma brzo, daje prin-
cipijelnu moguénocst putovanja ka dalekim zvezdanim sistemima (naravnom, o ovim puto-
vanjima ljudi koji bi ostali na Zemlji ne bi mogli nista da saznaju). Primetimo da danas
nisu poznati tehnicki uslovi (npr. koji bi izvori energije obezbedili ovakvo putovanje) koji
bi mogli da obezbede da se kosmicki brod ubrza do ultrarelativistickih brzina. Ovo tim re
jer je i ubrzavanja elementarnih cestica do tih brzina kompleksan i tesko resiv problem.

510vaj paradoks se pripisuje LanZevenu a ne Ajnstajnu.

2Nije bilo merljivo tada ali u GPS satelitima moraju da se koriguje rad ¢asovnika.
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iz inercijalnog sistema reference u odnosu na koji se ogledalo krece
navedenom brzinom). Koliki ¢e biti ugao pod kojim se zrak refelek-
tuje od ogledala? Da li ¢e se pri ovakvoj refleksiji promeniti frekvenca
svetlosti?

o
34. ISR 9’ se kreée u odnosu na ISR S brzinom @; = u;€,. ISR S” se krece

u odnosu na ISR S’ brzinom s = us€,. Izvesti Lorencove transforma-
cije koje povezuju dogadjaje u u sistemima S i S”.

o

35. Odrediti matricu Lorencovih

<
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Glava 7

Dinamika specijalne teorije
relativnosti

7.1 Relativisticki izraz za impuls i II Njutnov
zakon

Do sada je pokazano da korektno opisivanje kretanja cestice koja se krece
velikom brzinom dovodi do potrebe da se Galilejeve transformacije zamene
Lorencovim. Kako osnovni zakoni fizike moraju da ostanu neizmenjeni pri-
likom promene sistema reference, potrebno je generalisati Njutnove zakone,
definiciju impulsa i energije tako da imaju formu koja se odrzava prilikom
primene Lorencovih transformacija. Te ”"nove” definicije moraju da budu
takve da se, u situaciji kada je brzina tela mala u poredjenu sa brzinom
svetlosti, svode na dobro poznate, nerelativisticke formule.

Prema zakonu odrzanja impulsa, ukupan impuls sistema, ostaje konstan-
tan tokom vremena. Tipican primer primene ovog zakona je posmatranje
sudara dva tela (elastican i neelastican). Ipostavlja se da, ukoliko podjemo
od nerelativisticke definicije impulsa p° = mu, zakon odrzanja impulsa ne
vazi. Da bi se uverili u to razmotrimo neelastican sudar dve jednake lopte
mase m, slika 7.1.

Neka se u sistemu S lopte kre¢u jedna drugoj u susret duz x ose brzi-
nama jednakog intenziteta a suprotnog smera, ¢ije su projekcije prema tome
Vg1 = Vg 1 Ve = —vp. Impuls sistema je prema tome, u sistemu S pre sudara
jednak mvg + m(—wvy) = 0. Nakon neelasti¢nog sudara, lopte se slepljuju i

303
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y,u S’
VO g 2, 2
—— -2y, (14, /c?)
— 00—

O 1 2 ,

Slika 7.1: Neelasti¢ni sudar istih tela.

zaustavljaju,’ pa su im komponente brzina v, = v, = 0. Kao §to vidimo
ukupni impuls sistema je nakon sudara jednak nuli sto znaci da je u ovom in-
ercijalnom sistemu reference impuls sistema oc¢uvan. Da li je tako i u ostalim
inercijalnim sistemima reference?? Razmotrimo ovaj isti sudar iz sistema S’
prikazanog na istoj slici, koji se krec¢e uniformno brzinom vy u odnosu na
sistem S duz z-ose.

Situacija pre sudara je sledec¢a. Primenjujuéi formulu (*.*) za x kompo-
nentu brzine tela, gledano iz sistema S’, za brzine dveju lopti pre sudara se
dobija

2v
/ / 0
Uy =0, vy =— 7
I+ 3
dok se za njihove brzine nakon sudara dobija v}, = v., = —vg. Na osnovu

toga mozemo da zaklju¢imo da je ukupni impuls ovog sistema, posmatrano
iz sistema S’, pre sudara bio jednak —2muv,/(1 + v2/c?), a da je posle su-
dara —2muy, §to znaci da, u opstem slucaju nisu jednaki!® Zakon odrzanja
impulsa, kao jeda od osnovnih zakona fizike medjutim mora da vazi u svim
inercijalnim sistemima reference.* To nas dovodi do zaklju¢ka da treba mod-
ifikovati definiciju impulsa. Pri tome je neophodno da postujemo sledece
zahteve:

IKineticka energija koje su lopte imale pre sudara u potpunosti se trose na energiju
deformacije lopti i njihovo zagrevanje na mestu dodira, odnosno sudara.

2Da bi dokazali suprotno dovoljno je da pronadjemo makar jedan u kome impuls nije
ocuvan.

3Lako je pokazati da su ova dva izraza jednaka samo kada je vg << ¢, odnosno za male
brzine kretanja tela.

4Primetimo da smo prilikom povezivanja vrednosti impulsa u razli¢itim inercijalnim sis-
temima reference takodje koristili relativisticki zakon transformacija brzina. Ove relacije,
buduéi da su povezane sa AjnStajnovim postulatima koji su pak bazirani na empiriji,
takodje moramo uzeti kao tacan.
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e Zakon odrzanja impulsa mora da ostane u vaznosti.

e Relativisticki izraz za impuls p’ treba da za male brzine poprimi oblik
mu.

Odgovarajuca relativisticka verzija impulsa, koja zadovoljava navedene
uslove je

p=—F—==ymu (7.1)

gde je m masa Cestice a U njena brzina. Kada je brzina kretanja tela mala
u poredjenju sa briznom svetlosti v << ¢, faktor v u prethodnom izrazu
tezi jedinici pa izraz za impuls postaje jednak nerelativistickom.® Do rela-
tivistickog izraza za impuls (7.1) se moze doéi i slede¢im razmisljanjem. Za
male brzine kretanja tela trazeni izraza za impuls mora bude jednak nerela-
tivistickom impulsu p'= mdr/dt. Kako je interval dt povezan sa sopstvenim
vremenom Cestice relacijom dt = dr/\/1 —v?/c?, logitno je impuls Cestice
definisati kao p= mdr’/dr, odakle se odmah dobija relacija (7.1).5

Masa m koja ulazi u relaciju (7.1) je invarijanta, i prema tome ne zavisi od
brzine cestice. Ovaj izraz se, medjutim, moze i malo drugacije interpretirati.
Naime, impuls se, po analogiji sa Njutnovom mehanikom, moze predstaviti
kao proizvod mase tela i njegove brzine

ﬁ: mr777 (72)

ali masa m, koja se pojavljuje u ovom izrazu, ocigledno nije invarijantna
veli¢ina, veé¢ zavisi od brzine na sledeé¢i nacin

m, = ———— = ym. (7.3)
U takvoj interpretaciji izraza za impuls, invarijantna masa m se naziva ma-

som mirovanja (i ¢esto oznacava sa mg). Neinvarijanta masa m,, u tom
sluc¢aju, nosi naziv relativisticka masa ili masa kretanja.

5Moze se pokazati i da iz ovakve definicije impulsa sledi da vazi i zakon njegovog
odrzanja pa je u tom smislu on dakle invarijantan u odnosu na Lorencove transformacije.

6Napomenimo da je u ovoj definiciji di pomeraj &estice u onom sistemu reference u
kome odredjujemo impuls p, dok je interval vremena d7 interval izmeren na ¢asovniku koji
se krece zajedno sa Cesticom.
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Imajuéi u vidu ovakvu definiciju relativistickog impulsa, drugi Njutnov
zakon se moze pisati u uobic¢ajenoj formi
dp =
— =F. 7.4
o (7.4)
Ovakva zapis je logi¢an jer za male brzine kretanja prelazi u uobic¢ajen izraz
drugog Njutnovog zakona, a osim toga, u slucaju da je sistem izolovan (F' =
0), dovodi do zakona odrzanja impulsa i u relativistickom i u nerelatvistickom
slucaju.
Moze da se pokaze da u relativistickom slucaju, ubrzanje cestice pod
dejstvom konstante sile opada sa porastom brzine kao
2
V32
Ova formula je u skladu sa postulatom o brzini svetlosti jer pokazuje da kada
brzina cestice tezi brzini ¢, ubrzanje izazvano dejstvom konstantne sile tezi
nuli. To ukazuje na ¢injenicu da je nemogucée ubrzavanje cestice iz stanja
mirovanja do brzine v > c.
Primer 1. Elektron mase m = 9,1 x 1073 kg kreé¢e se brzinom 0, 75c.
Odrediti i uporediti njegov relativisticki i nerelatvisticki impuls.
Resenje. Prema jednacini (7.1) za v = 0, 75¢, se dobija

MV

-

Nereletavisticka vrednost impulsa je

= 3,10 x 10" **kgm/s.

Prerel = MU = 2, 05 x 10_22]{)9771/87

odakle se vidi da je tacna (relativisticka) vrednost impulsa za 50% veéa od
klasi¢nog, odnosno nerelativistickog rezultata.

7.2 Relativisticka energija

Zakon odrzanja energije je jedan od najvaznijih zakona u fizici. Kao sto je i
ranije napominjano, prema njemu ukupna energija sistema ostaje kontantna
tokom vremena a razne forme energije koje je ¢ine, pri tome samo prelaze
jedan u drugu. U slucaju tela koja se krec¢u relativistickim brzinama, zakon
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odrzanja energije, kao jedan od osnovnih zakona u fizici, mora da ostane u
vaznosti. Da bi ovo bilo obezbedjeno neophodno je uvesti novu definiciju
ukupne energije koja mora da bude takva da sadrzi u sebi nerelativisticki
izraz za energiju (za male brzine). Ajnstajn je pokazao da je zakon odrzanja
energije ostaje u vaznosti i za relativisticke brzine ukoliko se ukupna energija
predstavi u obliku

E = ymc?. (7.5)

Kao sto ¢emo kasnije pokazati, ovakva definicija ukupne energije ¢e imati i
neke potpuno nove i neocekivane posledice.

Do Ajstajnovog izraza za ukupnu energiju se moze do¢i na vise nacina.
Ovde ¢e biti prezentovana dva, najpre jedan intuitivniji i prostiji.

Ukoliko je brzina kretanja tela mala u poredjenju sa brzinom svetlosti, u
izrazu (7.5), se moze izvrsiti razvoj po stepenima odnosa v/c koji daje

2 2

RLLS— (1 + Lot + O(v4/c4))

v2 2 ¢?

=
gde je sa O(v*/c*) oznacen ostatak razvoja koji je reda velicina v/ct te se
na dalje moze, kao veoma mali sabirak, zanemariti. Nakon toga, prethodni
izraz postaje
mc? 1

\/:02 =mc® + imUZ = const. + Ey, (7.6)

gde sabirak mv?/2 prepoznajemo kao nerelativisticku kineticku energiju E,.
Kao $to moze da se primeti, u izrazu (7.6), koji vazi za male brzine, uz
izraz za nereltavisticku kineticku energiju se pojavio jos jedan sabirak koji,
obzirom da je oblika mc? i da ima dimenzije energije, mozemo nazvati energija
mirovanja. Sabirak ymc?, koji se nalazi sa leve strane ove jednacine, se u
tom smislu naziva relativisticka energija. lako je posmatrani izraz samo
nerelativisticka aproksimacija, na osnovu njega mozemo da zaklju¢imo da je
izraz za ukupnu energiju bas oblika (7.5).

Kako bi izgledao zakon odrzanja energije u ovom slucaju? On bi morao
da bude definisan polazeéi upravo od izraza za energiju (7.5) a za male brzine
kretanja bi rezultat njegove primene morao da se svodi na rezultat do koga
se dolazi u nerelativistickom slucaju . Proverimo ove pretposavke na primeru
elasticnog sudara dva tela masa m i M koja se kre¢u duz x ose brzinama v i
V pre sudara a v" i V/ nakon sudara. Zakon odrzanja (relativisticke) energije
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glasi
M M

1/1—02/02—{_\/1—\/2/02 \/1 ’2/02 \/l—V’2/02

koji za male brzine postaje

mc? + ;mv2 + Mc* + ;]\4‘/2 = mc? + ;mv/2 + Mc* + ;MV/Q,
koji se, nakon potiranja sabiraka koji sadrze prozivode istih masa sa c?,
na zakon odrzanja energije u nerelativistickom tretmanu elasticnog sudara.
Drugi pristup se svodi na odredjivanje rada potrebnog da se cestica pomeri
sa jednog mesta na drugo. Naime, rad koji izvrsi sila F', usmerena duz x ose,
pri pomeranju cestice od tacke xy do tacke x5 je

A= /Fd /x dpd (7.7)

Da bi resili ovaj integral, prvo treba da odredimo izvod relativistickog impulsa
po vremenu

svodi

dp d mv  m(dv/dt)
dt  dt 1- 2 a ( B £)3/2'
c 2

Zamenjujuci ovaj izraza u prethodni integral, uz doz = vdt, on postaje integral
po vremenu, a nakon srdjivanja integral po brzini

m dv/dt Judt v v
_/ 3/2 _m/o 7(1 U2)3/2dv,
- T2

gde je uzeto da je cCestica, pod dejstvom sile F' ubrzana iz stanja mirovanja
do neke brzine v. ReSavanjem ovog integrala se za rad dobija

A= ——— —mc". (7.8)

c2

Rad koji je izvrsila posmatrana sila je jednak (relativistickoj) kinetickoj en-

ergm Ekrel
2
me
Bire) = —— — mc® = yme? — mc?. (7.9)

c2
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A

E, /mc
2,0 +
1,5 4+
1,0 +

0,5 4+

o

Slika 7.2: Graficko poredjenje relativisticke i nerelativisticke kineticke en-
ergije u funkciji brzine cestice.

Na slici (7.2) su uporedjene relativisticki i nereletavisticki izraz za kineticku
energiju. U relativistickom slucaju, ¢estica nikad ne moze da prevazidje brz-
inu svetlosti. Krive se poklapaju za brzine za koje vazi v << c.

Konstantan sabirak u jednacini (7.9) (nezavisan od brzine Cestice) se
naziva energija mirovanja cestice i obi¢no oznacava sa Fy. Sabirak, oblika
yme?, koji zavisi od brzine ¢estice, je u skladu sa tim, zbir kineticke energije
i energije mirovanja pa se usled toga zove ukupna energija £

E = B + Ey = ymc?, (7.10)

me?

E = — (7.11)
V- 2
To je cuvena AjnStajnova jednacina koja dovodi u vezu masu i energiju. Ona
pokazuje da je masa oblik energije i ukazuje na to da maloj masi odgovara
velika koli¢ina energije, ¢injenica veoma bitna za nuklearnu fiziku i fiziku
elementarnih cestica.

U procesima koji se desavaju sa elementarnim cCesticama, obi¢no nas ne
interesuju njihova brzina ve¢ impuls i energija, pa je zgodno izvesti relaciju
koja ih povezuje. Do nje se moze doé¢i ako se podje od relacija E = ymc? i
p = ymwv. Kvadriranje ovih jednacina i eleminacija brzine dovodi do relacije

E? = p?c® + m*ch. (7.12)
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Kada je ¢estica u stanju mirovanja, vazi da je p = 0, pa je E = Ey = mc?.

Za Cestice pak, Cija je masa (mirovanja) jednaka nuli, jednacina (7.12) daje
E = pe. (7.13)

Ova jednacina predstavlja izraz koji povezuje impuls i ukupnu energiju fotona
(koji se u vakuumu krecée brzinom c).

Primetimo takodje da je masa cCestice m, koja se pojavljuje u prethod-
nim izrazima, nezavisna od njenog kretanja i mora da ima istu vrednost u
svim inercijalnim sistemima reference. 1z tog razloga se, masa m naziva in-
varijantna masa. Sa druge strane, kako ukupna energija i impuls zavise
od brzine, zavisi¢e znaci od toga iz kog sistema reference se mere. Kako je
medjutim m invarijantna velicina moze se zakljuciti da ée i izraz E? — p?c?
biti invarijantan u odnosu na Lorencove transformacije.

Ukoliko imamo posla sa subatomskim ¢esticama pogodno je njihovu en-
ergiju izrazavati u elektron voltima eV. Naime, ukoliko Zelimo da izracunamo
energiju mirovanja elektrona m.c*dobi¢emo

mec® = (9,109 x 107 kg)(2,9979 x 10°m/s) = 8,187 x 10~

Sto predstavlja malu vrednost. Iskoristimo li ¢injenicu da jedan elektron volt
(eV) predstavlja energiju koju dobije Cestica sa naelektrisanjem jednakim
naelektrisanju elektrona e = 1,602x107*?C, pod dejstvom razlike potencijala
(napona) od 1V, konverzioni faktor je

leV =1,602 x 10712 J,
pa se za energiju mirovanja elektrona dobija

8,187 x 10~
2= T = 0,511 eV.
MeC 1,602 x 10-19 eV =0,511eV
P rim e r X. Elektroni se u katodnoj cevi televizijskog aparata kreéu
brzinama od oko v = 0,25¢. Odrediti njihovu ukupnu i kineticku energiju u
eV.

ResenjeX.

E = mc?

Malo mase moze da proizvede veliku energiju. U fisionim nuklearnim cen-
tralama uranijum U se cepa na dva lakSa jezgra koja u zbiru imaju masu
manju od polazne, taj deo prelazi u energiju.
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Na Suncu se desava proces fuzije u kome se jezgra vodonika spajaju u
jezgra helijuma pri ¢emu je masa produkata manja od mase polaznih jezgara.
Razlika u masama se oslobadja kao energija koja nakon toga do Zemlje dolazi
u vidu elektromagnetnih talasa.

7.3 4-vektor impulsa

Izraz koji povezuje relativisticku energiju i impuls moze da se napise u obliku

koji je oc¢igledno invarijantan. Uporedi li se ovaj izraz sa izrazom koji pred-
stavlja kvadrat intervala u prostoru Minkovskog i ako se ima u vidu pravilo
za skalarno mnozenje 4-vektora u ovom prostoru, on zapravo predstavlja
kvadrat intenziteta sledec¢eg 4-vektora

P=(25) = (Copemon:). (714)
c c

Ovaj vektor predstavlja 4-vektor impulsa. Primetimo da i za relativisticku
energiju koja se, podeljenja sa ¢, pojavljuje kao vremenska komponenta ovog
vektora, 1 za relativisticki impuls p koji predstavlja prostorne komponente 4-
vektora impulsa, vaze zakoni odrzanja. U tom smislu se moze re¢i da postoji
zakon odrzanja c¢etvoroimpulsa, odnosno da se u procesima u izolovanim
sistemima odrzava ukupni 4-vektor impulsa sistema.

7.4 'Transformacija impulsa i energije

U teoriji relativnosti prostor i vreme nisu nezavisne velicine. Iz Lorencovih
transformacija u kojima su povezani, i invarijantnosti intervala, sledi njihova
ravnopravnost, odnosno ¢injenica da obrazuju jedinstveno prostor-vreme.
Kao §to je ranije pokazano, zakon odrzanja impulsa je posledica homogenosti
prostora dok je zakon odrzanja energija posledica homogenosti vremena. U
tom smislu, pri prelasku sa jednog inercijalnog sistema reference na drugi,
izrazi za impuls i energiju treba da se transformisu Lorencovim transforma-
cijama analogno prostornim koordinatama i vremenu. Odgovarajuce formule
za transformaciju, u skladu sa relacijom (6.43), glase
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u

/ px_cﬁE _E_up:v

Pz:ﬁ; p;:pya P. = D=, E/—m,

7.5 Ekvivalencija mase i energije

(7.15)

Da bi se razumela ekvivalencija mase i energije, udubimo se u Ajnstajnov
misaoni eksperiment kojim je on u stvari opravdao relaciju £ = mc?. Zamis-
limo izolovanu kutiju mase M i duzinel u stanju mirovanja. Pretpostavimo
da je sa leve strane kutije emitovan svetlosni puls. Ovaj puls, energije F ima
impuls p = E/c. Kako vazi zakon odrzanja impulsa, kutija ¢e se pokrenuti
na levo brzinom v. Ako pretpostavimo da je kutija veoma masivna, ova brz-
ina Ce biti mnogo manja od brzine svetlosti, a zakon odrzanja impulsa daje
Mv = E/c, odakle je

E
- Mc
Vreme koje je potrebno pulsu da stigne do drugog zida kutije je priblizno
At = L/c. Za to vreme kutija ¢e, kreéudi se brzinom v, pre¢i malo rastojanje
Ax, tako da vazi

v

EL

Mc?
Nakon vremena At svetlost ¢e pogoditi desni zid kutije i preda¢e mu odred-
jeni impuls koji ¢e zaustaviti kutiju. Kako je medjutim re¢ o izolovanom
sistemu, njegov centar masa ne sme da promeni svoj polozaj. Ajnstajn je
ovu zbunjujucu situaciju razresio tako sto je pretpostavio da svetlost, sem
energije i impulsa, ima i masu. Ukoliko sa My oznacimo masu svetlosnog
pulsa, iz uslova da centar mase sistema (kutija i svetlosni puls) ne sme da se
pomeri, mora da vazi

Ax = vAt =

M;L = MAx.
Odavde je masa svetlosti

_MAx MEL E

L L M2 ¢

My
odnosno za svetlost vazi relacija

E = M;c.
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(@)

1 B> -

(b)

Slika 7.3: (a) Kutija duzine L u stanju mirovanja. (b) Kada se sa leve strane
zida emituje svetlosni puls na desno, kutija uzmakne na levu stranu dok puls
ne pogodi desni zid.

Ajnstajn interpretacija ovog rezultata predstavlja jednu sustinsku novost za
fiziku a to je da, ukoliko telo daje energiju £ u vidu zrac¢enja, njegova masa
se umanjuje za iznos E/c?!

Iako je relacija E = mc? izvedena za svetlosnu energiju, ekvivalentnost na
koju ona ukazuje je univerzalna. Jednacina (7.10), koja predstavlja ukupnu
energiju Cestice, upucuje na to da ¢ak i kada cestica miruje (7 = 1) ona jos
uvek poseduje ogromnu energiju, jer poseduje masu. Verovatno najocigledniji
eksperimentalni dokaz ove ¢injenice o ekvivalentnosti mase i energije se do-
gadja u nuklearnim i interakcijama elementarnih cestica gde se oslobadja ve-
lika kolic¢ina energije usled ¢injenice da su neke od ovakvih reakcija pracene
smanjenjem mase. Oslobadjanje ogromnih kolil¢ina energije prilikom inter-
agovanja elementarnih ¢estica pra¢eno smanjenjenjem njihove mase je osnova
svih nuklearnih reakcija. U konvencionalnim nuklearnim rektorima, jezgra
uranijuma se podvrgavaju fisiji, odnosno reakciji u kojoj se stvara nekoliko
laksih fragmenata koji imaju nezanemarljivu kineticku energiju. Zbir masa
produkata raspada uranijuma je manji od mase pocetnog jezgra za iznos Am.
Energija £ = Amc?, koja prema Ajnstajnovoj relaciji odgovara ovoj razlici
masa, je tacno jednaka ukupnoj kinetickoj energiji fragmenata reakcije. Ta
kineticka energija se koristi za zagrevanje vode u nuklearnim reaktorima i
njeno prevodjenje u paru koja se koristi za generisanje elektricne energije.
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U nuklearnim rekacijama koje nose naziv fuzija, dva atomska jezgra se
spajaju u jedno, masivnije, jezgro. Fusiona reakcija u kojoj dva deuterijuma
formiraju jezgro helijuma su od najvece vaznosti u danasnjim istrazivanjima i
pokusajima da se razviju reaktori u kojima ¢e se odvijati kontrolisana fuzija. I
ovom prilikom postoji razlika u masama produkta reakcije i pocetnih jezgara.
Razlika u masi je Am = 4,25 x 1072 kg. Energija koja se oslobodi u jednoj
fuzionoj reakciji je, prema tome, £ = Amc? = 3,83 x 10712 J = 23,9 MeV.
Da bi bolje shvatili o koliko velikoj energiji je re¢, napomenimo da, ukoliko
bi se samo 1 gram deuterijuma fuzionisao u helijum, energija koja bi se
oslobodila iznosi oko 102 J.

Ekvivalentnost mase i energije takodje ukazuje i na to da su zakoni
odrzanja energije i mase zapravo jedan isti zakon.

7.6 Energija veze

Energija veze kao pojam postoji na raznim nivoima strukture materije. Tako
na primer, energija veze atoma u molekulu predstavlja minimalnu energiju
koju treba uloziti da bi se dati molekul razbio na sastavne atome. Ta energija
je zapravo jednaka energiji koja se oslobadja prilikom formiranja molekula od
atoma. Jezgra atoma takodje imaju odgovarajuce energije veze. Ovaj pojam
¢emo objasniti na primeru najjednostavnijeg jezgra koje se sastoji od vise od
jednog nukleona. To je deuteron, jezgro deuterijuma, izotopa vodonika, koji
je sastavljen od jednog protona i jednog neutrona. Ovo jezgro ima masu od
2,013553u a relativno lako je videti da njegova masa nije jednaka zbiru masa
protona i neutrona. Naime, kako je masa protona m, = 1,007276u, a masa
neutrona m, = 1,008665u, njihov zbir je

my, +my, = 2,015941u,
sto je veca vrednost od mase deuterona. Razlika u masi je
Am = 0,002388u = 3,96 x 1073 kg.
Na osnovu relacije £ = Amc?, za energiju veze se dobija
E = Amc® = (3,96x107%° kg)(3,00x10® m/s)? = 3,56x 107" J = 2,23 MeV.

Ovaj rezultat znaci da je minimalna energija koja je potrebna da se ulozi za
razbijanje deuterona jednaka 2,23 MeV.
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7.7 Relativnost i elektromagnetizam

Posmatrajmo dva inercijalna sistema reference S i S’ u relativnom kretanju
(sistem S’ se kree u odnosu na S brzinom v u pozitivhom smeru x ose) i
pretpostavimo da je pozitivno naelektrisanje ¢ u stanju mirovanja u odnosu
na sistem S’ (slika 7.4). U odnosu na posmatraca iz tog sistema reference
ovo naelektrisanje stvara oko sebe elektricno polje. Medjutim, za posma-
traca iz sistema S, naelektrisanje se nalazi u stanju kretanja pa ¢e oko sebe,
osim elektri¢nog da stvara i magnetno polje.” Ovaj primer nam ukazuje na,
¢injenicu da elektri¢no i magnetno polje izgledaju razli¢ito u zavisnosti od
toga iz kog sistema reference ih posmatramo odnosno merimo.

A

SI

%)
—
<
\ 4

\ 4

Slika 7.4: U sistemu S, pozitivno naelektrisanje ¢ se kre¢e na desno brzinom v,
i stvara oko sebe i magnento polje. U njegovom sopstvenom sistemu reference
S ono oko sebe stvara samo elektri¢no polje.

Posmatrano iz referentnog sistema S pozitivno probno naelektrisanje ¢
se krec¢e paralelno sa provodnom zicom, brzinom ¢, u odnosu na provodnik.
Zica je elektroneutralna, a slobodni elektroni u njoj neka se kreéu takodje
brzinom v u istom pravcu i smeru. Struja tece sa desna na levo i stvara
oko provodnika magentno polje indukcije B koje je tangenta na kruznice oko
provodnika. Vektor magnente indukcije, u delu iznad provodnika u kome se
nalazi probno naelektrisanje, je vektor koji usmeren ka ravni crteza. Iz tog
razloga, Lorencova sila F = qu X B je usmerena tako da udaljava nalek-

"Drugi re¢ima, posmatra¢ koji se nalazi u sistemu S, moze da izmeri oba polja.
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trisanje od provodnika. Posmatrano iz ovog sistema reference, obzirom da je
provodnik elektricno neutralan, na ovo telo ne deluje elektricna sila.

"
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Slika 7.5: (a) U sistemu S, pozitivho naelektrisanje ¢ se kreée na desno
brzinom v, a provodnik kroz koji protice struja je stacionaran. Magnetno
polje provodnika deluje na naelektrisanje ¢ Lorencovom silom usmerenom
"navise”. (b) Posmatrano iz sistema S’, provodnik se kreée nalevo brzinom
—uv dok je naelektrisanje ¢ stacionarno. Provodnik stvara oko sebe elektricno
polje E , koje deluje na naelektrisanje ¢ silom koja ima smer od provodnika.

Da vidimo kako izgleda ista situacija posmatrana iz sistema S’ u kome
probno naelektrisanje ¢ miruje (slika 7.5). Gledano iz njega, elektroni su u
stanju mirovanja, pozitivna naelektrisanja koja se nalaze u provodniku se
kre¢u sa desna na levo i kroz njega protice struja. Posto se u ovom sistemu
reference probno naelektrisanje ne krecée, gledano iz njega Lorencova sila je
jednaka nuli. Medjutim, postos sila koja deluje na probno naelektrisanje
postoji u sistemu S ona mora da postoji i u sopstvenom sistemu reference
probnog naelektrisanja ¢q. Kakva je priroda ove sile?

Odgvoro na ovo pitanje daje specijalna teorija relativnosti. Kada se gleda
iz sistema S, pozitivna naelektrisanja provodne zice su u stanju mirovanja
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a elelektroni se kre¢u na desno brzinom v. Usled efekta kontrakcije duzine,
elektroni se nalaze na manjoj medjusobnoj udaljenosti od one na kojoj bi bili
kada se ne bi kretali (odnosno od njihove sopstvene udaljenosti-udaljenosti
merene u sopstvenom sistemu reference elektrona). Situacija izgleda pot-
puno drugacije kada se posmatra iz sistema S’. U ovom sistemu, usled istog
efekta, pozitivna naelektrisanja su bliza jedna drugima, a elektroni koji se
nalaze u stanju mirovanja, se nalaze na rastojanjima koja su veca od onih
izmerenih iz sistema S. Usled toga, posmatrano iz sistema reference S, u
zici se javlja viSak pozitivnih naelektrisanja po jedinici duzine. Vizak pozi-
tivnih naelektrisanja stavara elektrino polje, koje je usmereno tako da odbija
probno naleketrisanje od Zice.

Na osnovu ove analize mozemo da zaklju¢imo da gledano iz sistema S
provodnik sa strujom oko sebe stvara magnetno polje koje Lorencovom silom
deluje tako da odbija probno naelektrisanje od provodnika. Posmatrano iz
sopstvenog sistema reference probnog nelektrisanja ovo delovanje je izazvano
postojanjem elektri¢nog polja za koje smo pokazali da je posledica efekta
kontrakcije duzine.

7.8 Granica izmedju Njutnove i relativisticke
dinamike

Iz napred izlozenog je jasno da Ajnstajnova teorija relativnosti nije teorija
koja treba da zameni Njutnovu, veé¢ je teorija koja je sadrzi kao granicni
slucaj za tela koja se kre¢u relativno sporo. Interesatno je zapitati se da li je
moguce formulisati kriterijum koji bi nam ukazivao na to kada mozemo da
primenjujemo Njutnovu a kada moramo Ajnstajnovu mehaniku.

Pretpostavimo da instrument kojim vrSimo merenja ima tac¢nost od n
sigurnih cifara. U tom slucaju, ako je relativna greska prilikom merenja
manja od 107", obzirom na tacnos instrumenta kojim merimo, ne mozemo je
registrovati. PokuSajmo da procenimo pri kolikoj brzini kretanja nece moci
d se registruje razlika izmedju na primer relativistickog p i klasicnog impulsa
Det-

Relativna greska pri merenju impulsa je

A — Pe 2
P _P=Pa_ M (7.16)

P P c?
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Da bi bili u oblasti brzina u kojima mozemo da primenjujemo nerelativisticku
fiziku, ova greska (u pravljenju razlike izmedju relativistickog i nerelativistickog
impulsa) mora biti manja od ta¢nosti instrumenta, odnosno od 107", to jest

mora da vazi
u2 Y
1— 1—§<10 , (7.17)
n u?
1-107" < 1—0—2. (7.18)

Kvadriramo i ovu nejednakost (Sto je mogude jer je jedinica veca od 107",
dobijamo

odnosno

U2

1—2-10" 410" <1 — —,
02

(7.19)

ili

u < cyV2-10-n — 10-2n, (7.20)

Uzmemo li u obzir da je 1072" << 10~", kona¢no se dobija
u<cvV2-107". (7.21)

Neka se na primer merenje vrsi sa tac¢noséu do Sest znacajnih cifara (n =
6). Tada je u < cv2- 1076 = 423km/s.® Na taj nacin, pri brzinama kretanja
koje ne prelaze cetiri stotine kilometara u sekundi, nerelativisticki impuls se
razlikuje od relativistickog za manje od 107%, to jest za manje od jednog
desetohiljaditog dela procenta.

U realnim uslovima kretanja velikih tela, njihova brzina je znatno manja
od navedene granicne, ¢ak i kosmicke rakete se, kao sto je ve¢ napomenuto,
kreéu brzinom od oko 10 km/s, odnosno imaju oko 40 puta manju brzinu. Sa
druge strane, i merenja u tehnici se obi¢no ne izvode sa navedenom tacnoscu.
Iz svega navedenog je jasno da ¢e u ovim uslovima opisivanje kretanja pri-
menom Njutnovih zakona dati idealno tacne rezultate.

U svetu mikrocestica se medjutim cesto srec¢u velike brzine koje su bliske
brzini svetlosti u vakuumu. U tim slucajevima se dobri rezultati dobijaju
jedino primenom teorije relativnosti. Stavise, upravo je u analizi kretanja
brzih mikrocestica eksperimentalno dokazano vazenje relativistickog izraza
za impuls.

Klasifikacija tipova kretanja cestica obzirom na njihove brzine izgleda
ovako:

8Navedena brzina ¢ini oko 1% od brzine svetlosti.
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e Njtunovska oblast. Brzina kretanja tela je toliko mala da instrumenti
kojima vr§imo merenja ne mogu da registruju relativisticke efekte us-
poravanja vremena, skra¢ivanja duzina, ... U ovoj oblasti je dozvoljena
primena zakona njutnovske mehanike, odnosno ona daje jednake rezul-
tate kao i relativisticka ali uz daleko jednostavniji racun nego sto bi bio
onaj koji bi trebalo sprovesti u okviru Ajnstajnove mehanike.

e Relativisticka oblast. Brzina kretanja tela je dovoljno velika tako da su
relativisticki efekti merljivi. U ovoj oblasti dobre rezultate daje jedino
primena relativisticke mehanike.

o Ultrarelativisticka oblast. Brzina tela je skoro jednaka brzini svetlosti u
vakuumu. Preciznije receno, brzina tela je toliko bliska brzini svetlosti
da je to nemoguce izmeriti instrumentima, odnosno njihova osetljivost
je manja od te razlike. I u ovoj oblasti je naravno neophodno primen-
jivati relativisticku mehaniku.

Ukoliko za pretpostavljenu tacnost instrumenata kojima vrSimo merenja
uzmemo onu koja je veé¢ pretpostavljena, tj. 1075, klasi¢na oblast brzina
bi bila oblast brzina manjih od 400km /s, ultrarelativisticka oblast je oblast
brzina koje se razlikuju od brzine svetlosti manje od 300 km, a preostali
dijapazon brzina je relativisticka oblast.

7.8.1 Kretanje cestice u polju konstantne sile

Kao ilustraciju navedene analize razmotrimo kretanje (ubrzavanje) Cestice
konstantom silom. Osnovni zakon dinamike ne menja formu

dp =
r_F 22
7 (7.22)

Razdvajanjem promenljivih i integracijom od t; do t5, imajuéi u vidu da je
sila konstantna dobija se

plta) = ptr) = F(ts — ty).

Ukoliko se za pocetni trenutak uzme da je nulti i da je Cestica krenula iz
stanja mirovanja, uz ty = t, prethodni izraz u skalranoj formi postaje

p=FIt, (7.23)
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iz koga se vidi da, kao i u nerelativistickom slucaju, kada na telo deluje
konstantna sila, impuls tela raste sa vremenom. Postavlja se logi¢no pitanje,
a to je da li je identi¢na situacija i sa brzinom? Da bi videli kako se ona
ponasa sa vremenom, ubacimo u prethodni izraza relativisticki izraza za
impuls i resimo ga po brzini

muv

—__Fy,
Vi-g

at F

v(t):ail el = —

Y
242
ast
\ 1+ =4

(sa ay je oznaceno klasiéno ubrzanje). Za dalju analizu je pogodno da se
ovaj izraz napise kao
c
v(t) = —— (7.24)
1+ %

a2 t2
cl

Iz ovog izraza se vidi da je uvek v(t) < ¢, a pri t — oo brzina tela postaje
sve bliza brzini svetlosti. Za slucaj ne mnogo velikih vremena t << ¢/ay, se
iz ovog izraza dobija

v(t) & agt,
odnosno izraz koji u nerelativistickoj mehanici opisuje promenu brzine kada
pri konstatnom ubrzanju.

Navedimo neke kvantitativne procene. Posmatrajmo raketu koja se krece
sa ubrzanjem (klasi¢nim) ay = g = 9,8m/s? (pri kretanju takvim ubrzan-
jem kosmonauti oseéaju gravitaciju na koju su navikli na Zemlji). Prema
klasicnom zakonu kretanja raketa bi dostila brzinu svetlosti za vreme
; c 3-108

T aq 9,8
odnosno, otprilike za jednu godinu (365-24-60-60s = 3,1536-107s). Medjutim,
nakon jedne godine kretanja ovim ubrzanjem, brzina rakete ¢e biti

=3,06-10"s,

V(ty) = ——— = — =0,707c.
1+ 55 V2
cl”cl
Nakon jo$ jedne godine brzina bi bila v(2ta) = 555 = 0,894c, kroz 5

godina v(5ta) = 557 = 0, 980c, dok je kroz 10 godina v(10ta) = —=fgr =
0,995¢. Koliko god dugo da se krece jednakim ubrzanjem, raketa nikad nece
dostié¢i brzinu svetlosti.
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Opsta teorija relativnosti

Specijalna teorija relativnosti (STR), ¢ije osnovne postavke su izloZzene u
prethodnom poglavlju, predstavlja veoma elegantnu teoriju koja je osim toga
u velikoj meri izmenila osnovne postavke fizike kao nauke. Ona medjutim
ima dva velika nedostatka koja je upravo Ajnstajn uocio i 1916. godine
otklonio formulisavsi op§tu teoriju relativnosti (OTR). Kao prvo STR
razmatra fizicke zakone i njihove relacije samo u inercijalnim sistemima ref-
erence. Drugo, u njoj se ne razmatra gravitacija, odnosno medjudelovanje
tela gravitacionom interakcijom.!

Jedan od problema sa gravitacijom u Njutnovoj teoriji je u tome sto ona
zavisi samo od medjusobnog polozaja tela, sto implicira da se ona prenosi
trenutno, tj. beskonacno velikom brzinom. Ovo je u suprotnosti sa pos-
tulatom STR da je najveca poznata brzina brzina svetlosti u vakuumu c.
To je upucivalo da treba preformulisati teoriju gravitacije na takav nacin
da se uvazi ¢injenica. Ajnstajn je to uradio po uzoru na teoeriju elektro-
magnetne interakcije, uvodec¢i pretpostavku da se i gravitaciona interakcija
prenosi (posredstvom gravitaconog polja) brzinom svetlosti.? Sli¢no kao §to
je to bilo u STR, i ovde se nerelativisticki (Njutnov) zakon gravitacije po-
javljivao u sluc¢aju slabih gravitacionih polja.

Opsta teorija relativnosti zapravo, kao Sto Ce biti pokazano, dovodi u
blisku vezu sisteme reference koji nisu inercijalni i gravitacionu interakciju.
Da bi lakse razumeli dubinu ove veze pozabavimo se za pocetak takvim sis-

1Kao sto ée se kasnije pokazati, ispostavilo se da u ovim nedostacima zapravo postoji
veoma tesna povezanost.

2U Ajnstajnovoj teoriji gravitacionog polja se pojavljuju i vremenski zavisna polja
(odogovaraju pulsarima) i gravitacioni talasi.

321
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temima reference.

8.1 Pojave u ubrzanim sistemima reference

U prethodnim glavama su opisivane pojave koje su se odigravale u inerci-
jalniim sistemima reference. Interesantno je, medjutim, zapitati se kako te
iste pojave izgledaju u sistemima reference koji se kre¢u ubrzano u odnosu
na inercijalne sisteme. Najjednostavniji slucaj takvog sistema je sistem koji
se kre¢e u odnosu na inercijalan pravolinijski i sa konstantnim ubrzanjem
a = const.. Pretpostavimo joS i da se taj sistem krece kratak vremen-
ski interval, tako da je njegova brzina mnogo manja od brzine svetlosti, tj.
v=at < c.

Bez obzira na ovakva ogranic¢enja, dobi¢emo sve principijelne zakonitosti
koje su vazne za analizu kretanja u ubrzanim sistemima reference.

\ A,
y Y
-a
Fa——
a
0’ --- e
x'
X
@
Z!

Slika 8.1: .

Pretpostavimo da posmatramo dovoljno dugacak vagon, duz koga se
nalazi horizontalan sto. Po njemu moze da se bez trenja kre¢e masivna lopta
(slika 8.1). Proanalizirajmo kako se pojave, koje se odigravaju u vagonu,
opisuju u sistemu reference S’ vezanom za njega. Ogledi pokazuju da, kada
se vagon kre¢e ubrzanjem a u odnosu na Zemlju, za koju je vezan sistem
S, se lopta kre¢e duz stola ubrzanjem —a u odnosu na vagon. OpiSime tu
pojavu sa stavnosita oba sistema reference.
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GledanoizsistemaS: Naloptu ne deluje nikakva sila i po zakonu iner-
cije njena brzina se ne menja, odnosno, u odnosu na Zemlju, njeno ubrzanje
je nula. Kako se vagon krec¢e u odnosu na Zemlju ubrzanjem a, ubrzanje
lopte u odnosu na vagon je

Gledanoizsistema S’ Naloptu ne deluje nikakva sila, ali ona ipak ima
ubrzanje —a u odnosu na njega. Odatle sledi da u sistemu reference vezanom
za vagon, obzirom da lopta poseduje ubrzanje, ne vazi zakon inercije. jer je
lopta dobila ubrzanje koje nije izazvano delovanjem realne sile. Krivac za
ovo je kretanje vagona u odnosu na inercijalni sistem reference ubrzanjem

a = —a

Dakle, u ubrzanim sistemima reference ne vazi zakon inercije. Taj sistem
je prema tome neinercijalan.

I dalje ¢emo posmatrati situaciju u vagonu ali pretpostavimo da je lopta
povezana oprugom sa prednjim krajem vagona (slika 8.2). Dok vagon miruje
u odnosu na Zemlju ili se kre¢e u odnosu na nju ravnomerno pravolinijski,
opruga ostaje nedeformisana. Ako vagon pocne da se krece sa ubrzanje,
opruga se rasteze i ostaje u deformisanom stanju dok god se vagon krece
ubrzano. Lopta ¢e u tom slu¢aju mirovati u odnosu na vagon. Razmotrimo
kako izgleda i ova situacija iz oba sistema reference.

SistemS: Lopta miruje u odnosu na vagon, ona se zajedno sa njim
kre¢e u odnosu na Zemlju ubrzanjem a. Po drugom Njutnovom zakonu,
ubrzanje je izazvano silom F' = ma. Ta sila na loptu deluje od strane de-
formisane opruge

F = kx = ma.

Sistem S Lopta miruje u odnosu na vagon, iako deformisana opruga
deluje na nju silom F' = kx. Odatle sledi, da u sistemu reference vezanom za
vagon, ne vazi drugi Njutnov zakon. Razlog je Sto se vagon kre¢e u odnosu
na inercijalni sistem reference ubrzanjem
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Slika 8.2: .

8.2 Inercijalne sile

Mozemo da zaklju¢imo da u neinercijalnim sistemima reference ne vaze Njut-
novi zakoni. Ili bar moze da se kaze da ne vaze u izvornoj formi. Da bi dosli
do forme drugog Njutnovog zakona vratimo se ponovo na analizu opisanih
eksperimenata sa ubrzanim vagonima. U prvom slucaju, kada lopta ne inter-
aguje sa drugim telima, ona se kre¢e u odnosu na vagon ubrzanjem a; = —a,
pa se na taj nacin, u sistemu reference vagona lopta ponasa kao da na nju
deluje sila
F =md = —ma,

koja joj zapravo saopStava ovo ubrzanje.

U drugom ogledu na loptu deluje sila deformisane opruge, silom F =
—kAze,. Ta sila medjutim ne saopstava ubrzanje lopti u odnosu na vagon,
jer lopta miruje u odnosu na njega. To znac¢i da na loptu u sistemu reference
vagona, deluje jos jedna sila koja tacno uravnotezava silu F. Obzirom na
velicinu ubrzanja koje ta sila saopstava lopti ona je zadata relacijom F =
—ma. Ova sila se naziva inercijalna i obi¢no se oznacava sa ﬁz

Osnovna jednacina dinamike, u neinercijalnom sistemu reference, prema
tome glasi

F+ F,=md, (8.1)

gde je F' suma svih sila interakcije a F; inercijalna sila, dok je @ ubrzanje
tela u odnosu na neinercijalni sistem reference.
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8.3 Osobine inercijalnih sila

Inercijalne sila imaju niz osobina koji ih razlikuju od sila interakcije® a na-
jvaznije su:

e Inercijalna sila nije izazvana interagovanjem tela, ve¢ ubrzanim kre-
tanjem samog sistema reference, i iz tog razloga na inercijalne sile je
neprimenljiv treéi Njutnov zakon;*

e Inercijalna sila deluje na telo samo u neinercijalnom sistemu reference,
u inercijalniim sistemima takvih sila nema;

e Za bilo koji sistem tela koja se nalaze u neinercijalnom sistemu refer-
ence, inercijalne sile su spoljasnje sile. Ovo znac¢i da u ubrzanim sis-
temima reference ne postoje zatvoreni sistemi pa prema tome ne vaze
ni zakoni odrzanja;

e Inercijalna sila, slicno gravitacionoj, je proporcionalna masi tela, pa se
u polju inercijalne sile, kao i u gravitacionom polju, sva tela krecu istim
ubrzanjem, nezavisno od njihove mase;

U inercijalnim sistemima reference nema inercijalnih sila, u njima se ter-
min sila primenjuje samo kao mera interakcije tela. U neinercijalnim sis-
temima pak, inercijalne sile deluju kao i sile interakcije. Kada nas na primer,
pri naglom kocenju vagona, inercijalna sila pogura napred, tu silu ose¢amo
realno bas kao i silu gravitacije. Na isti nacin, kosmonaut osec¢a inercijalnu
silu koja ga lepi za njegovo sedise prilikom ubrzavanja rakete u kojoj se nalazi.

8.4 Prostor i vreme u neinercijalnim sistemima
reference

Kao sto je to nekoliko puta ve¢ napomenuto, u inercijalnim sistemima ref-
erence je vreme homogeno, a prostor je homogen i izotropan. Geometrijska
svojstva homogenog i izotropnog prostora se opisuju pomocu euklidske ge-
ometrije.

3Pod silama interakcije mislimo na do sada pominjane elastiéne, gravitacione, elektriéne
i sile trenja.

4Ova ¢injenica zapravo znaéi da u neinercijalnim sistemima reference ne vazi ni treéi
Njutnov zakon.
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Osnove euklidske geometrije ¢ni niz postulata a za nas je u ovom trenutku
bitan peti postulat, koji se moze formulisati na slede¢i nac¢in: kroz tacku, koja
ne lezi na posmatranoj, moguce je povucéi samo jednu pravu liniju koja je
paraelna posmtranoj pravoj. Iz ovog postulata sledi da je zbir unutrasnjih
uglova trougla jednaka 7 radijana (180°). Primetimo takodje da je u euk-
lidskoj geometriji najkrace rastojanje izmedju dve tacke odsecak prave linije
koja prolazi kroz njih.

Radi upros¢avanja daljih razmatranja ograni¢imo se na analizu geometri-
jskih odonosa u ravni, na primer xQy.

Neka se posmatra¢ nalazi u inercijalnom sistemu reference koji je na
primer vezan za Zemlju. U ovom sistemu su, kao Sto smo napomenuli, pros-
tor i vreme homogeni, a prostor izotropan. U homogenom i izotropnom
prostoru duzina odsecka ne zavisi od toga u kom delu prostora se on nalazi.
Pretpostavimo da smo koordinatne ose izdelili na odsecke jednake duzine
Azxg = Ayg = ly i da smo kroz te tacke povukli prave koje su paralelne
osama. Na taj nac¢in smo ravan xyOy, razbili na elemenetarne celije koje

imaju oblik jednakih kvadrata (slika 8.3 (a)).

A A

y

\

> O

X, X

(@) (b)

Slika 8.3: (a) i (b).

Na osnovu homogenosti vremena, u inercijalnim sistemima reference, in-
terval vremena izmedju dva dogadjaja Aty ne zavisi od toga u kojoj tacki
prostora se odigravaju posmatrani dogadjaji.

Posmatra¢ koji se nalazi u neinercijalnom sistemu reference (u na primer
vagonu koji se kreée ubrzano), ée pak da primeti da je prostor nehomogen
(slika 8.3 (b)). U stvari, duzina odsecka u pokretnom sistemu reference, koji
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u datom trenutnku vremena ima brzinu v, je manja od one koju on ima u
sistemu reference u kome miruje u skladu sa relacijom

Az = Azxpy|1 — —. (8.2)

Ukoliko je posmatrac u pocetku mirovao a zatim se kretao ravnomerno ubrzano
i presao neki put xy u odnosu na Zemlju, njegova brzina ¢e nakon toga biti

u? = 2azxo,

gde je a ubrzanje vagona. Zamena vrednosti za brzinu u izraz (8.4) daje

2axg
Az = Azgy[1 — 2 (8.3)

Nakon sto je presao jos toliki put, odnosno ukupni put 2z(, njegova brzina
je jos veca i iznosi

w? = 2a2z,

pa ¢e, gledano iz njega, duzina odsecka biti, u skladu sa relacijom (8.4) biti

2a2x
Azr = Axpy/1 — > 2 (8.4)

Na osnovu ovoga sledi da ¢e duzina odsecaka zavisiti u kojoj oblasti prostora
se nalazi. Drugimm rec¢ima, u tackama sa razli¢itim apscisama, duzina jednog
istog odsecka ¢e biti razlicita (slika 8.3 (b)).

Odsecci duz ordinate ne menjaju svoju duzinu jer duz nje nema kretanja,
Ay = Ayp.

U neinercijalnom sistemu reference prostor nije samo nehomogen vec i
neizotropan (njegove osobine zavise od izbora pravca). Naime, ako obratimo
paznju na sliku (8.3 (b)), u pozitivnom smeru apscisne ose veli¢ina elementa
duzine opada a duz negativnog raste. Duz ordinatne ose pak, kao sto smo za-
kljucili, nema promene duzine odsecaka. Ovo znaci da postoji mogucénost da
se uz pomo¢ fizickog eksperimenta napraviti razlika izmedju raznih pravaca
u ovakvom prostoru, Sto dokazuje njegovu neizotropnost.

Na ovom mestu je vazno primetiti da usled nehomogenosti i neizotrop-
nosti prostora, u neinercijalnim sistemima reference ne vaze zakoni
odrzanja impulsa i momenta impulsa.
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Relativno lako se pokazuje da je vreme u neinercijalnim sistemima refer-
ence, kao i prostor, nehomogeno. U pokretnom sistemu reference, koji se u
datom momentu vremena krec¢e brzinom wu, intervali izmedju dva dogadjaja
su povezani relacijom

Aty
f1_ w2’
02
Na osnovu prethodne analize, ova relacija moze da se zapise kao

Aty

_ 2axg
1 o

At =

At = , (8.5)

odakle sledi navedeni zakljucak o nehomogenosti vremena. Dakle, u neiner-
cijalnim sistemima reference, kao posledica nehomogenosti vremena, ne vazi
ni zakon odrzanja energije.

Posledica nehomogenosti i neizotropnosti prostora i vremena u neinerci-
jalnim sistemima reference, je ¢injenica da je geometrija u njima neeuklidska.
U cilju dokazivanja ovog tvrdjenja razmotrimo kako u datom prostoru izgleda
odsecak prave koja nije paralelna koordinatnim osama. Nacratajmo u iner-
cijalnom sistemu reference odsecak AB koji je nagnut pod uglom od 7/4 u
odnosu na koordinantne ose (slika 8.4 (a)).

A A

y

o, o

| TO

= Y
N BN L B
B X, X

(@) ()

Slika 8.4: (a) i (b).

\ 4

U neinercijalnom sistemu reference odsecak AB prelazi u izlomljenu liniju
slika 8.4 (b)) (ukoliko bi elemente duzine Az uéinili beskonaéno malim, ova
izlomljena linija bi presla u krvu linju). Obzirom na tu ¢injenicu, suma uglova
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dobijenog krivolinijskog trougla ée biti veéa od 1809 (a+ B+~ = 1800) pa
geomerija vise nece biti euklidska. Osim ovoga, najkrace rastojanje izmedju
tacaka A i B nije odsecak prave linije ve¢ luk neke krive, sto je takodje nesto
§to geometriju ovakvog prostora razlikuje od euklidove.?

Prostor, ¢ija svojstva se opisuju geometrijom koja nije euklidska, se ¢esto
naziva "iskrivljenim” prostorom. Smisao ovog termina se sastoji u tome sto
u neeuklidovom prostoru linije najkraceg rastojanja izmedju dve tacke nisu
prave linije ve¢ neke krive koje se nazivaju ” geodezijske linije”. Primeri za ovo
su lukovi velikih krugova na povrsini lopte ili zavojnice na povrsini cilindra.

8.5 Princip ekvivalencije

Inercijalne sile, kao i gravitaciona sila su proporcionalne masama tela, na
koja deluju. Iz tog razloga se tela, u polju inercijalne sile, kao i u polju
gravitacione sile, nezavisno od njihove mase, kre¢u istim ubrzanjem. Na taj
nac¢in se inercijalne sile po svojim manifestacijama ne mogu razlikovati od
gravitacione. Da bi ovo ilustrovali razmotrimo jos jednom pojave u vagonu
koji se ubrzano krece i koji je prikazan na slici 8.2. Na loptu deluje elasti¢no
deformisana opruga silom F' = —kx, ali ta sila ne saopstava telu ubrzanje
u odnosu na vagon. To je moguce ukoliko na loptu, osim sile elasticnosti
deluje jos jedna sila, jednaka po intenzitetu, istog pravca ali suprotnog smera.
Medjutim, sva druga tela koja se nalaze u vagonu, osim opruge ne interaguju
sa loptom. Do kakvih zakljucaka se moze doé¢i?
Prvimoguc¢izakljucak. Vagon je neinercijalan sistem reference
i elasticnu silu uravnotezava inercijalna sila F = —F,. Dabi bili sigurni da je
re¢ o inercijalnoj sili potrebno je na oprugu kagciti tela razli¢itih masa. Kako
je inercijalna sila proporcionalna masi tela, istezanje opruge ¢e takodje biti

5Prva ideja o moguéem postojanju prostora ¢ija geometrija nije euklidska potice od N. 1.
Lobagevskog (1826.). On je pokazao da je moguée formulisati neprotivureénu geometriju u
kojoj ne vazi peti postulat Euklidske geometrije. Istovremeno je izneo i ideju o moguénosti
da geometrija realnog sveta nije euklidska.

Savremenici Lobacevskog nisu uzeli kao ozbiljne njegove ideje o takvoj geometriji sma-
trajudi je potpuno nerealnom obzirom da je rusila postavke geometrije koja je primenjivana
viSe od dve hiljade godina. Smatrali su da je geometrija Lobacevskog suprotna zdravom
razumu. Na slican nacin su, viSe decenija kasnije mnogi naucnici reagovali i na ideje teorije
relativnosti. Predvidjanja Lobacevskog o neeuklidovoj prirodi sveta koji nas okruzuje su
u potpunosti potvrdjene upravo u opstoj teoriji relativnosti.
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proporcionalno masi:

gde je
5 p—

Drugimogucdc¢izakljucak. Vagon je inercijalni sistem reference
alt se nalazi u gravitactonom polju i silu elasti¢nosti uravnotezava gravita-
ciona sila: F = —ﬁg. Da bi proverili da li je to gravitaciona sila potrebno je
da na oprugu zakac¢imo tela razlictih masa. Kako je gravitaciona sila propor-
cionalna masi tela, i istezanje opruge ¢e takodje biti proporcionalno masi:

ENN RS

P F,  mg
E k k0

xr =

&m,

gdeje
5__9
k'

Na taj nacin, pojave u inercijalnom sistemu, koji se nalazi u homogenom
gravitacionom poju, i pojave u neinercijalnom sistemu koji se krece konstant-
nim ubrzanjem se odvijaju na potpuno isti nacina. Ovo tvrdjenje koje je prvi
formulisao Ajnstajn i nalazi se u osnovi relativisticke teorije gravitacije se
naziva princip ekivalencije.

Pri ovome je potrebno obratiti paznju na tacan iskaz principa ekviva-
lencije. On naime vazi samo u malim delovima prostora, toliko malim da
se u njima gravitacino polje moze smatrati homogenim. U velikim oblas-
tima prostora, gde se ispoljava nehomogenost gravitacionog polja, ne postoji
mogucénost da se izabere takav neinercijalni sistem reference, u kome bi iner-
cijalne sile imale isti pravac i smer kao gravitaciona sila.

Razlog je u tome sto je gravitaciono polje centralno-gravitaciona sila je
usmerena ka centru mase koja je izaziva, na primer ka centru Zemlje, i menja
se obrnuto proporcionano kvadratu rastojanja. Ne posoji ubrzanje sistema
reference kojim bi mogla da se dobije takva inercijalna sila jer prilikom ubrza-
vanja sistema reference inercijalne sile su paralelne jedna drugoj (slika 8.5).

Iz ove analize sledi da nije re¢ o tome da iz principa ekvivalencije sledi
da je gravitaciono polje "prividno” i da je uvek moguce izabrati takav sistem
reference u kome njega nece biti. I sam Ajnstajn je stalno upozoravao na
ovakvu mogucéu pogresnu interpretaciju principa ekvivalencije. U stvari radi
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X X
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(a)
Slika 8.5: (a) i (b).

se samo o tome da su osobine prostora i vremena u gravitacionom polju i
neinercijalnim sistemima reference analogne. To zapravo predstavlja i sustinu
Ajnstajnove teorije gravitacije ¢ije ¢e osnovne ideje biti predstavljene u dal-
jem tekstu.

8.6 Elementi opste teorije relativnosti

8.6.1 Prostor i vreme u gravitacionom polju

U blizini masivnih tela postoji gravitaciono polje. Ono se, sli¢no elektri¢no
polju, karakterise vektorom jacine polja G , koji je istovetan vektoru ubrzanja
tela u datoj tacki, i skalarnom veli¢cinom @-potencijalom gravitacionog polja.
U homogenom polju, usmerenom duz apscisne ose, potencijal je jednak ¢ =
gx, gde je g ubrzanje slobodnog pada a x rastojanja tacke polja od nivoa
nultog potencijala. Obic¢no se ordinatna osa postavlja tako da lezi na nivou
koji se uzima za nulti potencijal. Iz principa ekvivalencije sledi da ¢e os-
obine prostora i vremena u ovakvom gravitacionom polju biti iste kao i u
odgovarajuc¢em neinercijalnom sistemu reference.

Neka je u tacki, gde je potencijal gravitacionog poja jednak nuli, elemenat
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duzine duz apscisne ose jednak Axg; interval vremena u toj tacki polja neka je
Aty. U bilo kojoj drugoj tacki polja, gde je njegov potencijal ¢ # 0, elemenat
duzine Ax # Axg, a interval vremena At # Aty. Za njihovo izracunavanje
mozemo iskoristiti formule () i (). Kako je na osnovu principa ekvivalencije
g = a, vazi¢e da je proizvod axr = gr = ¢, pa za odgovarajuce elemente

dobijamo
I

A
I,
Si-%

Prema tome, u gravitacionom polju su, kao i u neinercijalnim sistemima
reference, vreme nehomogenoa prostor je neeuklidski, odnosno nehomogen je
i neizotropan. Na taj nacin je potvrdjeno genijalno predvidjanje Lobacevskog
da je geometrija realnog prostora neeuklidska.

(8.7)

8.6.2 Opisivanje kretanja u gravitacionom polju

Razmotrimo kako se sa ovakve tacke gledista opisuje kretanje tela u grav-
itacionom polju. U njutnovskoj mehanici, pri odsustvu gravitacije, tela se
kre¢u po inerciji, odnosno ravnomerno i pravolinijski. Kada se telo nadje u
gravitacionom polju, pod dejstvom sile se narusava inercijalno kretanje. Telo
dobija ubrzanje i krece se neravnomerno i nepravolinijski.

U skladu sa opStom teorijom relativnosti (Ajnstajnovom teorijom grav-
itacije) tela se uvek krecu po inerciji nezavisno od postojanja ili ne gravita-
cionog polja. Kretanje po inerciji je kretanje po geodezijskoj liniji (to jest
po linijama najkraceg rastojanja izmedju datih tacaka) a na kretanje se trosi
minimalo sopstveno vreme (odnosno vreme mereno po satu povezanom sa
telom koje se krece).

Ukoliko se telo krec¢e van gravitacionog polja, prostor je homogen i izotropan
a vreme homogeno. Odatle sledi da ¢e se telo kretati po pravolinijskoj trajek-
toriji, a da ¢e brzina kretanja da bude konstanta veli¢ina jer iz Ax = const
i At = const, sledi da jeiv = %f = const.

Ukoliko se telo krece u gravitacionom polju, gde je vreme nehomogeno
a prostor i nehomogen i neizotropan, geodezijska linija viSe nece biti prava

linija, ve¢ nekakva kriva ¢iji ¢e oblik zavisiti od strukture gravitacionog polja,
odnosno od raspodele masa koje ga izazivaju. To znac¢i da ¢e brzina tela da
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bude promenljiva veli¢ina, jer elemenat duzine i interval vremena su funkcije
gravitacionog potencijala (8.6) i (8.7).

Polazeéi od ovakvih razmatranja Ajnstajn je uspeo da formulise rela-
tivisticku teoriju gravitacije u kojoj se kao granicni slucaj slabih polja i malih
brzina kretanja tela u nima, javlja njutnova teorija gravitacije.

8.6.3 Tri potvrde OTR

Novi pogled na svojstva prostora i vremena je Ajnstajnu, osim dobijanja nove
teorije gravitacije, omogucio da predvidi i tri nova efekta koja nije predvidjala
njutnova teorija gravitacije.

Precesija perihela Merkura

Ajnstajn je, pre svega, dokazao da se planete kre¢u oko Sunca ne po elipsama
veé po nezatvorenim krivim linijama. Svaka od tih krivih linija moze da se,
priblizno, predstavi kao elipsa ¢ija osa lagano rotira u ravni orbite.

Za planete koje su daleko od Sunca, registrovanje ovog efekta je jako
tesko jer je on relativno mali. Kod Merkura, koji je od svih planeta najblizi
Suncu, obzirom da je na tom mestu gravitaciono polje Sunca najvece i da
se on krece najbrze od svih planeta, navedeni efekat je najveéi. Ispostavilo
se da je pomeraj ose orbite Merkura oko 43” za stole¢e. Ova anomalija u
kretanju Merkura je veé¢ bila primeéena od strane astronoma sredinom XIX
veka ali nije mogla biti objasnjena. Najprecizinija astronomska merenja su
za ovaj efekat dala (42,6 + 0,9)” za sto godina, Sto se odlicno uklapalo u
predvidjanja Ajnstajnove teorije gravitacije.

Skretanje svetlosti u blizini masivnih tela

Drugi efekat koji je proisticao iz ove teorije je krivljenje putanje svetlosnih
zraka u gravitacionom polju. Svetlost se uvek kreée po geodezijskim linijama,
a u gravitacionom polju to su krive linije ¢iji tacan oblik zavisi od samog
gravitacionog polja odnosno od masa koje ga stvaraju.

U Suncevom sistemu oblast sa najjacom gravitacijom je u blizini povrsine
Sunca. Iz tog razloga skretanje svetlosti u gravitacionom polju u principu
moze da se registruje na slede¢i nac¢in. Potrebno je fotografisati deo nebeske
sfere u blizini Sunca, zatim taj isti deo, kada se Sunce vise ne nalazi tamo.
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Pri tome se primecuje da je doslo do prividnog pomeranja polozaja zvezda
za neki ugao 0 (8.6).

Prividni polozaj
zvezde

® Pravi polozaj
' zvezde
Zemlja

Sunce

Slika 8.6:

Fotografisnje neba je naravno neophodno uraditi tokom potpunog pomracenja
Sunca jer u suprotnom slaba svetlost zvezda ne bi bila vidljiva od jake svet-
losti koju emituje Sunce.

Prividni polozaj
zvezde

Pravi polozaj
Zemlja zvezde
Mesec
Sunce
Slika 8.7:
Ajnstajn je pokazao da je
4 4y M
S G (8.8)
c? 2R

gde su M i R masa i polupre¢nik Sunca. Zamena vrednosti, v = 6,672x 10~
Nm?/kg?, M =2x 10% kg, R=7x 108 m i c =3 x 10® m/s, daje

0=0,8x10"°rad = 1,75".

Merenja koja su izvrsena od stran vise astronoma su dala od (1,724+0,11)” do
(1,82+0,15"), sto znaci da su odstupanja od teorijske vrednosti u granicama
gresaka merenja.’

50va merenja su inace izvrsena neposredno nakon I svetskog rata, u toku potpunog
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Usporavanje toka vremena u gravitacionom polju

I na kraju, usled nehomogenosti vremena, svi periodi¢ni procesi u polju grav-
itacije se odvijaju sporije nego van polja. Odatle sledi da ¢e rad ¢asovnika
biti usporen u gravitacionom polju.

Neka atom zraci elektromagnetne talase kada se nalazi van gravitacionog
polja neke frekvencije 4. Taj isti atom, kada se nalazi u gravitacinom polju
potencijala ¢ zraé¢i talase manje frekvencije v. Naime, kako je v = AN/Aty,
gde je AN broj oscilacija koje se izvrse za vreme Aty. U gravitacionom polju
je pak v = AN/ Deltat, odakle je Av/Avyy = Aty/At. Na osnovu izraza (8.7)
se dobija

v=uyl——. (8.9)

U eksperimentima je moguce registrovati promenu frekvencije

Av v—uvy 1_2£_1_ —2¢
v vy c? 702(1—1—\/—7%0)'

Kako je obi¢no i—‘f < 1, razvijanjem veli¢ine u imeniocu dobija se

2
14+4/1- L ~2
C

Av  p
— == 8.10
Ayy A2 ( )
U gravitacionom polju Zemlje efekat promene frekvencije je prilicno mali.
Na visini [ iznad povrSine Zemlje je njegova vrednost

Na osnovu ovoga je

L =L = —109x10 .

|&| e gl 9,81k
v 2 2 9x 1016

Ipak, 1960. godine su Paund i Rebka uspeli da u eksperimentu potvrde
promenu frekvencije” gama zracenja u gravitacionom polju Zemlje. Upored-
jivali su zracenje dva jednaka izvora, jedan se nalaziio na povrsini Zemlje a

pomracenja Sunca, od strane ekspedicije koju je organizovao sir Artur Edington. Kada je
ovaj rezultat objavljen Ajnstajn je stekao svetsku slavu.

"Do ove formule se moze doéi i na jednostavniji na¢in. Naime, foton se u gravitacionom
polju ponasa kao Cestica gravitacione mase m, = huvy/c*. Kada se blizu povrsine Zemlje
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drugi na visini od 22,5 m. Prema teoriji, promena frekvencije je Av/vy =
2,46 x 1071, dok se u eksperimentu dobilo Av/vy = (2,56 + 0,25) x 10715.
Njihov odnos

SPeksp 1044 0,10,

Sto je u granicama eksperimentalne gresek izvanredna potvrda Ajnstajnove
teorije gravitacije.®

8.7 Crne rupe

Ukoliko je masa zvezde izuzetno velika, kada ona potrosi svoje nuklearno
gorivo, dolazi do kolapsa zvezde na veoma malu zapreminu. U tom slucaju
je krivina prostor vremena toliko velika da su, unutar odredjenog rastojanja
od zvezde, i svetlost i materija zarobljene. Formira se crna rupa.

8.8 Gravitacioni talasi

8.9 Gravitaciona interakcija i neinercijalni sis-
temi reference

Specijalna teorija relativnosti (STR), ¢ije osnovne postavke su izloZene u
prethodnom poglavlju, predstavlja veoma elegantnu teoriju koja je osim toga
u velikoj meri izmenila osnovne postavke fizike kao nauke. Ona medjutim
ima dva velika nedostatka koja je upravo Ajnstajn uocio i 1916. godine
otklonio formulisavsi op§tu teoriju relativnosti (OTR). Kao prvo STR
razmatra fizicke zakone i njihove relacije samo u inercijalnim sistemima ref-

kreée na vise po vertikali, on mora da izgubi deo svoje energiju na vrsenje rada protiv sile
teze: A = mygl = huvogl/c?, gde je | put koji je presao foton. Iz tog razloga, prvobitna
energija fotona E = hiyy ¢e biti umanjena za

hvogl
2’

AFE = A(hwg) =

odakle je Av = vygl/c? pa ée relativna promena frekvencije fotona biti Av/vy = gl/c?.
8Napomenimo da se efekat promene frekvencije svetlosti pri njenom udaljavanju od
velikih gravitiraju¢ih masa naziva crveni gravitacioni pomak.
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erence. Drugo, u njoj se ne razmatra gravitacija, odnosno medjudelovanje
tela gravitacionom interakcijom.”

Jedan od problema sa gravitacijom u Njutnovoj teoriji je u tome sto ona
zavisi samo od medjusobnog polozaja tela, Sto implicira da se ona prenosi
trenutno, tj. beskonacno velikom brzinom. Ovo je u suprotnosti sa pos-
tulatom STR da je najveéa poznata brzina brzina svetlosti u vakuumu c.
To je upucivalo da treba preformulisati teoriju gravitacije na takav nacin
da se uvazi Cinjenica. Ajnstajn je to uradio po uzoru na teoeriju elektro-
magnetne interakcije, uvodeéi pretpostavku da se i gravitaciona interakcija
prenosi (posredstvom gravitaconog polja) brzinom svetlosti.!® Sli¢no kao §to
je to bilo u STR, i ovde se nerelativisticki (Njutnov) zakon gravitacije po-
javljivao u slucaju slabih gravitacionih polja.

Kao sto je poznato, neinercijalni sistemi reference su sistemi koji se kreéu
ubrzano u odnosu na neki sistem S. Neka je ubrzanje tog sistema @;. Neka
se neko telo, u odnosu na sistem S kreée ubrzanjem @, dok mu je ubrzanje
u odnosuu na sistem S’ jednako @'. Tada je @ = @' + d;, pa drugi Njutnov
zakon u neinercijalnom sistemu S” ima oblik

mad =ma —md; = F + F,
gde jemad = F prema drugom Njutnovom zakonu u inercijalnom sistemu SE,
a F je sila koja deluje na telo. Sa F, = —ma; je oznacena inercijalna sila
koja se pojavljuje usled toga Sto je sistem S’ ubrzan.

Dakle, inercijalna sila je proporcionalna masi tela i svim telima
daje isto ubrzanje, nezavisno od njihove mase. Od svih poznatih tela

u prirodi, samo gravitaciona sila ima tu osobinu, tj. ona svim telima koja se
slobodno kreé¢u u gravitacionom polju daje isto ubrzanje g.

8.10 Princip ekvivalentnosti

Interakcija tela mase m koje se nalazi u gravitacionom polju drugog tela
mase M, pri cemu su njihovi centri masa na rastojanju r se, moze opisati
Njutnovim zakonom gravitacije

P ’ymgM

= myg, (8.11)

9Kao §to ée se kasnije pokazati, ispostavilo se da u ovim nedostacima zapravo postoji
veoma tesna povezanost.

10U Ajnstajnovoj teoriji gravitacionog polja se pojavljuju i vremenski zavisna polja
(odogovaraju pulsarima) i gravitacioni talasi.
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gde je indeksom ”¢” uz masu istaknuto da je re¢ o gravitacionom interago-

vanju, pa se i masa koja se pojavljuje u ovom izrazu zove gravitacionom.!!
Prema drugom Njutnovom zakonu, telo na koje deluje sila F' se krec¢e sa
ubrzanjem a, prema formuli

F =mja, (8.12)

M)

gde je indeksom 77”7 istaknuta ¢injenica da je masa shvacena kao mera inert-
nosti.?

U okviru Njutnove mehanike, nema a priori razloga da ove dve mase budu
ne budu jednake (ili proporcionalne). Na osnovu prethodna dva izraza, telo
koje slobodno pada na Zemlji se krec¢e sa ubrzanjem

My

— 9 8.13
a=9 (8.13)

Eksperimenti su, sa veoma visokom preciznoséu'® pokazali jednakost ovih
dveju masa Sto nas navodi da se zapitamo da li je to slucajnost ili pak odraz
neke duboke sustinske povezanosti. U okviru Njutnove mehanike bi odgovor
mogao da bude da je to slucajnost, jer nema vidljivog razloga da zaista
bude tako. Jednakost ovih dveju masa zapravo dovodi u vezu dva potpuno
razli¢ita koncepta: silu medjusobnog gravitacionog privlacenja dva masivna
tela, i suprotstavljanje jednog tela sili koja ima teznju da ga ubrza. Ajnstajn
je, formuliSuc¢i opstu teoriju relativnosti 1916. godine, posao od ideje da
postoji veoma duboka sustinska povezanost ovakvog ispoljavanja mase na
dva nacina.

Sa stanoviSta Ajnstajnove teorije dakle, do tada neobjasnjiva jednakost
mg i m;, predstavlja samo manifestaciju veze koja postoji u prirodi izmedju
gravitacije i inercije. On je zakljucio da ne postoji mehanicki eksperiment (na
primer puStanje masivnog tela da pada) u kome moze da se ustanovi razlika
1zmedju ispoljavanja mase kao mere inertnosti i gravitacionog delovanja sa
drugi masivnim telom, odnosno izmedju situacija prikazanih na slici 8.8 (a)
i (b). Naime, u oba slucaja, ukoliko bi posmatrac ispustio kofer, on bi se
kretao sa ubrzanjem ¢ ka podu lifta.

1 Gravitaciona masa je masa koja menja prostor oko sebe stvarajuéi gravitaciono polje
koje moze da interaguje sa gravitacionim poljem nekog drugog masivnog tela.

2Inercijalna masa je mera inertnosti tela, odredjena uporedjivanjem ubrzanja koja ra-
zli¢ita tela steknu pod dejstvom iste sile.

13Gregka u odredjivanju razlike ovih dveju masa je reda veli¢ine 10712,
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(a) (b) (c)

Slika 8.8: (a) Posmatra¢ koji miruje u homogenom gravitacionom polju.
(b) Posmatrac se nalazi u oblasti gde ne postoji gravitaciono polje, ali je u
neinercijalnom sistemu reference koji se ubrzava spoljasnjom silom F , takvom
da izaziva ubrzanje g. (¢) Ukoliko su situacije (a) i (b) ekvivalentne, putanja
svetlosti se savija u gravitacionom polju.

Dosavsi do ovih zakljucaka Ajnstajn ih je generalisao iskazom da nema
eksperimenta, mehanickog ili nekog drugog, kojim bi mogla da se napravi
razlika 1zmedju ova dva dogadjaja.

Ovakvo progirenje koje ukljucuje sve fenomene (ne samo mehanicke) ima
interesantne posledice. Pretpostavimo da posmatra¢ Salje svetlosni puls u
horizontalnom pravcu (slika 8.8). Kao prvo, primetimo da je masa koja se
pojavljivala u relaciji £ = mc? inercijalna. Kako je ona, prema principu
ekvivalencije, jednaka gravitacionoj masi, moze se re¢i da postoji zapravo
ekvivalencija energije i gravitacione mase. To znac¢i da elektromagnetnom
zracenju energije £ odgovara ekvivalentna gravitaciona masa m = E/c? (koja
je jednaka inercijalnoj masi). Posledica principa ekvivalencije je prema tome
da, ako se elektromagnetnom zracenju pripise gravitaciona masa, ono moze
da gravitaciono interaguje sa drugim telima.'*

Ukoliko se lift kre¢e ubrzano na vise, mesto gde svetlost pogadja zid ¢e se
pomeriti na nize od mesta koje inac¢e pogadja kada se lift ne krec¢e ubrzano.

148 obzirom na to da je brzina svetlosti veoma velika, odnosno da je masa zracenja
m = E/c? mala, efekat njegovog gravitacionog interagovanja je, u zemaljskim uslovima
veoma mala i teSko se moze registrovati.
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U sistemu reference lifta, putanja svetlosti se savija na dole, u slucaju da
se lift ubrzava na gore (deo (b) slike). Obzirom na to da se situacija u liftu
koji se krec¢e ubrzano i lifta koji se nalazi u homogenom gravitacionom polju,
ne moze razlikovati, Ajnstajn je doSsao do zakljucka da putanja svetlosti u
gravitacionom polju neée biti prava ve¢ zakrivljena linija (8.8 (c)).'

Dva postulata Ajnstajnove opste teorije relativnosti su:

e Svi zakoni prirode imaju isti oblik za sve posmatrace u bilo kom sis-
temu reference, bez obzira na to da li je on ubrzan ili ne (opsti princip
relativnosti). Drugim rec¢ima svi sistemi reference su medjusobno ekvi-
valentni.

e U okolini hilo koje tacke, gravitaciono polje je ekvivalentno ubrzanom
sistemu reference koji se nalazi van gravitacionog polja (princip ekvi-
valencije).

Prvi postulat ukazuje na to da su fizicki zakoni invarijatni u odnosu na
proizvoljne transformacije koordinata. Podsetimo se da je tvrdjenje
STR bilo da su fizicki zakoni invarijatni samo u odnosu na linearne (Loren-
cove) transformacije.

Tvrdjenje drugog postulata se zapravo svodi na potpunu jednakost grav-
itacione i inertne mase.

Jedna od veoma interesantnih posledica OTR je da se vremenska skala
menja pod uticajem gravitacije. Satovi u prisustvu gravitacije rade sporije
od onih koji se nalaze na mestu gde se gravitaciono polje moze zanemar-
iti. Posledica toga je da frekvencija zracenja koje emituju atomi, u prisustvu
jakog gravitacionog polja, ima crveni pomak ka nizim frekvencijama u pored-
jenju sa istim zracenjem u slabom gravitacionom polju.'6

Drugi postulat ukazuje na ¢injenicu da gravitaciono polje u bilo kojoj
tacki prostora moze da se ponisti ukoliko izaberemo odgovarajuéi sistem ref-
erence. Taj ”odgovarajuéi” sistem reference je sistem koji je ubrzan na odgo-
varajué¢i nacin. Iz njegovog smisla je jasno da on mora da bude takozvani
slobodno padajuci sistem.

5Qvo skretanje svetlosti sa pravolinijske putanje je, iako malo po vrednosti, dokazano
eksperimentalno. Merenja su pokazala da laserska svetlost promeni pravac za manje od 1
cm nakon predjenih 6 000 km.

6Qvaj gravitacioni crveni pomak je registrovan u spektralnim linijama koje emituju
atomi masivnih zvezda. Ovaj efekat je takodje potvrdjen u eksperimentima koji su izvrseni
na Zemlji u kojima je uporedjivana frekvencija gama zra¢enja emitovanog od strane jezgara
koja se nalaze na medjusobnom rastojanju od 20 metara.
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8.11 Dilatacija vremena

Jedna od posledica principa ekvivalencija je, kao sto je ve¢ pomenuto, us-
poravanje Casovnika u gravitacionom polju. Drugim rec¢ima, ¢asovnici koji
se nalaze "na vecoj visini” u odnosu na izvor gravitacije, ¢e raditi brze od
onih koji se nalaze na manjoj visini. Ukoliko postavimo jedan sat na vrh
neke kule, a drugi u njenom podnozju, sat koji se nalazi na njenom vrhu bi
otkucavao brze. Ukoliko nakon nekog vremena, sat sa vrha kule donesemo
u podnozje i uporedimo sa onim koji je sve vreme bio tamo, videli bi da je
pokazao da je proslo vise vremena. Hajde da razmotrimo dva primera koji
dozvoljavaju da se sprovede relativno prost racun.

(a) Svetlosni izvor se nalazi na kuli visine h i emituje svetlosne pulseve u
intervalima t,. Prijemnik na zemlji prima pulseve u vremenskim intervalima
tp. U kakvoj vezi su ova dva vremenska intervala?

(b) Raketa duzine h se ubrzava ubrzanjem g. Svetlosni izvor koji se nalazi
na njenom vrhu emituje pulseve u intervalima t,. Prijemnik koji se nalazi
na njenom kraju ih registruje u intervalima t,. U kakvoj vezi su ova dva
intervala?

(a) (®)

Slika &.9:

Princip ekvivalencije kazuje da se u ova dva slucaja desava ista stvar.
Drugim recima, veza intervala ¢, i ¢, mora biti identi¢na. Razmotrimo drugi
primer.
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Neka je sistem S koji je u t = 0 bio vezan za raketu. U tom sistemu
reference je raketa u t = 0 u stanju mirovanja a nakon toga odlazi iz njega sa
ubrzanjem g. Sledeca diskusija Ce biti izvrSsena u odnosu na sistem reference
S.

Razmotrimo seriju brzih svetlosnih pulseva koje emituje izvor, zapocinjuci
to da radi u t = 0. Rastojanje koje je raketa presla za vreme ¢, gledano iz
sistema S iznosi gt?/2. Ukoliko pretpostavimo da je vremenski interval ¢,
mali, to znaci da e, pre nego sto se raketa predje znacajno rastojanje, biti
emitovano mnogo pulseva. Takodje se i brzina rakete, gt, moze smatrati
veoma malom.

Svetlosti je potrebno odredjeno vreme da stigne do prijemnika koji se osim
toga krece zajedno sa raketom. Vreme koje je potrebno svetlosti da dodje
do prijemnika je h/c, a brzina koju u tom momentu on ima je v = gh/c. U
skladu sa klasicnim Doplerovim efektom, broj pulseva koji pristizu u jedinici
vremena u prijemnik, v,, je

v, = v, (1+Z> — (th)' (8.14)

c2

Sa vy je oznacen broj pulseva koje u jedinici vremena emituje izvor. Ovaj
broj je sa vremenskim intervalom izmedju emitovanja pulseva t, povezan
relacijom v, = 1/t,, dok je v, povezana sa t, analognom relacijom v, = 1/t,,.
Na osnovu toga su intervali izmedju pulseva

t (8.15)

Obzirom na ekvivalentnost situacija prikazanih na slici 8.9, zaklju¢ujemo
da ¢e sat koji se nalazi na kuli raditi brze od onog koji je u njenom podnozju
jer za intervale vremena koje su izmerili At;, i Aty, prema (8.15) vaZi relacijal”

Aty = (1 + if) N (8.16)

ITPrimetimo da se vremen t, meri u inercijalnom sistemu reference .S. Posto se prijemnik
pulseva kre¢e u odnosu na S, to bi znacilo da se izraza za frekvenciju v, treba mnoziti
josi faktorom dilatacije vremena iz specijalne teorije relativnosti 1/4/1 — (v/¢)? (obzirom
da se sat posmatraca-prijemnika krece sporo u odnosu na .S, frekvencija koju on meri je
veéa od one koja se meri u S). Medjutim, ovo je efekat drugog reda po maloj veli¢ini
v/c = gh/c?. Ostali efekti ovog reda su veé¢ odbaceni pa mora to da se uradi i sa ovim.
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Primetimo da u ovom izrazu gh predstavlja potencijalnu energiju homogenog
gravitacionog polja podeljenu masom tela m.

Nakon nekog vremena, sistem reference S nam vise nece biti od koristi.
Ali mi uvek mozemo da uzmemo novi trenutni sopstveni sistem reference
rakete, i da u njemu ponovimo prethodnu analizu. Na osnovu toga, rezultat
(8.14) vazi stalno.!®

8.12 Gravitaciono polje i geometrija. Zakrivl-
jenje prostora.

Drugi postulat OTR (princip ekvivalencije), kao §to je ve¢ napomenuto,
ukazuje zapravo na c¢injenicu da gravitaciono polje moze da se ponisti u
svakoj tacki izborom na odgovarajuci nacin ubrzanog sistema reference koji
smo nazvali slobodno padajué¢im. Ajnstajn je razvio genijalan metod za opisi-
vanje ubrzanja potrebnog da bi gravitaciono polje na datom mestu "nestalo”.
On je uveo pojam krivine prostor-vremena koja opisuje gravitacione efekte u
svakoj tacki. U stvari krivina prostor-vremena u potpunosti zamenjuje Njut-
novu teoriju gravitacije. U skladu sa Ajnstajnovim idejama, gravitaciona sila
kao pojam ne postoji. U realnosti, masa koja postoji na nekom mestu izaziva
krivinu prostor-vremena, a ta njegova zakrivljenost diktira putanje kojima
moraju da se kreéu tela na koje ne deluju sile. Veliki fizicar Dzon Viler
je 1979. godine sumirao Ajnstajnovu teoriju relativnosti u jednoj recenici:
" Prostor govori materiji kako da se kre¢e a materija govori prostoru kako da
se zakrivi”.

Posmatrajmo dva putnika koji su iz dve razlicite tacke na povrsini Zemlje
krenuli ka Severnom polu. Obojica sa punim pravom mogu da kazu da idu
ka Severnom polu i u tom smislu se kreé¢u po paralelnim putanjama koje su
medjutim sve blize i blize jedna drugoj, kao da se na neki nacin privlace. To
je naravno posledica ¢injenica da povrSina Zemlje nije ravna ve¢ zakrivljena.
Na slican nacin se objasnjava i privlacenje dva masivna tela. U Ajnstajnovom
prilazu ona menjaju osobine prostor-vremena tako sto ga zakrivljuju a rezul-
tat toga je njihovo priblizavanje jednog drugome, slicno kao $to bi se dve kugle
za kuglanje koje se kre¢u po madracu priblizavale jedna drugoj zakrivljujuci

18Efekat dilatacije vremena u opstoj teoriji relativnosti su prvi izmerili Pound i Rebka
1960. godine. Oni su emitovali gama zrake sa 20 m visokog tornja i merili njihove crvene
pomake (odnosno smanjenje frekvencije) u podnozju tornja.
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ga.

Sta znaci kad se kaze da je neki prostor zakrivljen? Da bi odgovorili na
ovo podsetimo se elemenata Euklidove geometrije ravnih prostora. Euklidova
geometrija pociva na nizu aksioma. Neeuklidsku geometriju, koja se odnosi
na zakrivljene prostore, je razvijalo vise nau¢nika: Karl Fridrih Gaus (1777-
1855), Janos Boljaji (1802-1860), Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevski (1793-1856) a
do glavnih karakteristika ovakvih prostora je najlakse do¢i kroz posmatranje
dvodimenzionalnih povrsi.

Posmatrajmo na primer povrs dvodimenzionalne sfere. Ona ja zakrivl-
jenja, bar za nas koji je gledamo iz trodimenzionalnog prostora u kome se
nalazi. Ali, na koji na¢in bi, neko hipoteticko dvodimenzionalno bi¢e moglo
da zakaljuc¢i da li je njegov dvodimenzionalni prostor ravan ili zakrivljen?
Jedan od nacina je da odredi koliki je zbir uglova u dovoljno'® trouglu. Uko-
liko on iznosi 180°, povrs ¢e biti ravna. Ukoliko zbir uglova u trouglu ne
iznosi toliko prostor je zakrviljen. Na ovom mestu bi takodje mogli da se
zapitamo na koji nacin zapravo konstruisemo trouglove na krivoj povrsi, na
primer, sferi. Da bi to uradili, potrebno je da uzmemo linije koje su ekvi-
valent pravih linija u ravnom prostoru: to su linije duz kojih je rastojanje
izmedju dveju tacka najkrace i one se nazivaju geodezijske. Na sferi, geodez-
ijske linije su lukovi velikih krugova (lukovi koji se dobijaju kada se sfera sece
ravnima koje prolaze kroz njen centar), kao §to su ekvatorijalna linija i linije
gegrafske duzine na Zemljinoj lopti na primer.

Posmatrajmo kao primer trougao koji se formiraju od dve linije geografske
duzine koje prolaze kroz Severni pol i linije ekvatora. Dve linije geografske
duzine se nalaze pod pravim uglovima u odnosu na ekvator. Ukolio su josi
one pod pravim uglom na mestu gde seku severni pol, suma uglova u tom
trouglu je 270°. Iz toga je jasno da prostor u kome se nalazi posmatrani
trougao nije Euklidski. Primetimo da, ukoliko je trougao mali u poredjenju
sa polupre¢nimom sfere, zbir uglova u trouglu ¢e biti skoroo 180°, pa ¢e u
tom slucaju taj deo krivog prostora koji on obuhvata biti priblizno ravan.

Ukoliko krivi prostor nije sferan ve¢ se radi o sedlastoj povrsi, suma uglova
u trouglu ¢e biti manja od 180°. Za takve povrsi se kaze da imaju negativnu
krivnu.

U STR se slobodna cestica krec¢e po pravoj liniji koja zapravo predstavlja

9Trougao mora biti dovoljno veliki da bi na zbir uglova u trouglu uopste uticalo to da
li je on ravan ili zakrivljen. Naime, ¢ak i u zakrivljenom prostoru, ukoliko je trougao koji
posmatramo mali, zbir uglova ¢e iznositi 180°.
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pozitivia negativna
krivina

suma uglova suma uglova suma uglova
> 180° =180° <180°

Slika 8.10: Sferna povrs, ravan i sedlasta (hiperboli¢na) povrs.

najkrac¢i put izmedju dve tacke. U krivom prostoru, koji opisuje efekte grav-
itacije, cestica se izmedju dve tacke opet krece po najkracoj putanji, koja se
naziva geodezijska linija. Na sferi, geodezijska linija je takozani veliki krug.

8.13 Primena OTR na Vasionu, kosmologija.

Ajnstajn je, 1917. godine objavio model Vasione baziran na OTR. U tom
modelu je ona predstavljena kao geometrijski konacan (kona¢ne zapremine),
simetrican prostor bez granica odnosno rubova. U skladu sa takozvanim
kosmoloskim principom model se odnosio na homogenu i izotropnu Vasionu.
On je takodje i statican-zapremina Vasione se ne menja sa vremenom.

Ajnstaj je, u skladu sa svojim ubedjenjem da je Vasiona staticna, da
bi dobio takav model morao svoje jednacine OTR da izmeni dodavanjem
jednog sabirka koji je nazvan kosmoloska konstanta i oznacava se obisno sa
A. Naime, Vasiona se sastoji od masivnih tela koja interaguju privla¢nom
gravitacionom silom. Usled njenog delovanja sve mase bi trebalo nakon nekog
vremena da kolabiraju. Da bi se ovo privlacenje na neki nac¢in uravnotezilo
Ajnstajn je uveo pomenutu konstantu koja je imala smisao svojevresne anti-
gravitacije, odnosno odbojne sile izmedju masivnih tela. Ajstajn je svoj
model objavio pre nego sto je otkriven crveni pomak u spektralnim linijama
galaksija sto je ukazivalo na njihovo udaljavanje, odnosno na ¢injenicu da se
Vasiona siri. Nakon tog otkri¢a Ajnstajn je uvodjenje kosmoloske konstante
nazavo najvec¢om greskom u svom zivotu. Sudbina je ipak htela da danasnja
merenja ukazuju na to da kosmoloska konstanta ipak postoji, odnosno da
danas ima nenultu vrednost.
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Aleksandar Fridman, fizicar iz Sankt Peterburga, je 1921. godine analzi-
rajuéi kosmoloska resenja?® Ajnstajnovih jednacina pokazao da, upravo za
A = 0, ona opisuju Vasionu koja se ili siri ili sakuplja. Izvodjenje ovih
jednacina bazirano na OTR ovde nece biti prezentovano zbog njegove kom-
pleksnosti koja daleko prevazilazi matematicki nivo ovog materijala. Veoma
je medjutim interesantna ¢injenica da se tri modela, sa odgovarajué¢im za-
konim Sirenja mogu da dobiju iz razmatranja baziranih na Njutnovom zakonu
gravitacije sa rezultatima koji se u potpunosti slazu sa relativistickim.

Slika 8.11: Sferna oblast galaksija ¢iji je polupreénik r veéi od rastojanja

izmedju klastera galaksija ali je manji od rastojanja koja karakterisu uni-
verzum kao celinu.

Posmtarajmo sfernu oblast galaksija poluprecnika r. Masa te sferne
oblasti se dobija kada se pommnozi njena zapremina gustinom materije u

svemiru?!
473

3

Posmatrajmo kretanje galaksije mase m koja se nalazi na rubu ovog sfrenog
regiona. U skladu sa Hablovim zakonom, njena brzina ¢e biti v = Hr, a
kineticka energija Ej = %va. U slucaju sferne raspodele materije, gravita-
ciona sila koja deluje na sfernu ljusku zavisi samo od mase koja se nalazi

unutar nje. Potencijalna energija tela mase m koje se nalazi na rubu te sfere

M=

p- (8.17)

20Termin ”kosmologka” reSenja se odnose na primenu Ajnstajnovih jednacina OTR na
Vasionu kao celinu.

21Da bi imalo smisla ra¢unati gustinu vasione i govoriti o njenoj homogenosti polupretiik
r mora da bude mnogo veéi od rastojanja izmedju skupina galaksija ali istovremeno i
mnogo manji od dimenzije vasione.
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je
M 4 2
U=—v m_ — Ty p’ (8.18)
r 3
pa je ukupna energija (koja ostaje konstantna tokom Sirenja Vasione)
1 M
E=E+E,= imv2 - v—m. (8.19)
T

Vrednost gustine koja odgovara ' = 0 naziva se kriticna gustina p.. Uzi-
majuci u obzir i Hablov zakon, prethnodna relacija postaje

1 M 1 4 %pe 1 4
0= imH2r2 - 'mi = §mH2r2 - vw = mr® (2H2 - ;T’ypc> ,
a iz nje se za kriticnu gustinu dobija
3H?
.= ——. 8.20
Pe= 3nr (8:20)

Odnos prave gustine Vasione i kriti¢ne gustine se naziva parametar gustine
Q= p/pe.

Posmatrajmo sada dve tacke koje se nalaze na udaljenosti r, takve da
im je relativna brzina v. Neka je R(t) veli¢ina koja reprezentuje veli¢inu
Univerzuma. Ako R raste sa vremenom, sva rastojanja, uklju¢ujuéi i ona
izmedju galaksija, takodje rastu. To znaci da vazi

R(t)
R(to) To,

T =

R(t)
To
R(to)
gde tackica, kao i ranije, oznacava izvod po vremenu. Odavde je hablova
konstanta

v R(t)
H=-="2"7, 8.21
r R(t) (8:21)
Na osnovu zakona odrzanja mase vazi poRy = pR® pa jednacina (8.22) za
kriti¢nu gustinu postaje
81y poRy
P T3 R

(8.22)



348 GLAVA 8. OPSTA TEORIJA RELATIVNOSTI

Usporeno Sirenje se karakterise parametrom dekceleracije ¢ koji se definise

kao ..

RR
—
Dekeeleracioni paramtera opisuje promenu sirenja R. Dodatni faktori se
nalaze u izrazu da bi on postao bezdimenzionalan, tj. nezavisan od izbora
jedinica za duzinu i vreme.

Sirenje Univerzuma moze da se uporedi sa lansiranjem tela vertikalno
sa povrsine nebeskog tela. Oblik putanje zavisi od poicetne energije tela.
U toku odredjivanja orbite tela potrebno je da se zna masa tela i njegova
pocetna brzina. Parametri koji odgovaraju ovima, u kosmologiji su srednja
gustina i hablova konstanta.

Situacija u kojoj je ' = 0 odgovara takozvanom ”ravnom” Fridmanovom
modelu, koji se ¢esto zove jos i AjnStajn-de Siterov model. Ukoliko je
gustina veca od kriticne, Sirenje bilo kog sfernog dela ¢e pre ili kasnije da
predje u sakupljanje koje vodi kolabiranju u tacku. Takva situacija odgovara
"zatvorenom” Fridmanovom modelu. I na kraju, ako je p < p., dobija se
vecno ekspandirajuéi hiperboliéni model.

Ova tri modela Univerzuma se nazivaju standardnim modelima i oni pred-
stavljaju najjednostavnije relativisticke kosmoloske modele sa A = 0. Modeli
u kojima je A # 0 su matematicki komplikovaniji ali u pogledu evolucije
imaju prakti¢no iste osobine.

q= (8.23)

8.14 Granice primenljivosti OTR



Glava 9
Dodatak

9.1 Numericko modelovanje u dinamici cestice

Kao sto je moglo da se vidi u prethodnim poglavljima, proucavanje di-
namike Cestice se svodi na odredjivanje kona¢nih jednacina kretanja, odnosno
pronalazenje zavisnosti vektora polozaja od vremena

7(t) = z(t)e, + y(t)e, + z(t)es, (9.1)
a kada je ona poznata brzina i ubrzanje se mogu naci kao odgovarajuéi izvodi

. ar(t) . du(t)
u(t) = et at) = Tt (9.2)
Kako je ubrzanje posledica primenjenih sila na cesticu, bilo kakva analiza kre-
tanja sistema zapocinje odredjivanjem rezultujuce sile koja deluje na cesticu.
Sve do sada smo medjutim koristili takozvani analiticki metod za odred-
jivanje oblika ubrzanja, brzine i vektora polozaja. Korisno je rekapitulirati
metodologiju odredjivanja ovih veli¢ina:
(1) Saberu se sve sile da se dobije rezultujuca sila F,
(2) Uz pomo¢ rezultujuce sile odredi se ubrzanje d = ﬁ/m,
(3) Na osnovu poznatog ubrzanja se odredjuje zavisnost brzine od vre-
mena resavanjem diferencijalne jednacine dv'/dt = d,
(4) Na osnovu tako odredjene brzine, nalazi se zavisnost vektora polozaja
od vremena 7 = 7(t) resavanjem diferencijalne jednacine %(:) = U(t).
Kako se uvek radi o vektorskim velicinama u prakticnom radu se one pro-

jektuju na koordinatne ose pa se navedena procedura svodi na odredjivanje tri

349
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komponente sile, ubrznja, brzina i vektora polozaja, a u slucaju da se cestica
F dv __ dzx

krece u jednoj dimenziji, velicine od interesa su F,a = -, % = a, ¢ = v.
Analiticki metod je moguce sprovesti samo u ograni¢enom broju slucajeva
(ovo odredjujeno oblik rezultujuce sile). Situacije sa kojima se sreéemo u
prirodi su medjutim obicno jako komplikovane Sto onemogucava egzaktno
reSavanje diferencijalnih jednacina koje se dobijaju u postupku nalazenja
konac¢nih jednacina kretanja. U takvim sitacijama primenjuje se procedura
koja se zove numericko modelovanje. Najprostiji numericki model se zove

Ojlerov.!

9.1.1 Ojlerov metod

U Ojlerovom metodu za reSavanje diferencijalnih jednacina, izvodi se ap-
roksimiraju odnosom konac¢nih promena odgovarajucéih veli¢ina. Tako je na
primer za sluc¢aj malog prirastaja vremena At veza izmedju brzine cestice i
njenog ubrzanja
aft) ~ DU 2 VA Zv(t) 9.3)
At At

Na taj nacin je brzina Cestice na kraju vremenskog intervala At priblizno
jednaka brzini v(t) na pocetku intervala kojoj treba dodati sabirak koji je
jednak proizvodu ubrzanja u toku tog intervala i intervala vremena At:

v(t + At) = v(t) + a(t)At. (9.4)

Kako se ubrzanje u principu menja sa vremenom?, dobijena vrednost za
brzinu v(t + At) je utoliko ta¢nija sto je vremenski interval At kradi, jer sto
je on manji i promena ubrzanja unutar njega je sve manja i manja.
Polozaj materijalne tacke x(t + At) na kraju intervala vremena At moze
da se nadje na analogan nacin:
Az z(t+ At) — x(t)

v(t) ~ Vi A (9.5)

x(t+ At) =~ z(t) + v(t)At. (9.6)

Pazljiv ¢itaoc ¢e primetiti da ovom izrazu nedostaje sabirak oblika %a(At)Q
(koji postoji u egzaktnom resenju problema), medjutim on nije uklju¢en u

"Leonard Ojler, veliki Svajcarski matematicar (1707-1783.).
2Prethodna jednacina je potpuno tacna ukoliko je ubrzanje konstantno.
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izraz za koordinatu u Ojlerovom metodu jer je velicina At veoma mala tako
da je sabirak koji bi sadrzao (At)? bio mnogo manji od sabirka koji ga sadrzi
na prvom stepenu te je stoga zanemarljiv.

Ako je poznato ubrzanje u nekom momentu vremena ¢, brzina cestice
i njen polozaj u prostoru se mogu nac¢i primenom jednacina (9.4) i (9.6).
Racun se dalje sprovodi u koracima u cilju odredjivanja brzine i polozaja u
bilo kom docnijem momentu vremena. Ubrzanje je odredjeno poznavanjem
rezultujuce sile koja deluje na telo koja, uopsteno govoreci, moze da zavisi
od konfiguracione koordinate x, brzine i vremena

F(z,v,t)
a(z,v,t) = ———~=. 9.7
(2, 0,1) = T (0.7
Uobicajeno je da se skup numerickih reSenja numerise koracima, kao sto

je prikazano u narednoj tabeli

Korak Vreme Polozaj Brzina Ubrzanje

0 t() Zo Vo ap = F((L’O,Ug,to)/m

1 tl :to—i‘At I1:I0+U0At U1:U0+CL0AT, ale(xl,Ul,tl)/m

2 tg = tl -+ At To =21 + UlAt Vg = V1 + aolAt Ao = F(xz,vg,tg)/m

n tn Tp Up, an,

Tabela 9.1:

Ovaj proracun se takodje moze vrsiti unekom od programskom jeziku
ili uz primenu gotovih komercijalnih programa. Nakon unosSenja podataka u
tabelu, moze se nacrtati grafik zavisnosti brzine od vremena da bi se kretanje
moglo da vizuelizuju.

Jedna od prednosti Ojlerovog metoda je ta $to dinamika ostaje jasno
istaknuta - veze izmedju ubrzanja i sile, brzine i ubrzanja, polozaja cestice i
brzine, su jasne, Stavise one su srz proracuna.

Ojlerov metod je potpuno pouzdan za jako male intervale vremena ali je
u prakti¢nom racuno nuzno izabrati neki konacan korak prirastaja vremena.
Za tako odabranu vrednost At, jednacina (9.4) ostaje u vaznosti , ukoliko
se moze smatrati sa dovoljno velikom ta¢noséu da je ubrzanje konstantno.
Odabir odgovarajuceg prirastaja je odredjen dinamikom cestice i ostaje isti
tokom konkretnog proracuna. Veli¢ina ovog priraStaja ima uticaj na tacnost
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rezultata ali ovo nije lako odrediti ukoliko se ne zna analiticko resenje. Jedan
od metoda za odredjivanje pouzdanosti primene Ojlerovog metoda je pon-
avljanje prora¢una sa manjom vrednos¢u prirastaja vremena i uporedjivanje
tako dobijenoh rezultata sa prethodnim. Ukoliko se ova dva rezultata slazu sa
odredjenim brojem znacajnih cifara moze se zakljuciti da je rezultat dobijen
pouzdan sa odredjenom tac¢noscu.

9.2 Maksvelove jednacine i elektromagnetni
talasi

Slicno Njutnovim jednacinama dinamike, u oblasti elektromagnetizma pos-

toje Maksvelove? jednacine, koje predstavljaju osnovne zakone elektriciteta i

magnetizma. Ima ih ukupno ¢etiri a u cilju jednostavnosti napisa¢emo ih za

vakuum, odnosno u sluc¢aju odsustva dielektriénih i magnetnih materijala.
Prve dve imaju slican oblik

7{ F.d3= 9, (9.8)
S o
}ég -d§ =0, (9.9)

(kruzi¢ na integralu znaci da se integracija vrsi po zatvorenoj povrsi) i u
stvari predstavljaju Gausov zakon za elektri¢no i magnetno polje. Druge dve
predstavljaju Faradejev i Amper-Maksvelov zakon, odnosno imaju oblik

L Dy
B.dl=-28 9.10
/ 7 (.10

ddp

7{5 . df: Mo[ + 60//4)%. (911)

Jednacina (9.8) je Gausov zakon: Ukupni fluks elektri¢nog polja kroz
bilo koju zatvorenu povrs jednak je ukupnom naelektrisanju koje
ona obuhvata podeljenom sa ;. On u stvari predstavlja vezu elektricnog
polja i naelektrisanja koja ga kreiraju.

Jednacina (9.9) moze da se shvati kao Gausova jednacina za magnetno
polje jer je prema njoj fluks magnetnog polja kroz zatvorenu povrs

3James Clerk Maxwell, ...
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jednak nuli. Drugim recima, broj linija magnetnog polja koje udju u deo
sredine oivicen nekom zatvorenom povrsi, mora da bude jednak broju linija
polja koje izlaze iz tog dela sredine. To ukazuje na ¢injenicu da magnetno
polja, za razliku od elektri¢nog, nema ni izvore ni ponore (slika 9.1).*

Slika 9.1: Linije magnetnog i elektricnog polja.

Jednac¢ina (9.10) je, u stvari, Faradejev zakon indukcije, koji opisuje
stvaranje elektricnog polja promenom fluksa magnetnog polja. Prema ovom
zakonu, elektromotorna sila koja je u stvari integral elektricnog
polja po zatvorenoj konturi, je jednaka, brzini promene fluksa mag-
netnog polja kroz bilo koju povrs koja je ogranicena pomenutom
zatvorenom konturom.

Jednacina (9.11) je uopstenje Amperovog zakona, koji opisuje stvaranje
magnetnog polja elektricnim poljem i elektricnom strujom: Integral mag-
netnog polja po zatvorenoj konturi je jednak zbiru proizvoda
i ukupne struje koja je obuhvac¢ena konturom i proizvoda &gy
i brzine promene fluksa elektricnog polja, kroz bilo koju povrs
ogranicenu datom konturom.

Ukoliko poznajemo elektri¢no i magnetno polje u nekoj tacki prostora, sila

4Razlog je u tome §to ne postoje magnetni monopoli koji bi mogli da budu izvori ili
ponori polja, kao §to je to sluc¢aj sa naelektrisanjima.
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kojom ona deluju na cesticu nelektrisanja ¢, moze da se izracuna iz izraza
F=qE +q0x B, (9.12)

koji predstavlja takozvanu Lorencovu silu.
Maksvelove jednacine, zajedno sa izrazom za silu, u potpunosti opisuju
sve klasicne elektromagnetne pojave.

9.2.1 Elektromagnenti talasi

Kompletan matematicki tretman Maksvelovih jednacina koji dovodi do odgo-
varajuce talasne jednacine nadilazi nivo dosadasnjeg izlaganja pa i nece biti
prezentovan ovde. Do odgovarajuce jednacine se ipak moze doé¢i uz neke
pretpostavke koje nece izmeniti sustinu pojave.

Pretpostavimo da u prostoru postoji elektromagnetni (EM) talas koji se
prostire u pozitivnom smeru x ose (to je smer prostiranja EM talasa). U
tom talasu, elektri¢no polje E je duz y ose, dok je magnetno polje B duz
z ose.” Pretpostavimo da u svakoj tacki prostora, intenziteti elektricnog E
i magnetnog polja B zavise samo od x i ¢, aneiod y i od z koordinata.
Ovakvi talasi se nazivaju ravni talasi, jer je povrs koja povezuje tacke koje
su u istoj fazi, odnosno talasni front, ravan.

Vrednosti elektri¢nog i magnetnog polja, £ i B, mogu da se povezu jedna
sa drugom preko jednacina (9.10) i (9.11). U praznom prostoru, u kome je
Q =01l =0, jednacina (9.10) ostaje nepromenjena, dok jednacina (9.11)
poprima oblik

ff? = cope 22E. (9.13)
dt
Na osnovu ovih jednac¢ina, uzimajuéi u obzir da je re¢ o ravnim talasima, do-
bija se diferencijalna jednacina koja povezuje E i B (namerno su izostavljeni
indeksi y i 2)
or 0B

=5 (9.14)
0B oFE
871‘ = —ETO,U/OE. (915)

5Talasi kod kojih su elektriéno i magnetno polje paralelni paru uzajamno normalnih
osa se nazivaju linearno polarizovani talasi.
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S obzirom na to da i jedno i drugo polje zavise od dve promenljive, izvodi
su parcijalni.® Uzimajuéi izvod po x jednacine (9.14) i kombinujuéi dobijeni
izraza sa (9.15), dobijamo

PE 9 (0B 9 (oB\ 0 (  OE (9.16)
022 oz \ot )] at\oxr ) "ot \ Moy ) '

odnosno

0’E 0’E

) = 80#0@-

Na slican naéina, uzimajuéi izvod jednacine (9.15) po z i kombinujudi
rezultat sa jednacinom (9.14), dobija se

(9.17)

0’B 0*’B
— = —_—. 9.18
02— Mg (9.18)
I jednacina (9.17) i jednacina (9.18) imaju oblik opste talasne jednacine, sa
brzinom talasa

1
\/50M0'
Uzimajuéi da je g9 = 8,85419 x 1072 C?/N- m?, i py = 47 x 1077 T-m/A,
za brzinu se dobija u = 2,99792 x 108 m/s. Kako je brzina EM talasa

u vakuumu, u stvari jednaka brzini svetlosti u istoj sredini, dolazimo do
zakljucka da je svetlost u stvari elektromagnetni talas.

(9.19)

9.3 Dimenziona analiza

Kao sto je poznato, fizicke velicine mogu da imaju dimenzije ili pak da budu
bezdimenzionalne.

Veli¢ina ima dimenziju ako njena brojna vrednost zavisi od izbora sistema
jedinica. Na primer, interval vremena od izlaska do izlaska Sunca mozemo
da izrazimo kao 1 dan, 24 h, 1 440 minuta ili 86 400 s. Brojna vrednost se
menja u zavisnosti od izbora jedinice za vreme iako je stalno re¢ o jednom
te istom intervalu vremena.

Obzirom na prethodno odredjenje fizicke veli¢ine sa dimenzijom, fizicka
veli¢ina je bezdimenzionalna ako joj vrednost ne zavisi od izbora sistema

SPodsetimo se da to ne znaéi nista drugo do da, kada odredjujemo izvod dB/dx, t
smatramo konstantnim, i obrnuto.
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jedinica. Na primer, visina Mont Everesta (h = 8,848 km) i polupre¢nik
Zemlje (R = 6 370 km) su ocigledno veli¢ine sa dimenzijama, ali njihov odnos,
h/R = 0,0014, je bezdimenzionalna veli¢ina, i prema tome, nezavisna od
sistema jedinica.

Dimenzija fizicke velic¢ine u stvari ukazuje na njenu fizicku prirodu. Naime,
nezavisno od toga da li rastojanje koje merimo izrazavamo u stopama ili
metrima, re¢ je o merenju duzine. U tom smislu se kaze da je dimenzija
(fizicka priroda) rastojanja duZina.

Simboli koji se obi¢no koriste da se oznace dimenzije fizickih veli¢ina
duzina, masa i vreme su L, M i T. Fizicke velicine koje imaju dimenzije,
medjusobnim mnozenjem i deljenjem daju nove fizicke veli¢ine.” Na primer,
odnos predjenog rastojanja i intervala vremena daje novu fizicku veli¢inu
(brzinu), ¢ija je dimenzija L/T.

Ako zelimo da prikazemo dimenziju neke fizicke velic¢ine obi¢no se koriste
uglaste zagrade [ |. Na primer, ako Zelimo da ozna¢imo dimenziju brzine
v, pisaéemo [v] =L/T. Dimenzija povrsine, S, je [S] = L?, zapremine, V,
[V] = L? a ubrzanja a je [a] = L/T?.

Fizicki zakon i formula kojom je izrazen, ne smeju da zavise od sistema
jedinica. To je potpuno prirodno jer, zakoni prirode uspostavljaju vezu
izmedju velicina koje su postojale do sada a postojace i posle nas, dok je
sistem jedinica stvar dogovora ljudi. Odavde sledi veoma vazan zakljucak:
obe strane bilo koje jednac¢ine moraju da imaju iste dimenzije.

Iz tog razloga je dobro da uvek kada napisemo neku relaciju, proverimo
njenu dimenzionalnu zasnovanost, odnosno jednakost levi i desne strane u
pogledu dimenzionalnosti. Ova procedura se naziva dimenzionalnom anali-
zom i uvek moze da se primeni.® U okviru dimenzionalne analize, dimenzije
fizickih velicina se tretiraju kao algebarske promenljive.

Recimo da nas zanima formula koja povezuje put s koje je presao au-
tomobil za vreme ¢, kreéuéi iz stanja mirovanja konstantnim ubrzanjem a.
Pretpostavi¢emo da su ove tri veli¢cine povezani relacijom oblika

s = Ca*t?,

odnosno predjeni put je proporcionalan ubrzanju na « i vremenu kretanja na
stepen [ (C' je bezdimenzionalna konstanta, odnosno neki broj). Ovde su «

"Kada je re¢ o sabiranju i oduzimanju te operacije mogu da se rade samo sa veli¢inama
koje imaju iste dimenzije.

8Dimenzonalna analiza nam moze pomoéi u najmanju ruku za svodjenje paméenja
formula na najmanju moguéu meru.
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i 0 nepoznati koeficijenti koje ¢emo odrediti iz uslova da su dimenzije leve i
desne strane jednake. Leva strana jednacine je u pogledu dimenzije duzina,
tako da i dimenzija desne mora da bude duzina, odnosno

[a®t’] = L =L

Kako je dimenzija ubrzanja L/T? a vremena T, dobija se

(h v
T Y

|

Da bi obe strane jednacina imale iste dimenzije, eksponenti moraju biti isti.
Na desnoj strani se pojavljje samo L a ne i T, ali to u stvari znaci da ga
mozemo dopisati dignuto na nulu, $to znaci da su odgovarajuce jednacine za
eksponenete: —2a = 01 a = 1, odakle se odmah dobija da je § = 2. Time
je odredjena funkcionalna zavisnost predjenog puta s, ubrzanja a i vremena
t kao x o< at?. Ovaj reuzultat se, od tacnog rezultata za ovaj tip kretanja s =
%atQ, razlikuje samo za faktor 2. Po pravilu su bezdimenzionalne konstante
koje se pojavljuju u fizickim zakonima (v/2, 1/2, , ...) ni prevelike ni premale
tako da dimenzionalna analiza moze da posluzi i da se oceni i red veli¢ine
fizickih velicina.

Prilikom primene dimenzionalne analize treba biti oprezan i imati odred-
jeno iskustvo. U principu su moguca dva, prikrivena, problema. Prvi se
tice izbora fizickih veli¢ina od kojih moze da zavisi fizicka veli¢ina ¢iju vezu
sa njima zapravo trazimo. Da bi ga resili potrebno je da razumemo fizicke
zakone i pojave koje su vazne za razmatranje posmatranog sistema. Drugi
problem je postojanje velicina koje mogu da obrazuju bezdimenzionalne fak-
tore u izrazu relacije koju trazimo.

9.3.1 Funkcionalna zavisnost sile otpora sredine pri
kretanju tela kroz nju

Koriste¢i dimenzionalnu analizu, pokusajmo da odredimo silu otpora sredine
telu koje se krece kroz nju. Kao sto je ve¢ napomenuto, neophodno je odrediti
od kojih velicina moze da zavisi ova sila. Svakodnevno iskustvo nam kazuje
da sa porastom brzine tela v raste i sila otpora sredine, $to znaci da sila mora

9Bududi da je taj faktor bezdimenzionalan njega i nije moguée odrediti na ovaj naéin.
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da zavisi od nje. Osim toga, tela veteg poprecnog preseka trepe veci otpor
od onih sa manjim (primer za ovo je padobran). Iz tog razloga u izraz za silu
mora da udje i povrsia poprecnog preseka S. I na kraju, sila otpora mora da
zavisi i od neke velicine koja predstavlja karakteristiku sredine. Ovde odmah
nailazimo na problem, a to je, koju karakterisitiku sredine izabrati?

Izgleda prirodno da kao takvu karakteristiku treba izabrati gustinu sre-
dine (vazduha, tecnosti) p, jer, $to je sredina guséa, to ona vise utiv ce na
kretanje tela. Prema do sada izrecenom, pretpostavi¢cemo silu otpora sredine
u obliku

C

F,= EUO‘SﬁpQ

(mnozitelj 2 moze da se ukljuci u C' ali je izdvojen iz istorijskih razloga). Sila
ima dimenzije proizvoda mase i ubrzanja, odnosno [F|=LT2M. Iz uslova
jednakosti dimenzija leve i desne strane jednacine za silu dobija se

L T72M = (LT H)%(L?)?(ML™3)Y = Lot2=3vp—a
odakle slede jednacine
l=a+28-3,
—2=—q,

1=n.

Njihovo resenje je a = 2, =11 =1, pa je trazena formula
2
F, = 05%. (9.20)

Sada moze da se postavi pitanje zasto smo za karakteristiku sredine iz-
abrali bas gustinu? Zasto umesto nje da ne uzmemo na primer viskoznost
n Gja su dimenzije [n] = ML™'T™*? Ukoliko uradimo to silu mozemo da

predstavimo u obliku
F, = Bv*Sp’

(B je konstanta koja zavisi od oblika tela) ¢ije dimenzije su
L T°M = (LT™")*(L*)?(ML™'T™")° = L0700,

Iz sistema jednacina
l=a+208-4,

—2=—-a—9,
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1=,

se dobijaa =1, f=1/216 = 1, pa je trazena formula
F, = BnV/Sw. (9.21)

Veli¢ina /S je srazmerna karakteristiénoj dimenziji tela L (ukoliko je telo
oblika lopte polupreénika r onda je v/S = r dok je C' = 6m)tako da gornji
izraz postaje

F, = BnLv. (9.22)

Formule (9.20) i (9.22) su potpuno razlicite: u jednoj od njih je zavis-
nost od brizne kvadraticna a u drugoj linearna. Koja je onda ta¢na? Da
bi odgovorili na ovo pitanje morali bi da damo sud o tome koja karakteris-
tika sredine (gustina ili viskoznost) dominiraju u konkretnom problemu koji
resavamo. Kada je dominantna gustina vazi izraz (9.20) koji predstavlja
silu otpora koja je nastala usled razlike u pritiscima na prednjoj i zadnjoj
strani tela, a kada je sila otpora posledica trenja, odnosno viskoznosti, vazi
izraz (9.20) i (9.22). Ukupna sila koja deluje na telo je kombinacija jedne i
druge sile, a kada su brzine tela veoma male, sila trenja proporcionalna pr-
vom stepenu brzine, ¢e biti mnogo veca od sile otpora nastale usled razlike u
pritiscima, koja je srazmerna drugom stepenu brzine. Pri velikim brzinama
vazi suprotan zakljucak.

9.4 Algebra

9.4.1 Neke vazne formule
Razlomci
1. Mnozenje razlomaka
aN(ey e
() (2) =4

2. Deljenje razlomaka

(a/b) _ ad
(c/d)  bc’
3. Sabiranje (oduzimanje) razlomaka
a ¢ ad=xbc
L2 .
b d bd
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Stepenovanje
' =1
vt =1
xm 3 xn — Im—&—n
™ _ .
— :L,m . n — xm n
x’l’l/
2/ = Yz
Faktorizacija

ar+ay+az=a(r+y+z) (zajednicki mnozilac),
a® 4 2ab+ b* = (a £b)* (kvadrat zbira (razlike)),

a’® — b = (a—0b)(a+b), (razlika kvadrata).

Kvadratna jednacina
Opsti oblik kvadratne jednacine je
az? +br +c =0,

gde je z nepoznata veli¢ina a a, b i ¢ su brojevi koji predstavljaju koeficijente
jednacine. Ova jednacina ima dva resenja (korena) koji se nalaze po pravilu

—b+ Vb? — 4dac

2a

T12 =

Kada je b* > 4ac, resenja kvadratne jednacine su realna.
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(%5 2)

(x, ¥,

0
“ oo | x

Slika 9.2: Prava linija nagibnog ugla 6 koja na y osi odseca odsecak b.

\4

9.4.2 Linearne jednacine
Linearna jednacina ima opsti oblik
y=mz+Db, (9.23)

gde su m i b konstante. Ova jednacina se naziva linearnom jer je grafik
zavisnosti y od promenljive z (i obrnuto) prava linija (slika 9.2).

Velic¢ina b je vrednost y koordinate za koju prava preseca y osu. Konstanta
m je pak jednaka nagibu prave linije ka x osi i istvoremeno predstavlja tan-
gens ugla # koga prava linija zaklapa sa x osom. Ako su poznate koordinate
dve bilo koje tacke na pravoj liniji (z1,y1) i (22, ¥y2), nagib prave linije se
moze napisati kao

— A
m=2"%_ 2V _iane. (9.24)
To — I T
Primetimo daim i b mogu da imaju i pozitivne i negativne vrednosti. Ukoliko
je m > 0, prava linija ima pozitivan nagib kao na slici 9.2. Ukoliko je m < 0

nagib je negativan.
Logaritmi
Neka je velicina x zapisana kao stepen neke veli¢ine a
r=av. (9.25)

Broj a se u tom slucaju naziva osnova. Logaritam od x u odnosu na osnovu
a je jednak izloziocu y u izrazu (9.25), odnosno

log, z =v. (9.26)
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U praksi se najcesée koriste dve osnove i to 10 i e = 2, 718... (Neperov broj).
Ukoliko je osnova logaritma e onda se oni nazivaju prirodnim.
Neke korisne osobine logaritama su

log(ab) =loga + logb

log (Z) =loga —logb

log(a™) = nloga

Ine=1

9.5 Geometrija

Rastojanje izmedju dve tacke u prostoru sa koordinatama (x1, 1) i (22, y2)
je

d = /(22— 21)2 + (12 — 11)2. (9.27)
-7 - o
4 \

/ \s
/ \
! A I
\ . |
\ /

\ /

\ /
N 7
Slika 9.3:

Duzina kruznog luka s (slika 9.3) je proporcionalna polupre¢niku r sa
koeficijentom proporcionalnosti 6 (u radijanima):

s=rf, 0=-. (9.28)
Neki korisni izrazi za povrsine i zapremine:

- povrsina pravougaonika duzina stranica a i b, P = ab,
- krug polupreénika r, povrsina P = 772, obim O = 277,
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pravougaonik

trougao

b h

lopta

valjak
h kvadar

Slika 9.4:

- povrsina trougla osnove a i odgovarajuce visine h, P = ah/2,

- sfera poluprecnika r, povrsina, P = 7%, zapremina V = g7,

- valjak, polupre¢nika osnove r a visine h, povrSina P = 27rh, zapremina
V =nar’h

- kvadar duzine stranica a, b i ¢, povrsina P = 2(ab+ ac+ bc), zapremina
V = abe.

Neke korisne jednacine:

- jednacina prave linije nagiba m koja odseca odsecak duzine b ba y osi

je data relacijom (9.23),
- jednacina kruznice poluprec¢nika R sa centrom u koordinatnom pocetku

je
2 2
2? +y* = R (;) + (%) =1 (9.29)

- jednacina elipse sa centrom u koordinatnom pocetku je (slika 9.5)

G+ -+

gde su: a duzina velike a b male poluose elipse.
- jednacina parabole koja ima ekstremalnu vrednost u tacki y = b je (slika
9.6)
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il BN
N

Slika 9.5: Elipsa

y = ax® +0b, (9.31)

N y

Slika 9.6: Parabola i hiperbola
- jednacina ravnostrane hiperbole je (slika 9.6)

xy = const. (9.32)

9.6 Trigonometrija

Oblast matematike koja je bazirana na specijalnim karakteristikama pravouglih
trouglova se naziva trigonometrija. Po definiciji, pravougli trougao je onaj
koji ima jedan ugao od 90°. Posmatrajmo trougao prikazan na slici 9.7, kod
koga je sa a oznacena kateta koja se nalazi naspram ugla 0, a sa b kateta
koja naleze na njega, dok je sa ¢ oznacena njegova hipotenuza.

Tri osnovne trigonometrijske funkcije koje se definisu za takav trougao
su funkcije sinus (sin), kosinus (cos) i tangens (tan ili tg), koje su odredjene
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b

Slika 9.7: Pravougli trougao

jednac¢inama
sinf = g, (9.33)
c
b
cosf = = (9.34)
tan = % (9.35)

Kao ¢etvrta funkcija se ¢esto definiSe i kotangens (cot) kao recipro¢na vred-
nost tangensa, odnosno

b (9.36)

tanf
Na osnovu ovih relacija se takodje vidi da vazi

cotf =

Ukoliko se podje od relacije izmedju kvadrata kateta i kvadrata hipotenuze,
odnosno od Pitagorine teoreme

a + b =2,
dolazi se do osovnog trigonometrijskog identiteta
sin? @ + cos? 6 = 1. (9.37)
Sa slike 9.7 se vidi da vaze sledece relacije
sin @ = cos(90° — 6),

cos f = sin(90° — 6),
cot @ = tan(90° — 6).
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Vazne osobine trigonometrijskoh funkcija su i:
sin(—f) = —sin 6,

cos(—0) = cos b,
tan(—60) = — tan6.

Za bilo koji trougao (slika 9.8), vaze sinusna

a b c
= = ) 9.38
sina  sinff  sinvy ( )
i kosinusna
a’ = b* + ¢ — 2bccos a,
b =+ a* — 2cacos 3, (9.39)

= a® + b* — 2abcos .

teorema.

o+P+y=18

Slika 9.8: Proizvoljni trougao

Neki vazni trigonometrijski identiteti:
sin? 6 + cos® 0 = 1,

sin(260) = 2sin 6 cos 0,

cos(260) = cos® § — sin? 6,

6 1

sin? = = —(1 — cosf),
2 2
0 1

00825 = §(l+c080),

sin(a £+ 3) = sin acos f & cos asin 3,

cos(av &+ ) = cos acos B F sin acsin 3.
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9.7 Diferencijalni racun

Ovu oblast matematike je uveo Njutn u cilju boljeg opisivanja fizickih pojava.
Danas je nemoguce zaobic¢i njenu primenu u proucavanju pojava iz mehanike,
termodinamike, molekularne fizike, elektriciteta, magnetizma, ...

Izvod funkcije y = y(z) po promenljivoj z, se definise kao grani¢na
vrednost odnosa prirastaja funkcije Ay = y(zr + Ax) — y(z) i prirastaja
Ax promenljive z, kada Az tezi nuli

dy . Ay . y(z + Az) — y(x)

dr A;IEO Ar A}cril() Az ’ (9.40)

gde su Ay i Ax definisani kao Az = x9 — 1 1 Ay = y2 — y1 (Slika 9.9.).

A

Y

W2

Vi

\/

Slika 9.9:

Ukoliko je funkcija zadata izrazom y(x) = ax™, gde je a konstanta a n
bilo koji ceo broj ili razlomak, njen izvod je

Zi = naz"" . (9.41)

Primer d1. Neka je funkcija y(x) data izrazom
y(r) = az® + bz +c,

gde su a i b konstante. Prirastaj funkcije za prirastaj promenljive x za Ax
se moze dobiti na osnovu

y(r + Ar) = a(z + Az)® + b(z + Az) +
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odnosno
y(r + Ar) = a(z® + 32°Ax + 3rAz? + Az®) + b(z + Az) + ¢,

Ay = y(x + Ar) — y(x) = a(32° Az + 3zAx* + Az®) + bAx.

Zamena ovog izraza u izraz (9.40) daje

dy . Ay 2 2
o AlachBO Ay Algilo[(?’mg + 3zAz + Az®) + 0]
% = 3az® + b.

9.7.1 Osobine izvoda

Izvod proizvoda dve funkcije. Ako je funkcija f(z) proizvod dve funkcije,
recimo g(x) i h(z), izvod funkcije f(x) je

d d

L f@) = Clglon()] = Lt g

g (9.42)

Izvod zbira dve funkcije. Ako je funkcija f(x) jednaka zbiru dve funkcije,
izvod njihovog zbira je jednak zbiru njihovih izvoda

d d dg  dh
L) =L hz) =+
7o (@) = 2 lg(@) + hiz)] = -~ + —
Izvod slozene funkcije. Ako je f(z)ix = g(z), odnosno y = f[g(z)], izvod
funkcije y po nezavisnoj promenljivoj z (dy/dz) je

(9.43)

dy  dydz
—= 44
dz  dadz’ (9.44)

Drugi izvod. Drugi izvod funkcije y u odnosuu na z je jednak izvodu
funkcije dy/dx po x (prvi izvod prvog izvoda). To se obi¢no pise kao

d?y d (dy

Primer di2. Odrediti izvod funkcije y = 23 /(x + 1)? po .
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Resenge. Ako se ova funkcija zapise u obliku y = z3(x + 1)~2 i primeni
jednacina (9.42), dobija se
dy _ d(2°)
dr  dx

d((x +1)72)
dx

(x+1)2+2°

=32*(x + 1) ? + 2°(=2)(x +1)7%,

odnosno
dy 32 223

dr (v +1)2  (z+1)3

Primer di3. Pokazati da je izvod kolicnika dve funkcije

d [g@)] _hg -9
dx | h(z) h?

Resenje. Najpre treba kolicnik funkcija zapisati kao proizvod gh™' pa
onda primeniti formule (9.41) i (9.42):

d d d d(h=1 d dh
<g>: (h_l):—gh_1+g ( )——gh_l—gh_Z—

dr \h dx de  dz dx

dmg

odakle se sredjivanjem dobija trazeni izraz.

9.7.2 Izvodi nekih funkcija

da
R — O
dx
d
—az"™ = nax" !,
dx
d
— T — aeax’
dx
—sinar = acosax,
dx
— cosar = —asinax,

dx
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a
—tanaxr =
dx cos? az’
—cotar = ——
dx sin? ax’
—Ilnaz = —.
dz T

9.7.3 Razvoj u red nekih funkcija

-1
(a+b)" =a" + R a1+ Ma"_QbQ +-

1! 2!
-1
(1+x)":1+nx+n(nw)x2—l—---,
2 .173
=1ttt

1 1
ln(lim):i‘f—mej:—xS_...,

2 3
3
smx:x—§+a—'~,
2zt
Cosle—a%—ﬁ—---,
tnr—at S 2y o < =
anz =+ - G ,lzl <3

Za male vrednosti argumenta, odnosno za x << 1, vaze slede¢i aproksi-
mativni izrazi'®

(14+2)"~14+nx, sinz=uz,
e ~1+x, cosx=~~1,

In(l+z)~+z, tanz=uz.

1074, trigonometrijske funkcije ovo znaéi da je z < 0,1 rad.
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9.8 Integralni racun

Integraljenje neke funkcije je operacija koja je inverzna operaciji diferenci-
ranja odnosno trazenja izvoda funkcije. To se lepo vidi na primeru funkcije

f(z) = 3az* + b, (9.46)

koja se, kao sto smo videli u primeru d1, dobija kao rezultat diferenciranja
funkcije
y(r) = ax® + bx + c.

U tom smislu izraz (9.46) moze da se napise kao f(z) = dy/dx odakle for-
malno sledi da vazi

dy = f(z)dx = (3az® + b)dx.

Iz ove relacije sledi da se funkcija y dobija ”sumiranjem” po svim vrednostima
funkcije x (y se dobija sabiranjem njenih malih promena odnosno diferencijala
dy koje su preko ove relacije u vezi sa diferencijalima nezavisne promenljive
x). U matematici se ovakva operacija naziva integraljenje i zapisuje na sledeci

e y(@) = [ f@)de.

Za gore razmatranu funkciju (9.46), ovaj integral daje
y(x) = /(3a:)c2 + b)dr = ax® + bx + ¢,

gde se ¢ naziva konstantnom integracije. Ovakav integral se naziva neodred-
jent integral jer njegova vrednost zavisi od izbora konstante c.
U opstem slucaju, neodredjeni integral /(z), funkcije f(z) se definise

kao
I2) = [ f(@)dz,

gde je f(x) integrand ili podintegralna funkcija za koju mora da vazi da je
f(z) = dI(x)/dx, pri ¢emu se I(x) naziva primitivna funkcije funkcije f(z).

Za neprekidnu funkciju f(z), ukoliko se znaju moguée vrednosti nezav-
isne promenljive z, integral moze da se shvati kao povrsina ispod krive koja
predstavlja grafik funkcije f(x) i x ose, izmedju odredjenih vrednosti x; i x9
(slika 9.10.).

Uska pravougaona osenc¢ena vrednost ima povrsinu jednaku f(x;)Ax;.
Ukoliko saberemo sve takve elemente od x; do x5 dobili bi pribliznu vrednost



372 GLAVA 9. DODATAK

J ()

\4

X, > < X, X
Ax,

Slika 9.10:

povrsine ispod krive f(z). A ukoliko uzmemo grani¢nu vrednost ove sume
za Ax; — 0, dobili bi pravu vrednost povrsine izmedju ove krive i x ose za
vrednost nezavisne promenljive izmedju vrednosti x; i x5, odnosno

Povrsina = Almiirgo; flz)Az; = /ac1 f(z)dz. (9.47)

Integrali ovog tipa se nazivaju odredjeni integrali.
U praksi se cesto sre¢emo sa integralima oblka

xn+1
dr = +c¢, (n#-1). 9.48
/ St m#E-D (9.48)
Rezultat integracije je jasan i lako proverljiv. Dovoljno je izvrsiti diferen-
ciranje desne strane ove jednakosti i videti da se kao rezultat zaista dobija
podintegralna funkcija f(z) = z™. Ukoliko su granice integrala definisane,
integral postaje odredjen i ima vrednost
n+1 n+1

2 Ty~ — X
"dp = 42— —— —1). A4
lem: s m#-)) (9.49)

To je posledica jednog opstijeg pravila za odredjeni integral koje glasi

/wm f(:B)de = I(l') ﬁf = I(l’g) — [(xl) (950)

1
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Primer iil.
a 3 3
1. / xde:$—|8:a—.
0 3 3
5/2
2./b o 2dx = £|8 = 21)5/2.
0 5/2 5
5 2, 50— 37
3./3 :dev—§|3— 5 = 8.

9.8.1 Parcijalna integracija

Cesto je za resavanje integrala zgodno primeniti metodu parcijalne integracije
u kojoj se u osnovi koristi osobina diferencijala proizvoda dve funkcije

d(uv) = udv + vdu,

odakle je
/udv =uv — /vdu, (9.51)

gde je potrebno izabrati v i v na nac¢in pogodan da se polazni slozeni integral
svede na neki prostiji. Cesto je pri resavanju nekih integrala potrebno pri-
meniti ovaj postupak vise puta. Na primer, integral [ z2e*dx se moze resiti
primenom parcijalne integracije dva puta. Ukolio u prvom koraku uzmemo
da je u = 2* a dv = e"dz (odavde je v = €®), na osnovu formule (9.51) se
dobija

/xzemdx = /xQd(e“”) = 2%e" — /erxdx

Za resavanje integrala u drugom sabiru desne strane zgodno je u narednom
koraku uzeti da je u = x i v = €”, $to dovodi do

/a:exda: = ze’ — /exdx =ze’ —e”.
Na osnovu ovoga je trazeni integral

/xQezdx = 12" — 2xe” + 26% + c.
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9.8.2 Totalni diferencijal

Druga korisna metoda je metoda totalnog diferencijala koja se sastoji u
uvodjenju takve smene da diferencijal nezavisne promenljive postane zapravo
diferencijal podintegralne funkcije. Da bi pokazali kako se ova metoda pri-
menjuje razmotrimo slededi integral

I(x) = /003220 sin xdz.
On moze da se napise u obliku
/0032;5 sinzdr = — /0052 xd(cosx),
odakle je logi¢no da treba uvesti smenu y = cosz, koja daje

/0052:5 sin xdr = —/dey,

Sto je integral koji se elementarno resava i ima vrednost —y®/3+ c. Povratak
na izvornu promenljivu daje vrednost polaznog integrala

cos® x

/00323: sinxzdr = —

9.8.3 Integrali nekih funkcija

Slede nedoredjeni integrali nekih funkcija. U rezultat integracije treba dodati
i proizvoljnu konstantu.

:EnJrl
"dr = 1
/:U T T n#1,

dx
/— =Inx,
T

dz 1
/a:r%—b_bln(a—'—bx)’

xdx T a
/am—l—b_b_l)?ln(a—'_lm)’

dz 1
/7 = ——Inx + az,
z(x +a) a
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dz B 1
/(a—irb:z:)2 ~ bla+bx)’

dx 1 T
/7 = —arctan —,
a2+ 22  a a

)

1
/dx_lna—i—x (a® —2* > 0),

a?2—z22 20 a—=x

1 _
/dx—lx ¢ (z* —a® > 0),

2?—a2 21 z+a
xdx 1 9 9
[ ot =ty @ =),

. X
= arcsin —

/ dx
Va2 — 2 a

1
/e”dx = —e",
a

/axdx =zxlnar — x,

axr

/xe“xdac = e—(aw —1),

a?

dx €T 1
= n(a+ be
/a—i—bem‘ a ac n(a + be),

) 1
sin axdxr = —— cos ax,
a

L.
cosaxrdr = —sinax,
a

1
tan axdr = — In(cos ax),
a

1
/cot axdr = — In(sin az),
a

375



376 GLAVA 9. DODATAK

. 9 xr  sin2ax
sin® axdr = = — ,
2 4a

9 r  sin2ax
cos” axdr = — + ,
4a

9.8.4 Neki odredjeni integrali

00 n!
/ z"edx =
0

antl ?

oo 1 /o

_[ :/ _aajz:\/>’
0 0 ¢ 2V a
1

o0 2
]1:/ re % = —,
0 2a

0 dl 1 /7
o 2 —ax2__70:7 o
12_/0 e  da 4V a¥

o0 dl, 1
[ :/ 3 —ax? ==,
’ 0 ve da 2a?

o0 d210 3 /7
I = / 4, —ax? — e
SO da? 8V a®’

o0 AT 1
I :/ phemae® — 271
0

da a3’

o
dan’
o

dan”

L= [ e = (<)
0

o 2
IQn—I—l :A l,2n+1€—am — (_1>
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