IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

PEIIEILA 3AIJATAKA OIIIITMHCKOI' TAKMNYEILA
n3 MATEMATURE

03.02.2007.

IIpBu pa3pen — A kareropuja

Ayromobun kpehe u3 mecra A KOHCTAHTHOM OpP3WHOM IO MPaBOM
nyty. CBakux 15 mMumHyTa ayro ckpeHe mon yriaom on 90 cremenu
meBo mnm mecHo. Jlokaszatu ma ce ayTo Moske BpaTuTé y mecto A
caMoO TOCJIe IeJor Opoja caTu.

Pewewe: IloctaBumo [lekapTOB mpaBOyTrJM KOOPAWHATHU CUCTEM
TAKO Ia je KOOPIAWHATHU MOYeTaK y Tauku A, a 1a ce Kperame OIBU-
ja mysk oca r u y, 1 HeKa 3a 15 muryTa ayto npebe my:xuny 1. Tana
ce TOCJe CBAKOT CKpeTalma WIW T WX Y KOOpAWHATA ayToMobumia
noBeha wnm cmamu 3a 1, Ipu yeMy ce & W Yy KOODAUHATE MEHAajy
Hau3MeHnyHo. Jla 6u ayToOMOOMI MOHOBO AOMAO V TAukKy A, u & u
Yy KOOpIMHATE MOpajy Oa ce mMpoMeHe mapaH Opoj myrta. KRako ce
OHE Meajy HAU3ZMEHUYHO 3aKBYyUyjeMo ma Opoj x-mpoMeHa u Opoj
y-mpoMeHa Mopajy OmTu mcre mapHocTu. [lpyrum peumMa yKyI-
He OyKVWHE XOPU3O0HTAJNHOT U BEPTUKAJHOT Heja IyTa Mopajy outu
ucte napuoctu. Onasme ce 3ak/pydyje na je YKyIHA Ty:KUHA MIpe-
benor myra memuBa ca 4, makige DO MOHOBHOT NOJIACKA y Taukry A
IpoTeKao je 1meo 6poj catu.

Pemwutu cucrem jemnauwna ([x] je meo meo peassor 6Gpoja x)

x—y = 2005
[x] 4+ [y] = 2007.

M504
Pewemwe: 1lpBy jemHauymHy AOATOT CUCTEMa MOXKEMO 3alUCATA U Y
0bOJIIKY

[z] +{x} — [y] — {y} = 2005,

omakiue ciemu {x}—{y} € Z, tj. {x} ={y}, 36or 0< {z},{y} <1,
mna je

[z] — [y] = 2005
[z] + [y] = 2007,
tj. [z] = 2006 u [y] = 1. Hakue, natu cucreM mmMa GECKOHAYHO

MHOTO pemema 1 R = {(2006 + w,1+w) | 0 S w < 1}.

Ha cumerpamu <BAC tpoyraa ABC youene cy tauke B; m C}
takBe na je BBy 1 AB, CCy 1 AC. Hexka je M cpenumre nysxu B1C1.
Hoxazaru na je MB = MC.



M539

Pewemwe: Younmo ua npaBoj AB tauke Co u N
rakBe na Baxku C1C3 L AB, MN || B1B (can-
ka 1). Ha OCHOBY momymapHOCTH TPOYIJIO-
Ba AClC n AC’ng ciaeamn aoa je C’lC = 0102.
Kako je M cpemumre nysxu B1C7 u C1Cy LAB
caiemu na je N cpemumre nysxku BC5. Crto-
ra je sucuna MN tpoyraa BMCy yjenno u
TEXRUITHA YK, 114 je Taj TPOyrao je THAKOKPAakK,
tj. BM = MC,. C gpyre crpane, m3 Io-
nynapaoctu Tpoyriosa MC1Cy u MC,C cne-
mn na je MC = MCy. Ilpema tome, BM =
MCy = MC. Ciuura 1.

1 _ 4016
b+I — 2007°

3a mpupomaue OpojeBe a,b u ¢ Baxku a + Hoxkazatu na je

1 __ 2007
1 T 4016
C+b+% 016

Pewewe: Kako cy a,b,c mpupomau OpojeBu, 1 KaKo je b—i—% >1, a
caMuM TuM U —r < 1, umMamo na je a Hajsehu npupomas 6poj Mamu

b+ 1
2007 i : 1 _ 2007 : :
On %5i6s Ti- @ —2367Taﬂa je b+ £ = 55+, ma je b majsehu npuponan

6poj mamu on <5+, Tj. b= 1003, a ¢ = 2. Tana mobujamo m nma je

1 2007 .
oIy T A0l6 IITO je 1 TpebaJio MOKa3aTu.

OnpenuTu Ha KOJMKO HAYMHA MO:KeMO (arkrtopucatu 6poj 441000
Ha naBa (axkropa m u n, Tako mna je m > 1, n > 1, u H3(m,n) = 1,
npu demy pemnocien ¢akropa Huje ouraH (Tj. TpoOM3BOOM M - M U
n - M NPeICTaBIbAjy UCTO HAKTOPUCAE).

Pewewe: Kako je 441000 = 23 - 32 - 53 - 72, TpakeHUX OPEICTAB/LAHA
Kao IIPOM3BOJI ABa (aKTOpa MMaMO KOJIMKO U pa3bujama ckymna X =
{23, 32,53, 72} Ha IBa HENpa3Ha MOICKYIIa:

X ={2°yu{3,5°, 7%}, X = {32} U {2°,5°, 7%},
X ={p"}u{3%2% 7%}, X = {7} U{2° 35},
X = {23732}U{53772}7 X = {23753}U{32772}7 X = {23772}U{32753}'

Ilakne onrosop je 7.



IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

PEINTEIHA 3AITATAKA OIIIIITUMHCKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATURE

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

OpapemuTu CKyI CBUX Tadyaka KOMIIJIEKCHE PAaBHU KOje€ 3aI0BOJHABA]Y

r .
|- —i] < 1.
z
M501
Pewewe 1: 3a z = x + iy umamo
1 1 T — 1y T — 1y T iy —y
— = . = = 7 -
z x4y r—1y x2+4+y? 22 +y? x2 + g2’
OJTHOCHO
1 T Y 22 +y?+2y+1
|__Z|2:(ﬁ)2+(1+ 2 2)2: 2 1 .2 :
z e +y T +y ety
Ksanpupamem u cpebuBamem nobuja ce
1 22y +1 1
TP Nl i LA PN Y I DY
z x? +y? 2

Ilakise, Ckyn pemiema Cy CBU KOMIUIEKCHU OPOjeBU 2z KOjU 3a,10BO-
masajy Im(z) < —5

Pewemwe 2:

1—zi |1 — zi|

|<le
z ||

1
- —i<1e] <le|l-z< || e
V4

1= (z+yi)i| <lz+yil & [(1+y) —wi| <[z +yi| &

VA+y2+a2< Va2 +y2 o142+ +22 <2’ +9° 142y <0.

Y paBum cy 3amatu npasa | u tauke A u B ca ucre crpane [. Heka
je M taura Ha [ 3a xojy je AM + M B majmame, a N Tauka Ha [ 3a
kojy Basku na je AN = BN. Ilokazaru na A, B, M, N nexe Ha UCTOj
KDY KHUIA.

Pewewe: Hera je B’ tauka cumerpuuna tauku B y ommocy Ha .
Tanma je M mnpeceuna Tauyka mpaBe | W TIpaBe Koja MPOJA3U KPO3
A u B’, jep 3a npousBosHy Tauky P Ha [, pazauuuty on M, Basku
AP+PB = AP+PB' > AB'= AM+MB. Yrao AM B je cnomammu
yrao jemHaxkokpakor tpoyraa MBB’', na je <AMB = 2<M BB’ =
2<AB’B. Ca gpyre crpane, kako je AN = NB = NB’, tauka N
je meHTap ommcaHe Kpy:kHuIe oko tpoyriaa ABB’, na je <ANB =



2<ABB’ (uenrpanuu yrao je mBa myrta Behu ox mepudepujckor)
omakie je <ANB = <AMB, na tauke A, B, M, N nexe Ha jenHoj

KPY/XHUIIA.

B’

Cauxra 2.

Koju je Behu on cnemeha mBa cioskena pasznomra? OOpasmokuTH
oarosop!

1
A=1+ -
2+
I
3+
i+ )
e
2 N
006 + o
1
B=1+ :
2+ :
3+
4t )
SRR
2005 + ——
2006

1
Pewewe: Paznomaxk R = X + v TAe ¢y X m Y nmosutuBHU peasHU

6pojesu, noseha ce (cmamu) ako ce X moseha (cmamu) omHOCHO
cvmamu (moseha) ako ce Y moseha (cmamu). Ilpumenom osor mpa-
BMJIA B IIyTa 3aK/bYdyjeMO Ia ce pa3jioMak

1

1
Y + =
+Z

X +

noseha (cmamu) ako ce Z cmawmu (moseha). Coumunum pacybusa-
HBEM 3aK/bydyjeMO a Ce Pa3JIoOMak
1

X+
Y+Zi%




cmamu (mopacre) ako D mopacre (cmamuy ce). HacraBmamem oBor
pacybusama, Tj. crasmamem D + 1 ymecto D y mocienmeM pa-
3JIOMKY WUTH. JOJA3UMO JO OIIITEr IPABUIIA:

e Bpoj "ma menapuom mecty” (Tj. HA MecTy rme croje Opoje-

Bu 1,3,5,...,2005 y pasnomry B) cBojum pacrom nosehasa,
a Opoj "ma mapHoM MecTy” (Tj. HA MecTy rme croje GpojeBu
2,4,6,...,2006 y pasmomkry B) cBOjuM pacTtoMm cMamyje Io-

JIa3HM CJIOKEHU pa3JIOMaK.

3akpyUdak:
A< B.

Ompemutu cBe Moryhe BpemHOCTH peaJiHOr MapaMerpa a, 3a Koje
jenHaunmHa
(a—1)az* +ar+a—1
rz+3

UMa jJeIUHCTBEHO pellelmhe y CKYIy peajHux OpojeBa.

0

Pewewe: Y cnyuajy rama je a = 1 mMaMO jeIUHCTBEHO PeEIICHE
x=0. Y cayuajy kana je a # 1 jennaumna he mMaTu je IMHCTBEHO
pememe Kaja je OIUCKPUMUHAHTa KBaJApaTHe jemHaunue (a — 1)z? +
ar+a—1 =0 jemnaka wymu (y3 yciaoB na je  # 3), omakie qobujamo
Ia @ 3a0BOJbABA KBAJAPATHY jenHaumHy —3a’ + 8a — 4 = 0, uumja
pemema cy a =21 a = % Y mpBoM ciry4dajy je pememe r = —1, ay
apyroMm cayuajy x = 1. [lonasna jennaunna he umartu je iAMHCTBEHO
pelieme u y ciayJajy Kaja je £ = —3 KOPeH KBaAPaTHOT TpUHOMA (a—
1)2?4+azx+a—1 (jep x = —3 mUje pemene monasne jenHaunae). Tana
nobujamo na je a = %. Y ToMm caydajy jeOWHCTBEHO peleme je
= —%. Jlakie mona3Ha jeqHauNHA he MMATH je IMHCTBEHO DPEIICHe

5 2 1710
y cmydajy kana a € {5,1, 5,2}

Herka cy mpBa uetupu unana Husa Opojesu 1,9,9,3, mok ce cpa-
ku caenehm umam mobuja Kao ocrarak npu gembeny ca 10 36upa
nperxonua yerupu uaana (1,9,9,3,2,3,7,...). Ioraszatu na he ce
y TOM HM3Y TIOHOBO, Ip€ MJU KacHUje, mojaBUTU dyeTBOpPKa 1,9,9, 3.
Ila nu he ce y ToM HU3y mojaBUTU M 4YeTBOpPKa 7,3,6,77

Mb567

Pewe%e: HaHI/IH_II/IMO HEKOJINKO y3aCTOHHI/IX YEeTBOPKHM M3 HaIllEer’ H13a
(%) 1,9,9,3 9,9,3,2 9.,3,2,3 3,2,3,7 2,3,7.5

Kaxo mocroju 10* moryhux uerBoprn jemsommdpennx 6pojesa, Me-
by 10001-HOM YeTBOpKOM M3 HU3a (*) CUTYPHO MMaMO MOHABJbAHe!
Jlpyrum peurMa HU3 YETBOPKM (*) Ce MOCJEe HEKOI TPEHYTKA IepPU-
omuuHo moHas/ba! Omapme He ciaenu OUPEKTHO na he ce obaBe3HO
IIOHOBO TOjaBUTU YeTBOPKa 1,9,9, 3!



Kmyduno momaTHO omaskame je na ce, y3 IMOIMTOBaWme yCJIOBA jelI-
HOIIM(PPEHOCTU, MOJA3HN HU3 MOKE J€THO3HAYHO PEKOHCTPYUCATU U
yrazan. Hop. ako morpaskumo jemHonudppeH Opoj x TakaB na BaKU

r+14+94+9 npm memewmy ca 10 maje ocrarax 3

JIaKO ce HajJa3u ga je r = 4. Y omnmreM ciayd4ajy, ako cy a,b,c,d
jemHonmdpenn 6pojeBU, OHIA TOCTOJU je IMHCTBEH je THONMU(PEH OpOj
T TakaB nIa

r+a+b+c npu mememy ca 10 maje ocrarak  d.

N3 maBemeHor ce 3akmyuyje nma je Hu3 (%) mepuomuuan Ha o6e
cTpaHe, makje yerBopka 1,9,9,3 ce obaBe3HO mojaBmbyje y TOM Te-
puony.

[Ipernocrasmajyhu na ce uerBopka 7,3,6,7 mojaBipyje y HaleMm
HU3Y, OAPEANMO HEKOJUMKO cienehwux dmanoBa #Husa. lobujamo

() 7.3,6,7,3,9,5,4,1,9,9,3,2,3,7,...

[TojaBa werBOpPKE 1,9,9,3 rapanTyje ma ce oBle paad O UCTOM HU3Y
(%) ma 3akmydyjemo (mepmoaudHOCT) na he ce u deTBOpka 7,3,6,7
Y EBEeMYy IMOHOBO II0jaBUTU.



IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

PEIIEILA 3AIJATAKA OIIIITNMHCKOI' TAKMNYEILA
N3 MATEMATURE

Tpehu pa3spen — A kareropuja

JenmHakokpaku Tpares3 yuja je BucuHa 12, kpak 13, a cpeama JuHMAja
15, porupa oko cBoje kpahe ocuoBure. W3pauyHatu 3anpeMuny
nobujeHor oOpPTHOT TeJia.

Tanrenra 41/1, ctp. 27.

Pewemwe: Ilo npermocraBiu

a+b_
5 =

15, h=12, c=13,

rme cy a u b ocHoBuile, h BucuHa a ¢ Oy:KWHA Kpaka Tpame3a. V3
[Iuraropune Teopeme cienu na je aT*b =+/132 — 122 = 5 onaxkie ce
mako Hajaldu na je a = 20 u b = 10.

Tpaskena 3anpemuna je V = V) —2V5 rue je V) 3anpemMuna BaJjbka
ca MOoJIyIpeYHUKOM ocHOBe h = 12 u BucunoMm a = 20 a V5 3anpeMmuna
KyIle ca MOJIYIPEYHMKOM OCHOBe h = 12 u BucuaOM 252 = 5. Jlakie

2
TpasKkeHa 3allpeEMUHA je

2
V=V, — 2V, = 122720 — §1227T5 = 24007.

Jloka3aTu ma HU 33 jeqaH IPUPOLAH 6poj n, 6poj 3° +1 Huje mebus
ca 41.

Pewemwe: IuperTtHo ce yrBpbhyje ma je 3' =41 3, 32 =41 9, 3% =4
27, 3% =4, 40, 3% =4 38, 3% =4 32, 3" =4 14, 3% =4 1. Iax-
ne 3% =41 —1 je exBuBasentHo ca 3" =g 4. Mebyrum, nociemma
KOHI'DY€EHIja je Ouurienno memoryha, jep je 3" menapan Opoj.

Y paBHu cy 3amatu npasa | u tauke A u B ca ucre crpane [. Heka
je M raura ua [ 3a rojy je AM + M B najuame, a N Taura Ha [
3a kojy Baskm na je AN = BN. Ilorkazatu na A,B,M,N nexe Ha
HCTOM KPYTY.

Pewewe: Hera je B’ Tauka cumerpuuna tadyku B y ommocy Ha [.
Tana je M upeceuna Tauyka mpaBe [ U TpaBe Koja MpoJja3u KpPO3
A u B’, jep 3a npoussBosHy Tauky P Ha [, pazauuury onm M, Basku
AP+PB = AP+PB' > AB'= AM+MB. Yrao AM B je cnomammu
yrao jemmakokpakor tpoyraa MBB’, na je <AMB = 2<M BB’ =
2<AB’'B. Ca mpyre crpame, kako je AN = NB = NB’, tauka N
je meHTap ommcaHe Kpy:kHuIe oko tpoyriaa ABB’, na je <ANB =
24ABB’ (uenrpanuu yrao je mBa myrta Behu onx mepudepujcror)



omakie je <KANB = <AMB, na tauke A, B, M, N nexe Ha jenHoj
KDY KHUIIA.

B7

Cauxka 3.

Jemmaunmna z* + 23 + 222 + 22 +4 = 0 uma jemaH KOMIIJIEKCHU KOPEH
4mju je peajiHU neo jeqHak mMaruHapaoMm nerny. Hahw taj xopew.

Tanrenra 41/1, cTp. 29.

Pewewe: VI3 ycioBa na cy peajHU U UMArvHADHU €0 PEIICHa jeI-
HAKM 3aKbydyjeMo na oHO uMma obuuk z = t(1 + i) rme je ¢t peasan
Opoj koju Tpeba onpenutu. [Ipumerumo na je

(14+i)*=2i (1+4i)°>=-2+2i (1+4d)*=—4

mITO Ce€ MOKEe YCTAHOBUTU WJIN IUPEKTHUM CTEIEHOBAWEM WJIIN
HaJasKembeM TPUTOHOMETPUjCKOr obsmka 6poja 1+ 1.
3aMeHOM y MOJIAa3HOj je IHAYWHU TOOUjamMo

(%) — 4t + (=24 20)8% + 4it* + 2(1 +4)t +4 = 0.

[TomTo je t peasan Opoj, OBa jenHAUYWHA je €KBUBAJIETHA Iapy jel-
HauMHa KOje ce MoOuWjy aKO ce peajlHu U UMArMHAPHU 1Ie0 JeBe
crpane jemHauuse (%) m3jemHave ca HysnoM. VimarumapHu neo jen-
HauuHe (%) je jeqHaunHa

20° + 412 + 2t =0 71j. t(t+1)> =0

na nmomTo 2z = () Huje pememe MOJa3HE jeTHAUMHE 3aKJbYUyjeMO mIa
jet=—-11j. z=—-1—1.

Ha canenehoj covunm je mpencrasmeno 8 rpanosa (A, B,C, D, E, F,G, H)
Koju Mory 6utuy nosesanu ca 12 nyresa (AC, AD, AE, AF, AG, AH, BC,
BD,BE,BF,BG,BH).



B

a) Koju je majuamu 6poj achanraux myresa (on tux 12) morpebHO
U3TPaaUTV TAKO & Ce M3 CBAKOI I'pajta MOKe CTMhu y Omilo Koju
ApYyTU acPajTHUM IIyTeBUMA !

6) Oxpenutu 6GpPOj PA3TUUNTUX HAUMHA & C€ OHU MOBEKY MUHUMAJI-
HUM OpojeM achanrTHux myresa (om Tux 12), TAKO ma Ce U3 CBAKOT
rpajga Moke ctTuhu y OMI0 KOoju APYrd acayTHUM Iy TEBUMA.

Pewewe: a) Vsrpammom mpBor acdaJyTHO MyTa CMO MOBE3aJU 2
rpana. Hanmame, nomaBameM CBAKOT HOBOT achaTUpaHor myrta (u3
HEKOT rpala Koju je Beh moBesan acaiITUpaHUM IIyTeM), MOBE3Y-
jemo jom (HajBume) 1 rpam ca OHMMA KOjU Cy IPETXOJHO OMIU
moBe3anu. (Crora moHABHAKEM OBOI MOCTYIKA AATUX 8 I'pagoBa
MOKeMO IIOBe3aTu ca 0ap 7 acaaTupaHUX IIyTeBa.

[Torpebuo je jom mokaszatu na je To u Moryhe ypamutu ca 7
nyTeBa (ma GucMO MOKA3aidy Ia je Taj MUHUMAJaH Opoj acdayurTu-
panux myTesa bam jequak 7). To MokeMO ypaauTu Ha BUIIE HAUMHA
(ronuko onpebyjemo y meany nmon 6). Heku on mux cy mpencraBibeHn
Ha ciuenehoj caunum:

6) I'pamosu A u B mory OuTy CHOjeHU IyTeM Iy:KUHE 2 IPEKO
ouno xor oxm rpamosa C,D,FE F,G,H u Taj rpang W Moxkemo u3-
abpatu Ha (?) = 6 HauymHA. 3a CBaKU OJ NPeoCcTalux 5 rpanosa (u3
ckyna {C,D,E,F,G,H}\ {W}) umamo 2 moryhuaoctu: wiam je cmo-
jer ca rpagom A mnu ca B. To mam maje (f) - 2% = 192 pazamanTIX
HauyMHa na acPalTUPAHUM IIyTEeBMMa IIOBEKEMO CBE I'DaJIOBE.
Hanomena: Y Teopuju rpadoBa ce CTPYKTypa y ey MOJ a) HA3U-
Ba ctabio rpada 1 OHO 3a rpag ca n YBOpPOBa yBeK mMa n — 1 rpany
(mo3HaTa YMBEHUIA KOja Ce MO:Ke KOPDUCTUTH), HOK je y Iy MOJ
6) onpebusan 6poj pazanumyhux crabana 3a Koju moctoju moceGHA
Teopuja.



IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

PEIIEILA 3AIJATAKA OIIIITNMHCKOI' TAKMNYEILA
N3 MATEMATURE

YerepTH; pa3pen — A kareropuja

Jemmaumna 2% 4+ 23 4 222 4+ 22 + 4 = 0 UMa jeJaH KOMILIEKCHU KODEH
4nju je peasHu neo jemHak mMmaruHapaoMm nerny. Hahwu taj xopew.
Tanrenra 41/1, ctp. 29.

Pewewe: VI3 yciaoBa ma cy peajHM U UMarvuHapHU €O pellema jel-
HAKU 3aKJbydyjeMo na OHO mMa obuuk z = t(1 4 i) rme je ¢t peanan
Opoj roju Tpeba oapenutu. [Ipumerumo na je

(1+0)?=2i (1+i)’=-2+2  (1+4i)*'=-4

MITO Ce MO:KEe YCTAHOBUTU WJIW MOUPEKTHUM CTEIEeHOBAIHEM WJIN
HaJaKemheM TPUTOHOMETPUjCKOT obsimka 6poja 1 + 1.
3aMEHOM y TOJIA3HOj jeqHauynHu A00mjaMo

(%) — A4t 4 (=2 + 20)3 + 4it? +2(1 + i)t + 4 = 0.

[TomTo je t peasan Opoj, oBa jemqHauyuwHa je €KBUBAJIETHA Tapy je-
HauMHa KOje ce MOoOMjy aKO Ce peajlHu U UMATrMHAPHU €0 JeBe
cTpaHe jemHauumHe (k) u3jemHade ca HyiaoMm. Vimarmmapuu neo jen-
HauuHe (%) je jeIHAUYUHA

20 42 4+ 2t =0 7). t(t+1)> =0

na momTo z = (0 Huje pemreme TMOJa3HE jeTHAUMHE 3aKbYydyjeMo na
jet=—-11j. z=—-1—1.

O,B;peI[I/ITI/I MaKCUMaJIHY BPEOHOCT (j)yHKIII/IJe
(&) = |ala - Dz - 2)(z - 3)(z — D~ ) - 6z - 7)
3a z € [3,4].
M417

Pewewe 1: Jacuo, 360r x € [3,4],
F(@) = 2z — 1)z - 2)(z — 3)(4 — 2)(5 — )(6 — 2)(7 — 2).

Ha ocuoBy HejennakocTu namelhy apuTMeTUYKE U T€OMETPUjCKE Cpe-
OUHEe, IMaMO Ja je

x4+ (7—2x)

> Vel(T—a), 1. x(7—x)<(z)2.

2



Caununo mobujamo ma je

<x—1><6—x><(§)2, (x—2>(5—x><(§)2 . <x—3><4—x><(%)2.

JemHakoCT y CBUM ciydajeBUMa BaKU CaMO y CJIydajy Kala je & =

7
3 € [3,4] (jemnauuue r =T7T—z, x—1=6—x,x—2=5—x, -3 =4—=x
cy exBuBaJsienTHe). [lakie,

11025

max (o) [« € 3} = 7 (3 ) =352t = 12

Pewewe 2: Pynrunja f(z) je mosurmBana Ha uHTepBasy (3,4) (u
Bazku f(3) = f(4) = 0) ma ce MeCTO HEHOI MAKCUMyMa IIOKJIAINa
ca MecToM MakcuMmyMa ¢yukmuje g(z) = log f(x) (oBme ce kopucTun
CTpPOTra MOHOTOHOCT JIOTAPUTAMCKE (QYHKIUje). YOoumMmo na je

,(x>_1+ 1 " 1 n 1 _ 1 B 1 _ 1 _ 1
g T x x—-1 -2 x-3 44—z b5—x 6-—2 T—1x

dyuruuja ¢'(z) je crporo onanajyha y unrepsany (3,4) jep cy cBu
cabupmu crporo omanajyhu y maBenenom maTepBaiay. OBO ce MOke
NPOBEPUTH U HaJlaKeHmeM u3Bona te (yukmuje ¢ (x) =

1 1 1 1 1 1 1 1

22 (z—1)2 (x—2)2 (x—-32 (“A—=x)?2 (G-x)?2 6-2z)2 (T—z)2

Jlako ce mpoBepu ma je g’(%) = 0 na 3akmyuyjemo na ¢pyurnuja g(zr)
na tuMe u Gyukimja f(r) KOCTUKE CBOj MAKCUMYM Yy TAYKUA T = %
UTI.

Koju mpaBoyriu Tpoyrao obuma 2 + /2 uma Hajsehn momympednnk
yIUCaHe KPY/KHUIE.

Pewewe: Herka cy a u b karere, ¢ XUIIOTEHY3a U T MOJYIPEYHUK YII-
UcaHe KPYsKHUIlE mpaBoyrior tpoyriua. Kopucrehm nmosmaty ¢op-
MyJy 3a MOJIyIIPEYHWK yHOUCaHe KPYKHUIE TPaBOYTJIOT TPOYTJa,

r= %”_C, nobujamo
at+b—c a+b+c—2c V2
= = =14+ ——c
2 2 2

OnmpemuMo cana HajMamy Moryhy BpemHocT 3a c. V3 HejemHakocTu
KBaApaTHE W apUTMETUYKe cpenuHe, y3 kopummheme IluTaropune
TeopeMe, HAJA3UMO 14 je

2+4V2—c _atb_ [a2+0? ¢
2 2 = 2 2

OAaﬁnejecz\/i 3aTojer:1+\/7§—c§1+\/7§—\/§:1—‘/7§.
OBuM cMO [OKa3aJiM [1a MOJYIPEYHUK YIUCAHEe KPY:KHUIE HUje Behu




om1— \/75 Ta BpegHOCT Cce mOCTWKe aKKO y HaBeOeHO] Heje THAKOCTU
Ba)KM 3HAK jeTHAKOCTHU, OMHOCHO akKko je a = b. OmaBme mako Ha-
mazuMo na HajBehm mMoryhu mosynpedyHuk ynucaHe KPY:KHUIE, Me-
by mpaBOyramM TPOYTIOBUMA ca obmMOM 2 + /2, mMa IpaBoOyTIH
Tpoyrao umje cy Karere a = b= 1, a xunorenysa c = /2.

Heka cy A, B, C' u D yeTtupu npou3BOJbHE TAUKe Y IPOCTOPY.

— —
a) Horazaru na je: 2AC - BD = BC-BC + AD - AD — AB - AB —
—_— =
DC'- DC.

b) Uzpauynaru yrao usmeby mujaronana AC u BD (npocropsor)
yerBopoyria ABCD ako je AB =11, BC =13, CD =8 u
DA = 4.

Hamomena: /lmjaromasa mpoOCTOPHOT IOJUT'OHA j€ CBaKa yiK
KOja cIaja HEKa OBa HECyCelHa TeMeHA.

Pewemwe:

a)
—_— = —_— — —_— — —_— —
BC-BC+ AD-AD — AB-AB —DC - DC
—_— — —_— — —_— = —_— =
=(BD+DC)-(BA+ AC)+ (AC+CD)-(AB + BD)
—_— — = —
— AB-AB - DC - DC
—_— = — —— = ——
=2BD - AC+ AB-(AC+CD + DB)
_— - —  — —_— — = —
+CD-(CA+AB+ BD)— AB-AB—DC - DC
—_— —
=2AC - BD
AJITepHaTI/IBHO, Moryhe je NOCHTUTET IPOBEPUTU TaKO IITO CE
— — —
CBU BEeKTOPU U3pase mpeko Bekropa AB = u, AC =vu AD = w.

b) Kopucrehu jemmaroct a) nmamo
2AC - BD = 132 +4% — 112 — 82 = 0
ma 3akpydyjeMo na je yrao mmely amjaroHasia mpas.

Hanowmena: IIpumerumo ma mMa MHOTO IPOCTOPHUX UETBOPOYTJIOBA
ABCD koju 3am0BO/baBajy yCJIOB HOX D) anu ma CBU OHU MMajy
OpTOrOHAJIHE AujaroHade!

Onpenutu cBe nonuuaome P € R[x]| 3a koje Bakn

P(z?) = 2%(2* + 1)P(z), 3a cBako = € R



Pewemwe: IlpermocraBumo ma mosuaoM P(x) HUje MAEHTUYKEA jen-
Hak Hyau (P(zr) = 0 TpuBHjasHO 3aI0BOJbABA 3aMaHy jeTHAUNHY ).
Kako je P(z?) mapma ¢yHEMMja, MOpa OWTH M TOJUHOM ca JECHe
cTpaHe mapHa (yHKIUja, nakie moJauHoM P(x) caapsku camMo maphe
crenere on z. Heka je P(1) = a2, 2" +ag, 22?2+ ... +ax® +ag y3
IPETNOCTABKY Ha je ag, # 0. 3aMeHOM y TOJIa3Hy jenHadywHy mnodu-
jamo ma je Bomehu unaH y MOJIMHOMY Ca JIeBe CTPaHe as,r ", a ca
NeCHE CTpaHe az,x°" 4. U3jenrnavaBameM TUX m3pasa J00OUjaMo 12
je n = 2. Ilaxne momunOoM je obmmka P(r) = ax® + bx? + c. 3amenom
TOT NOJIMHOMA Y MOJIa3HY jeJHAUYUHY U M3jeNHadaBam-eM Koeduuuje-
HaTa y3 ucrte crenene mobujamo na je ¢ =0, b = —a. Ilakne pememe
cy momuromMu obmuka P(z) = a(z* — 2?), rae je a € R.



IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

PEIITEIHLA 3AJATAKA OIIIITVHCKOI' TAKMWYEIHA
N3 MATEMATURE

IIpBu pa3pen — b kareropuja

Crpanuna npasoyraouuka BC nBa myrta je Beha on crpanure AB.
Heka je ma crpamumu BC 3amara tauka M Tako ma cy yrJioBuU
JAMB u <AMD jenunaku. VI3pauyHaTu Te€ yrioBe.

Pewemwe: Yrao <BMA = <M AD xao yrjoBu ca mapaJieJHIM Kpallu-
va. Onpa je tpoyrao M AD jennakorkpak. Caemu na je MD = AD.
36or ycaoBa 3amaTtka ciaemu ma je MD = 2CD. Y mpaBoyriom
rpoyray MCD xunoreny3a je nBa myTta Beha on karere ma je yrao
<DMC = 30°. OnmaBne ciemu na je TpasKeHU yrao 75 CTEIeHU.

Konuko mma nmeronmdpennx OpojeBa KOju MMajy TavyHO jenHy nudpy
67

Pewewe: Hera je npa mudpa 6. Tama mmamo p=1-9-9-9-9 =6 561
opojeBa. Heka canma npsa nudpa muje 6. Ona ne moske outu wHu 0,
ma je MoxkeMo n3abpartu Ha 8 HaunHa. lludpa 6 ce Hamasm HA jenHOM
on mpeocTtaja 4 MecTa - TO MECTO MOKeMO mM3abpaTtu Ha 4 HAUYMHA.
Ha ocrama 3 mecra Moske O6uTm Omiao kKoja mudpa pa3imduTa OJ
6 - To mecto Mmo:keMo m3abparu Ha 9 -9 -9 maumna. Crora y oBOM
ciaydajy umamo q = 8-4-9-9-9 = 23 328 6pojeBa. Ilo npasumay 30upa,
OpojeBa KOju 3a40BOJbABAY YCJIOBE 3amaTKa nMa p + q = 29 889.
Pemwutu cucrem jemnauwna ([x] je meo meo peassor Gpoja x)

x—y = 2005
[x] + [y] = 2007.

M504
Pewewe: 1lpBy jemHaumHy maTor cucTeMa MOYKEMO 3aIlUCATA U Y
00mKy

[z] + {z} — [y] — {y} = 2005,

omakse ciemu {x}—{y} € Z, tj. {x} ={y}, 36or 0<{z},{y} <1,
ma je

[z] — [y] = 2005
[z] + [y] = 2007,
tj. [z] = 2006 u [y] = 1. Hakae, natu cucreM umMa GECKOHAYHO

MHOTO pemema 1 R = {(2006 + w,1 +w) | 0 < w < 1}.

306up mudapa 6poja x jemHaxk je y, a 36up mudapa Opoja y jemHaK
je z. Ompemuru x ako je x + y —+ z = 60.
M404

Pewewe: Ouurnenno je x mBoumu¢pper 6poj, tj. = = 10a + b, npu
yeMy cy a u b muppe mexamgaor cuctema u a # 0. Ilakme, y = a + b.



Ako je a+b <9, rana jeu z =a+b, na je 60 = 10a+b+2(a+0),
tj. 12a + 3b = 60, omuocuo 4a + b = 20. Ilarse, y oBOM ciayuajy
nvamo na (a,b) € {(4,4),(5,0)}.

Axo je a+b > 10, Ttana je z=a+b—9, ma je 60 = 12a + 3b — 9,
Tj. 4a + b = 23. PemaBameMm mociienme jegHauyuHe modOujamMo na je
(a,b) = (4,7).

Hakne, x € {44,47,50}.

Onpenutu nBe mocnaenme mudpe O6poja 99°
M505

Pewewe: Hanumumo nocnenme nBe nmudpe cBUX OpojeBa M3 HU3A
(%) 9,92,9% 9% 95 95 97 98 99 910 gll gl2
Y 3acTOMHUM MHOXEHeM ca 9, JIaKO ce Haja3W Oa Cy TO OpojeBu
() 9,81,29,61,49,41,69,21,89,01,09,81, ...

3akmpydyjeMo a ce MOChaeqibe nBe mudpe MOHABBAJY Ca MEePUOIOM
10 1j. ma 9 u 9° umajy jemHake mBe mocaemme mUdpe ako a u b majy
UCTU OCTaTak Ipu nesbemy ca 10, miau apyrum pedmma ako a u b
UMajy UCTYy HOCIeInYy IUPpYy.

IMopebemem HuzoBa (%) U (k) HATA3UMO Ha je mocienma muppa
6poja 92 6poj 9 ma 3akmyUyjeMo ma 99° u 9° nMajy jeaHake mocye-
we nse mudpe. Onasne, moHOBHNM ynopebuBamem HrzoBa (%) 1 (k)
HaJa3MMO Ja Cy TpaskeHe mudpe 8 u 9.



IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

PEINTEIHA 3AIJATAKA OIIIITNHCKOI' TAKMUNYEIHLA
N3 MATEMATURE

Ilpyru paspen — B kareropuja

OnpenuTtu cBe KOMIJIEKCHE OpojeBe z = & + iy, 3a KOje BaKU
zl=1 u |z—1—d|=|z+1+1].
Tanrenra 45/1, crp. 39.

Pewemwe:
lz4+iyl=1 < 2*4+92=1
|(z=1)+i(y—1) = [(z+1)+i(y+1)| & (2-1)+(y—1)* = (z+1)*+(y+1)°
Sz+y=0.
OnmaBme ce 1ako HaJIA3u 1a je T = —‘/7§,y = \/75 U X = \/TE,y = —\/75
Tj. jeIVHU KOMIIJIEKCHU OPOjeBU ca TPaKEHUM CBOjCTBUMA CY

V2 V2, V2 V2,
-+ — 7 TZ.

AT T 2T
Pemutu nejennaumny
x4+ 2 x4+ 2
+ <0.
B—z| x—-6"

Tanrenra 44/4, cTp. 33.

Peweme: Tlomro cy {—2,3,6} mymne (Tj. MecTa IpoMeHe 3HAKA) IIOJIU-
HoMma r+2,3—x,x—06, IPUPOIHO je MMCKyTOBaTHU cienehe cayuajese:

1. cayuaj: (z < —2)

Hejennaumua je y oBOM cilyyajy €KBUBaJI€THA Ca

r+2 x4+2
_ < (3 — _
- 6—33_0 /- (3—x)(6—1x)

(x4+2)6—2z)— (z+2)(3—2) <0 & x+2<0.

Pememe: z < —2.

2. cayuaj: (—2 <z <3)
Hejenmnaumua je y oBOM ciiydajy Kao M moz 1. eKBUBaJIeTHA Ca

r+2 x4+2
— < . — —
<0 [ B-2)6-2)

(x4+2)6—z)— (z+2)3—2)<0 & z+2<0 & zx<-2

IITO 3HAYX Oa 104 OBUM YyCJIOBMMa HEMa pelcHkma.



3. cayuaj: (3 <z <6)
Hejennaumua je y oBOM cilyyajy €KBUBaJIETHA Ca

r+2 x+2
:r:—3_6—x§0 /- (x—3)(6—x)
(x4+2)6—2)—(z+2)(z—3)<0 < (z+2)(9—22)<0.
Pemene: g§x<6.

4. cnyuaj: (6 < x)
Hejennaumua je y oBOM cilyyajy €KBUBaJIETHA Ca

r+2 x+2
< A — _
$—3+x—6_0 /- (x—3)(x—6)

(x+2)(x—6)+(z+2)(z—3)<0 < (z+2)(2z—-9)<0

IIa HU y OBOM CJIyYa]y HeMa pemena.
Konauno pememe: x € (—oo, —2] U [2,6).
Ha cumerpanu <BAC tpoyraa ABC youene cy tauke By m Cy

rakse na je BB11AB, CCy{1LAC. Heka je M cpemumre ny:xu B1C1.
Hoxazaru na je MB = MC.

M539

Pewemwe: Younmo na npaBoj AB tauke Co u N
rakBe ga Baxku C1Cy L AB, MN || B1B (can-
ka 1). Ha ocHOBY momymapHOCTH TPOYIJIO-
Ba AC1C u ACCy cnemu nma je C1C = C1Cs.
Kako je M cpemumre nysxu B1C7 u C1Cy L AB
cnenu na je N cpemumre nysxku BCy. Cro-
ra je sucuna MN tpoyraa BMCy yjenno mu
TERUITHA YK, [1a je Taj TPOyrao je JTHAKOKPAaK,
tj. BM = MC;. C gpyre crpane, m3 mO-
nynapuaoctu tpoyraosa MC1Cy u MCC cne-
m na je MC = MC,. Ilpema tome, BM =
MCy = MC. Cauka 1.

[Topebaru no Besuumam pasiaomre. O6pasaoKUTA OArOBOP!

1 1 1

: B =2+ : C =2+ :
3+1+—1 3+1+—1 3+2+—1
1 1 1
44+ — 54 = 44+ —
+7 +7 +7

A=2t

1
Pewewe: Paznomaxk R = X + v TAe ¢y X m Y nmo3uTuBHU peasHU

6pojesu, noseha ce (cmamu) ako ce X moseha (cmamu) omHOCHO



cmamu (moseha) ako ce Y moseha (cmamu). Ilpumenom osor mpa-
BUJIA [BA IyTa 3aK/bYUyjeMO Ia Pa3IOMak

1

1
Y + =
+Z

X +

nopacre (omamme) ako Z mopacrte (omamue). Cunuunum pacybuBa-
HBEM 3aK/byUyjeMO a Pa3iioMak

1

1

X+

omana (pacre) ako D pacre (omana). Komauno, mpumeHoM mcTOr
apryMeHTa, 3akpydyjemo na ce pasnomak (X,Y,Z, D, T > 0)

1

(+) X+
Y +

1
Z +

1
D+ —

T
nmoBeha ako ce moBeha jemam onm 6pojeBa X, Z umu 1T a cMamu ako
ce moBeha jeman on 6pojea Y wuau D.

3akJbyUaK:
B<A<C.

Onpenutu cBe Moryhe BpemHOCTM peasHOr mapaMerpa a, 3a Koje
jemHaumHa

(a—1)az* +ar+a—1

r+3 B

nMa jeIMHCTBEHO pPeIleme y CKYIy peaJiHuX Opojesa.

0

Pewewe: Y cayuajy Kama je a = 1 mMaMO jeOIUHCTBEHO pelIeme
x=0. Y cayuajy kama je a # 1 jennaumua he mMaTu je IMHCTBEHO
pememe Kaja je MMCKPUMUHAHTA KBaapaTHe jemnaumne (a — 1)z? +
ar +a —1 = 0 jemmaka HyJM, omakJie moOUjaMO na a 3ad0BOJbaBa
KBaApaTHY jeqHaunny —3a’+8a—4 = 0, unja pemema cy a = 2 1 a =
%. Y mpBOM ciydajy je pememe ¥ = —1, a y apyrom caydajy x = 1.
[lonazua jemnaumna he mMaTy jeIUHCTBEHO pEIIEHE U Yy CIydajy
Kana je T = —3 KOpeH kBaapaTHOT TpuHOMa (a — 1)2? 4+ azx +a — 1
(jep * = —3 muje pememe mnosasne jenxHauumue). Tanma mobujamo ma
je a = 1—70. Y TOM ciayd4ajy jeIMHCTBEHO peEIleme je T = —%. Iaxmne
moJjia3Ha jeqHauynHa he uMaTu jeIMHCTBEHO pellelhe V CIydajy Kaaa
ac{3,1,1 2}



IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

PEIIEILA 3AIJATAKA OIIIITNMHCKOI' TAKMNYEILA
N3 MATEMATURE

Tpehu pa3zpen — B kareropuja

1 1 . T
Axro je b=3T ez y c =31 Toes®  norazaTu Ja je a = J1-Toesc.
Tanrenra 39/3, crp. 40.

Pewewe: HaBenene Tpu jeIHAKOCTU Cy €KBUBAJIEHTHE jeTHAKOCTUMA

1

logs b =  E—
©8s 1 —logsc

logs c = logs a =

1 —1logsa 1 —logs b

Tpeha jemmarocTt ce mobuje aro ce logs b M3 mpBe 3aMeHU y APYTY
jEeTHAKOCT.

Hamomena: IIpumerumo ma je tBpbheme 3amaTka OJMCKO MOBE3aHO
ca tBpbhewem na je f(f(f(z))) =z rme je

1
Pemutu cucrem jemnauuna
2 + y + 2z + u =1
r + 2y + z + u =1
x + y + 22 + u =1
r + vy + z + 2u = 1.

Tanrenra 38/2, crp. 40.

Pewewe: Cabupamem jemnaumna mobujamo na je x +y + 2 +u =
U najbe ONYy3UMameM Ol OAroBapajynux jemqHauynHa HAJa3u Ce 1A j
peleme cucreMa

4
5
e

1
r=y=z=u=—.
Y 5
Iokazatu na je
s o T 1
COS — COS — COS — = —.
9 9 8
Pewemwe:
T o T 1 s 4 27
COS — COS — €08 — = — c0S — (cos — + cos — ) =
9 9 9 2 9 3 9
1 7T+1 s 2 1 7T+1 1(1+ 7r) 1
——COS—+ -COS—CoOS— = ——cos— + — - —(=4+cos—) = —
4 9 2 9 9 4 9 2 2°2 9 8



Oxpenutu nopenak 6pojesa (COPTUPATH IO BEIUUMHU )

2 52
2 9—2

a=-2"% ,b=-2

9272 g—272

52 —2
Le=-2 d=22" =22 f=2

Pewewe: Kopuctrhemo cBOjCTBO ma je eKCIOHEHIUjalHA (DYHKIVja
f: R — RY, nedpunucana ca f(x) = 2% 3a cBako x € R, cTporo
MOHOTOHO pactyha. (x)

Ouurnenuo cy 6pojeBu a,b u ¢ HeraTuBHU, HOK Cy OpojeBu d,e
u f noswrusau. Heka je a3 = —22, by =272 u ¢; = 22 . Kaxo je
272 > 0 > —22, 1o Ha ocHOBY (*), cmemu ¢; > by. Kako je jom u a;
HeraTuBaH Opoj, a by u ¢y mo3uTuBHU, TO je a1 < by < ¢1, Te 300T
(%) Basku |a| < |b] < |c|. OmaBne, umajyhu Ha ymy ma cy GpojeBu a, b
U ¢ HeTATUBHU, NOOUjaMoO ma Basku mopenak a > b > c. Heka je cana
dy = —2_22, e1 = 22" g fi= 2-27", BpojeBu dy u e; cy HETaTUBHU,
IOK je 6poj fi mosurtmsam. M3 272 > 0 > —22 1o (x) je |er| > |di],
omHOCHO €1 < dj. 3akmyuyjemo ma je e; < d; < f1, Te ropucrehu
(*) jom jemmom, umamo e < d < f.

Ha oBaj Haume cMO KOHAYHO MOKAa3ajud Oa j€ PacCIopen JaTUxX
bpojeBa c<b<a<e<d< f.

Hexka cy mpBa uetupm unana Hm3a OpojeBum 1,9,9,3, mok ce caa-
ku ciaenehu unan mobuja Kao ocrtaTak npu aememy ca 10 30upa
nperxonna yerupu uaana (1,9,9,3,2,3,7,...). Ilorkazatu na he ce
y TOM HU3Y IOHOBO, Ip€ MU KaCHUje, I0jaBUTU dyeTBOpPKa 1,9,9, 3.

Ia nu he ce y ToM HU3y mOjaBUTU U YeTBOpPKa 7,3,6,77
Mb567

Pewe%e: HaHI/IIlII/IMO HEKOJIMKO y3aCTOHHI/IX YEeTBOPKHM M3 Halller’ H1U3a
(%) 1,9,9,3 9,9,3,2 9,3,2,3 3,2,3,7 2,3,7,5

Kaxo mocroju 10* moryhux ueTBoprn jemnonudperux 6pojena, Me-
by 10001-HOM ueTBOpKOM M3 HM3a (*) CUIYyPHO MMAMO IIOHABJbAHE!
Ilpyrum peurMa HU3 YeTBOPKU (*) Ce MOCJEe HEKOT TPEHYTKA IepU-
omnuno moHassma! OnpaBme He cileau OUPEKTHO na he ce obaBe3HO
IIOHOBO IOjaBUTU YeTBOPKa 1,9,9, 3!

Kmyuno momatHO omaskame je ma ce, y3 MOIMITOBAKE yCJIOBA je-
HOIM(PEHOCTU, MOJA3HN HU3 MOKE jeTHO3HAYHO PEKOHCTPYUCATU U
yHazan. Hop. ako morpaskumMo jemHomudpen OpPoj x TakaB oa BaKu

r+14+94+9 1pwm nememy ca 10 naje ocrarax 3

JIaKO ce HaJia3u na je x = 4. Y ommrTeMm ciydajy, ako ¢y a,b,c,d
jenHommdpenn 6pojeBU, OHA TOCTOJU je IMHCTBEH je THOMM(PEH OPOj
X TakaB Ia

r+a+b+c npu mememy ca 10 maje ocrarak  d.



W3 maBemenor ce 3akmyuyje na je HuU3 (k) mepuoauyaH Ha 006e
cTpaHe, makjie yeTBopka 1,9,9,3 ce obaBe3HO mojaBmyje y TOM Ie-

puony.

IIpernocraBmajyhu na ce yerBopka 7,3,6,7 mojaBspyje y HAIIEM
HU3Y, OAPEANMO HEKOJMKO ciienehwux umanoBa #Huza. [lobOujamo

() 7.3,6,7,3,9,5,4,1,9,9,3,2,3,7, ...

[TojaBa weTrBOpPKE 1,9,9,3 rapanTyje ma ce oBae pamay O UCTOM HU3Y
na 3akmpyuyjemo (mepmomuunoct) na he ce u yerBopka 7,3,6,7 y
HBEeMY TTOHOBO TOjaBUTH.



IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

PEIITEILA 3AJATAEKA OIIIITVHCKOI' TAKMWYEIHA
N3 MATEMATURE

UerBpTH; pa3pen — b kareropuja

Ioxazaru na ce nomuaoM P(z) = 28+ 25+ 2% + 22+ 1 moxe mamucaTu
Ka0 IPOM3BOJ [Ba HEKOHCTAHTHA IIOJIMHOMA UUJU KOC(PUIU]JCHTU CY
ey OpojeBu.

Pewewe: RopumhemeM m0O3HATOT UIASHTUTETA
" —1=(z - +2" 2+, Fa+1)
nobujamo

10 1 5 1 5 1
P(x) = 22 — = 9;_ . g; :1 = (e 2P+ 2?2 +1) (2t =232 —241).

[IpumeTnMo na ce TropwmUM apryMEHTOM IOKa3yje jemaHaKOCT
MTOJIMHOMA,

(%) Pla)=(z*"+23+22 +x+ 1) -3+ 22 -2+ 1)

y3 ycaos x ¢ {—1,+1}. Ipyrum peumma jemsakoct (x) he Gurnm
MOTIIYHO MOKa3aHa TEK aKO Ce jOII W HEMOCPEIHO MpoBepu 3a & = —1
uzx=1.

Pemutu cucrem jemmauuna

2t + y 4+ z + uwu =1
r + 2y + z + u 1
r + y 4+ 2z + u =1
r + vy + z + 2u = 1.

Taurenra 38/2, crp. 40.

Pewewe: Cabupamem jennaunaa modbujamo ma je  +y + z +u =
U gaJbe Ony3uMameM O OAroBapajynux jenHadyunHa HaJa3uW ce Oa j
pemnreme cucreMa

4
5
e

z:y:z:u:g

Jemmaumna 2% 4+ 23 4 222 4+ 22 + 4 = 0 UMa jeJaH KOMILIEKCHU KODEH
4uju je peasHu neo jemHak mMmaruHapaom merny. Hahwu taj xopew.
Tanrenra 41/1, ctp. 29.

Pewewe: VI3 ycmoBa ma cy peajHM U UMarvuHapHU OEO pellema jel-
HAKU 3aKJbydyjeMo na OHO mMa obuuk z = t(1 + i) roe je t peanan
Opoj koju Tpeba oapenutu. [Ipumerumo na je

(1432 =2i (1+i)3=-2+2 (1+i)*=—4



mMTO Ce MOKe YCTAHOBUTU WJIN OWPEKTHUM CTEIeHOBAHEM WU
HaJasKemheM TPUTOHOMETPUjCKOr obsmka 6poja 1+ 1.
3aMEHOM y TOJIa3HOj jeqHaunHn 100umjaMo

(%) — 4t 4 (=2 + 20)t3 + 4it* +2(1 +4)t + 4 = 0.

[TomTo je t peasan Opoj, oBa jemqHauyWHa je €KBUBAJIETHA Tapy je-
HauMHa KOje ce MOoOMjy aKO Ce peajlHu U MMArMHAPHU €0 JeBe
cTpaHe jemHauumHe (k) u3jemHade ca HyiaoMm. Vimarumapuu neo jen-
HauuHe (%) je jeqHaunHa

20° + 412 + 2t =0 71j. t(t+1)> =0

na nmomTo 2z = () Huje pelmeme MoJa3He jeHAUYWHE 3aKbYydyjeMo Ia
jet=—-11j. z=—-1—1.

OnpenuTu MakCUMAJHY BPEAHOCT (DYHKIIU]je
fz) = |z(z = (2 - 2)(z = 3)(z — 4)(z = 5)(z — 6)(x — 7)]

3a = € [3,4].
M417

Pewemwe 1: Jacuo, 360r x € [3,4],
flz)=2z(z—-1)(z—-2)(x—3)4—2)(5b—2)(6 —z)(7 — x).

Ha ocuoBy HejemnakocTu nsmely apurMeTuke U reOMeTPUjCcKe cpe-
OUHE, UMaMO na je

7

il Ul ) S e Y x(7—x)<(—)2.

2 2

Cauuno mobujamo ma je

<x—1><6—x><(§)2, (x—2>(5—x><(§)2 . <x—3><4—x><(§)2.

JenmHakoCT y CBUM ciIydYajeBHMa BayKU CaMO Yy CIIyda]y Kazaa je & =

3 € [3,4] (jemmaunue x =T7T—x, z—1=6—x,x—2=5—z,x—3=4—=z
cy ekBuBasentue). Jlakie,

11025

max { f(z) |z € [3,4]} = f (g) =350 = 256

Pewewe 2: Pyuruuja f(r) je mosmruBama Ha wunTepBatdy (3,4) (m
Baskn f(3) = f(4) = 0) ma ce MeCTO HEHOI MAKCUMyMa IIOKJIAIA
ca MectoM MakcumyMma ¢yukimje g(z) = log f(x) (oBme ce kopuctu
CTpOra MOHOTOHOCT JIOTapuUTaMCKe (QyHKIUje). YOounMo aa je

11 1 1 1 1 1 1
+ - +




dyurrnuja ¢'(r) je crporo onanajyha y unrepsaay (3,4) jep cy cBu
cabupnu crporo onanajyhu y masenenoMm marepBasy. OBO ce MOKe
OPOBEPUTHU U HAJNAKEHmEM u3Bona te ¢Gyuruuje g (x) =

1 1 1 1 1 1 1 1

22 (z—1)2 (x—2)2 (@—-32 (“A—-2)?2 G-x)2 6-2)2 (T—z)2

Jlako ce nmposepu na je g’(%) = 0 ma 3akmpyuyjemo na Gpyuruuja g(x)
na Tume u QyHruuja f(r) ZOCTUKE CBOj MAKCUMYM y TAUYKUA & = %

Heka je (an)neN ApUTMETUYKM HU3 PEATHUX Opojesa.

(a) Aro 3a meke mpupoaHe OpojeBe M U N BaKU 2227“ = —1,
[OKa3aTU [a OBAaj apUTMETUYKU HU3 CAAP:KU Oap jeman 1meo OPOj.
(b) Ako 3a meke mpupomme OpojeBe m um n Baxku 2 = —1, na

An
JX C€ Y OBOM apUTMETUYKOM Hu3y obaBe3HO Mopa Hahu Oap jeman

pamuonasan 60poj?

Pewemwe:

(a) IpernocraBumo 6e3 yMamema OMIMTOCTA aa je m < n. W3
yCIOBa 3aIaTKa JOOUjaMo na je agy, + az, = 0. Heka je d pasmura
APUTMETUYKOT HM3a. Tama MMaMo na je Umin = G2m + (M —n)d n
takobe a1y = G2, + (n — m)d, ma cabupameMm Te OBE jeqHAKOCTU
nobmjaMo 2a.,, 4y = A2py + a2, = 0, Ta je 4IaH apUTMETUUKOT HU3AQ
Gm+n = 0, maxae meo 0Opoj.

(b) He mopa! Ha mpumep Heka je a3 = —v/2,a2 = V/2,a3 = 3v/2,
uTa. (TavyHUje HEKA je ap = (2k—3)\/§, k € N) Hus ay je ouursemso

apUTMETUYKN U CBU YJIAHOBU Cy MPAIUMOHAJHU, & Z—; = —1.



