
Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

03.02.2007.

Prvi razred – A kategorija

Automobil kre�e iz mesta A konstantnom brzinom po pravom1.
putu. Svakih 15 minuta auto skrene pod uglom od 90 stepeni
levo ili desno. Dokazati da se auto mo�e vratiti u mesto A
samo posle celog broja sati.

Rexeǌe: Postavimo Dekartov pravougli koordinatni sistem
tako da je koordinatni poqetak u taqki A, a da se kretaǌe odvi-
ja du� osa x i y, i neka za 15 minuta auto pre�e du�inu 1. Tada
se posle svakog skretaǌa ili x ili y koordinata automobila
pove�a ili smaǌi za 1, pri qemu se x i y koordinate meǌaju
naizmeniqno. Da bi automobil ponovo doxao u taqku A, i x i
y koordinate moraju da se promene paran broj puta. Kako se
one meǌaju naizmeniqno zakǉuqujemo da broj x-promena i broj
y-promena moraju biti iste parnosti. Drugim reqima ukup-
ne du�ine horizontalnog i vertikalnog dela puta moraju biti
iste parnosti. Odavde se zakǉuquje da je ukupna du�ina pre-
�enog puta deǉiva sa 4, dakle do ponovnog dolaska u taqku A
protekao je ceo broj sati.

Rexiti sistem jednaqina ([x] je ceo deo realnog broja x)2.

x− y = 2005
[x] + [y] = 2007.
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Rexeǌe: Prvu jednaqinu datog sistema mo�emo zapisati i u
obliku

[x] + {x} − [y]− {y} = 2005,

odakle sledi {x}−{y} ∈ Z, tj. {x} = {y}, zbog 0 6 {x}, {y} < 1,
pa je

[x]− [y] = 2005
[x] + [y] = 2007,

tj. [x] = 2006 i [y] = 1. Dakle, dati sistem ima beskonaqno
mnogo rexeǌa i R = {(2006 + ω, 1 + ω) | 0 6 ω < 1}.

Na simetrali ^BAC trougla ABC uoqene su taqke B1 i C13.
takve da je BB1⊥AB, CC1⊥AC. Neka je M sredixte du�i B1C1.
Dokazati da je MB = MC.



M539

Rexeǌe: Uoqimo na pravoj AB taqke C2 i N
takve da va�i C1C2⊥AB, MN ‖ B1B (sli-
ka 1). Na osnovu podudarnosti trouglo-
va AC1C i AC1C2 sledi da je C1C = C1C2.
Kako je M sredixte du�i B1C1 i C1C2⊥AB
sledi da je N sredixte du�i BC2. Sto-
ga je visina MN trougla BMC2 ujedno i
te�ixna du�, pa je taj trougao jednakokrak,
tj. BM = MC2. S druge strane, iz po-
dudarnosti trouglova MC1C2 i MC1C sle-
di da je MC = MC2. Prema tome, BM =
MC2 = MC.

M

CB

B
1

N

C
2

C
1

A

Slika 1.

Za prirodne brojeve a, b i c va�i a + 1
b+ 1

c

= 4016
2007 . Dokazati da je4.

1
c+ 1

b+ 1
a

= 2007
4016 .

Rexeǌe: Kako su a, b, c prirodni brojevi, i kako je b + 1
c > 1, a

samim tim i 1
b+ 1

c

< 1, imamo da je a najve�i prirodan broj maǌi

od 2007
4016 , tj. a = 2. Tada je b + 1

c = 2007
2 , pa je b najve�i prirodan

broj maǌi od 2007
2 , tj. b = 1003, a c = 2. Tada dobijamo i da je

1
c+ 1

b+ 1
a

= 2007
4016 , xto je i trebalo dokazati.

Odrediti na koliko naqina mo�emo faktorisati broj 4410005.
na dva faktora m i n, tako da je m > 1, n > 1, i NZD(m,n) = 1,
pri qemu redosled faktora nije bitan (tj. proizvodi m · n i
n ·m predstavǉaju isto faktorisaǌe).

Rexeǌe: Kako je 441000 = 23 · 32 · 53 · 72, tra�enih predstavǉaǌa
kao proizvod dva faktora imamo koliko i razbijaǌa skupa X =
{23, 32, 53, 72} na dva neprazna podskupa:

X = {23} ∪ {32, 53, 72}, X = {32} ∪ {23, 53, 72},

X = {53} ∪ {32, 23, 72}, X = {72} ∪ {23, 32, 53},
X = {23, 32}∪{53, 72}, X = {23, 53}∪{32, 72}, X = {23, 72}∪{32, 53}.
Dakle odgovor je 7.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

Drugi razred – A kategorija

Odrediti skup svih taqaka kompleksne ravni koje zadovoǉavaju1.

|1
z
− i| 6 1.
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Rexeǌe 1: Za z = x + iy imamo

1
z

=
1

x + iy
· x− iy

x− iy
=

x− iy

x2 + y2
=

x

x2 + y2
+ i · −y

x2 + y2
,

odnosno

|1
z
− i|2 = (

x

x2 + y2
)2 + (1 +

y

x2 + y2
)2 =

x2 + y2 + 2y + 1
x2 + y2

.

Kvadriraǌem i sre�ivaǌem dobija se

|1
z
− i|2 6 1 ⇔ x2 + y2 + 2y + 1

x2 + y2
6 1 ⇔ 2y + 1 6 0 ⇔ y 6 −1

2
.

Dakle, skup rexeǌa su svi kompleksni brojevi z koji zadovo-

ǉavaju Im(z) 6 −1
2
.

Rexeǌe 2:

|1
z
− i| ≤ 1 ⇔ |1− zi

z
| ≤ 1 ⇔ |1− zi|

|z| ≤ 1 ⇔ |1− zi| ≤ |z| ⇔

|1− (x + yi)i| ≤ |x + yi| ⇔ |(1 + y)− xi| ≤ |x + yi| ⇔
√

(1 + y)2 + x2 ≤
√

x2 + y2 ⇔ 1+2y + y2 +x2 ≤ x2 + y2 ⇔ 1+2y ≤ 0.

U ravni su zadati prava l i taqke A i B sa iste strane l. Neka2.
je M taqka na l za koju je AM + MB najmaǌe, a N taqka na l za
koju va�i da je AN = BN . Dokazati da A,B,M,N le�e na istoj
kru�nici.

Rexeǌe: Neka je B′ taqka simetriqna taqki B u odnosu na l.
Tada je M preseqna taqka prave l i prave koja prolazi kroz
A i B′, jer za proizvoǉnu taqku P na l, razliqitu od M , va�i
AP +PB = AP +PB′ > AB′ = AM+MB. Ugao AMB je spoǉaxǌi
ugao jednakokrakog trougla MBB′, pa je ^AMB = 2^MBB′ =
2^AB′B. Sa druge strane, kako je AN = NB = NB′, taqka N
je centar opisane kru�nice oko trougla ABB′, pa je ^ANB =



2^ABB′ (centralni ugao je dva puta ve�i od periferijskog)
odakle je ^ANB = ^AMB, pa taqke A,B, M, N le�e na jednoj
kru�nici.
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Slika 2.

Koji je ve�i od slede�a dva slo�ena razlomka? Obrazlo�iti3.
odgovor!

A = 1 +
1

2 +
1

3 +
1

4+... +
1

2006 +
1

2007

B = 1 +
1

2 +
1

3 +
1

4+... +
1

2005 +
1

2006

.

Rexeǌe: Razlomak R = X +
1
Y
, gde su X i Y pozitivni realni

brojevi, pove�a se (smaǌi) ako se X pove�a (smaǌi) odnosno
smaǌi (pove�a) ako se Y pove�a (smaǌi). Primenom ovog pra-
vila dva puta zakǉuqujemo da se razlomak

X +
1

Y +
1
Z

pove�a (smaǌi) ako se Z smaǌi (pove�a). Sliqnim rasu�iva-
ǌem zakǉuqujemo da se razlomak

X +
1

Y + 1
Z+ 1

D



smaǌi (poraste) ako D poraste (smaǌi se). Nastavǉaǌem ovog
rasu�ivaǌa, tj. stavǉaǌem D + 1

T umesto D u posledǌem ra-
zlomku itd. dolazimo do opxteg pravila:

• Broj ”na neparnom mestu” (tj. na mestu gde stoje broje-
vi 1, 3, 5, . . . , 2005 u razlomku B) svojim rastom pove�ava,
a broj ”na parnom mestu” (tj. na mestu gde stoje brojevi
2, 4, 6, . . . , 2006 u razlomku B) svojim rastom smaǌuje po-
lazni slo�eni razlomak.

Zakǉuqak:
A < B.

Odrediti sve mogu�e vrednosti realnog parametra a, za koje4.
jednaqina

(a− 1)x2 + ax + a− 1
x + 3

= 0

ima jedinstveno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

Rexeǌe: U sluqaju kada je a = 1 imamo jedinstveno rexeǌe
x = 0. U sluqaju kada je a 6= 1 jednaqina �e imati jedinstveno
rexeǌe kada je diskriminanta kvadratne jednaqine (a − 1)x2 +
ax+a−1 = 0 jednaka nuli (uz uslov da je x 6= 3), odakle dobijamo
da a zadovoǉava kvadratnu jednaqinu −3a2 + 8a − 4 = 0, qija
rexeǌa su a = 2 i a = 2

3 . U prvom sluqaju je rexeǌe x = −1, a u
drugom sluqaju x = 1. Polazna jednaqina �e imati jedinstveno
rexeǌe i u sluqaju kada je x = −3 koren kvadratnog trinoma (a−
1)x2+ax+a−1 (jer x = −3 nije rexeǌe polazne jednaqine). Tada
dobijamo da je a = 10

7 . U tom sluqaju jedinstveno rexeǌe je
x = − 1

3 . Dakle polazna jednaqina �e imati jedinstveno rexeǌe
u sluqaju kada a ∈ { 2

3 , 1, 10
7 , 2}.

Neka su prva qetiri qlana niza brojevi 1, 9, 9, 3, dok se sva-5.
ki slede�i qlan dobija kao ostatak pri deǉeǌu sa 10 zbira
prethodna qetiri qlana (1, 9, 9, 3, 2, 3, 7, . . .). Dokazati da �e se
u tom nizu ponovo, pre ili kasnije, pojaviti qetvorka 1, 9, 9, 3.
Da li �e se u tom nizu pojaviti i qetvorka 7, 3, 6, 7?
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Rexeǌe: Napiximo nekoliko uzastopnih qetvorki iz naxeg niza

(∗) 1, 9, 9, 3 9, 9, 3, 2 9, 3, 2, 3 3, 2, 3, 7 2, 3, 7, 5 . . . .

Kako postoji 104 mogu�ih qetvorki jednocifrenih brojeva, me-
�u 10001-nom qetvorkom iz niza (∗) sigurno imamo ponavǉaǌe!
Drugim reqima niz qetvorki (∗) se posle nekog trenutka peri-
odiqno ponavǉa! Odavde ne sledi direktno da �e se obavezno
ponovo pojaviti qetvorka 1, 9, 9, 3!



Kǉuqno dodatno opa�aǌe je da se, uz poxtovaǌe uslova jed-
nocifrenosti, polazni niz mo�e jednoznaqno rekonstruisati i
unazad. Npr. ako potra�imo jednocifren broj x takav da va�i

x + 1 + 9 + 9 pri deǉeǌu sa 10 daje ostatak 3

lako se nalazi da je x = 4. U opxtem sluqaju, ako su a, b, c, d
jednocifreni brojevi, onda postoji jedinstven jednocifren broj
x takav da

x + a + b + c pri deǉeǌu sa 10 daje ostatak d.

Iz navedenog se zakǉuquje da je niz (∗) periodiqan na obe
strane, dakle qetvorka 1, 9, 9, 3 se obavezno pojavǉuje u tom pe-
riodu.

Pretpostavǉaju�i da se qetvorka 7, 3, 6, 7 pojavǉuje u naxem
nizu, odredimo nekoliko slede�ih qlanova niza. Dobijamo

(∗∗) 7,3,6,7, 3, 9, 5, 4,1,9,9,3, 2, 3, 7, . . .

Pojava qetvorke 1, 9, 9, 3 garantuje da se ovde radi o istom nizu
(∗) pa zakǉuqujemo (periodiqnost) da �e se i qetvorka 7, 3, 6, 7
u ǌemu ponovo pojaviti.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

Tre�i razred – A kategorija

Jednakokraki trapez qija je visina 12, krak 13, a sredǌa linija1.
15, rotira oko svoje kra�e osnovice. Izraqunati zapreminu
dobijenog obrtnog tela.

Tangenta 41/1, str. 27.

Rexeǌe: Po pretpostavci

a + b

2
= 15, h = 12, c = 13,

gde su a i b osnovice, h visina a c du�ina kraka trapeza. Iz
Pitagorine teoreme sledi da je a−b

2 =
√

132 − 122 = 5 odakle se
lako nalazi da je a = 20 i b = 10.

Tra�ena zapremina je V = V1−2V2 gde je V1 zapremina vaǉka
sa polupreqnikom osnove h = 12 i visinom a = 20 a V2 zapremina
kupe sa polupreqnikom osnove h = 12 i visinom a−b

2 = 5. Dakle
tra�ena zapremina je

V = V1 − 2V2 = 122π20− 2
3
122π5 = 2400π.

Dokazati da ni za jedan prirodan broj n, broj 33n

+1 nije deǉiv2.
sa 41.

Rexeǌe: Direktno se utvr�uje da je 31 ≡41 3, 32 ≡41 9, 33 ≡41

27, 34 ≡41 40, 35 ≡41 38, 36 ≡41 32, 37 ≡41 14, 38 ≡41 1. Dak-
le 33n ≡41 −1 je ekvivalentno sa 3n ≡8 4. Me�utim, posledǌa
kongruencija je oqigledno nemogu�a, jer je 3n neparan broj.

U ravni su zadati prava l i taqke A i B sa iste strane l. Neka3.
je M taqka na l za koju je AM + MB najmaǌe, a N taqka na l
za koju va�i da je AN = BN . Dokazati da A, B,M,N le�e na
istom krugu.

Rexeǌe: Neka je B′ taqka simetriqna taqki B u odnosu na l.
Tada je M preseqna taqka prave l i prave koja prolazi kroz
A i B′, jer za proizvoǉnu taqku P na l, razliqitu od M , va�i
AP +PB = AP +PB′ > AB′ = AM+MB. Ugao AMB je spoǉaxǌi
ugao jednakokrakog trougla MBB′, pa je ^AMB = 2^MBB′ =
2^AB′B. Sa druge strane, kako je AN = NB = NB′, taqka N
je centar opisane kru�nice oko trougla ABB′, pa je ^ANB =
2^ABB′ (centralni ugao je dva puta ve�i od periferijskog)



odakle je ^ANB = ^AMB, pa taqke A,B, M, N le�e na jednoj
kru�nici.

B’
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A

B

lhl

Slika 3.

Jednaqina z4 + z3 + 2z2 + 2z + 4 = 0 ima jedan kompleksni koren4.
qiji je realni deo jednak imaginarnom delu. Na�i taj koren.

Tangenta 41/1, str. 29.

Rexeǌe: Iz uslova da su realni i imaginarni deo rexeǌa jed-
naki zakǉuqujemo da ono ima oblik z = t(1 + i) gde je t realan
broj koji treba odrediti. Primetimo da je

(1 + i)2 = 2i (1 + i)3 = −2 + 2i (1 + i)4 = −4

xto se mo�e ustanoviti ili direktnim stepenovaǌem ili
nala�eǌem trigonometrijskog oblika broja 1 + i.

Zamenom u polaznoj jednaqini dobijamo

(∗) −4t4 + (−2 + 2i)t3 + 4it2 + 2(1 + i)t + 4 = 0.

Poxto je t realan broj, ova jednaqina je ekvivaletna paru jed-
naqina koje se dobiju ako se realni i imaginarni deo leve
strane jednaqine (∗) izjednaqe sa nulom. Imaginarni deo jed-
naqine (∗) je jednaqina

2t3 + 4t2 + 2t = 0 tj. t(t + 1)2 = 0

pa poxto z = 0 nije rexeǌe polazne jednaqine zakǉuqujemo da
je t = −1 tj. z = −1− i.

Na slede�oj slici je predstavǉeno 8 gradova (A,B, C, D, E, F, G, H)5.
koji mogu biti povezani sa 12 puteva (AC, AD,AE, AF, AG, AH, BC,
BD,BE, BF,BG,BH).
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a) Koji je najmaǌi broj asfaltnih puteva (od tih 12) potrebno
izgraditi tako da se iz svakog grada mo�e sti�i u bilo koji
drugi asfaltnim putevima?
b) Odrediti broj razliqitih naqina da se oni pove�u minimal-
nim brojem asfaltnih puteva (od tih 12), tako da se iz svakog
grada mo�e sti�i u bilo koji drugi asfaltnim putevima.

Rexeǌe: a) Izgradǌom prvog asfaltnog puta smo povezali 2
grada. Nadaǉe, dodavaǌem svakog novog asfaltiranog puta (iz
nekog grada koji je ve� povezan asfaltiranim putem), povezu-
jemo jox (najvixe) 1 grad sa onima koji su prethodno bili
povezani. Stoga ponavǉaǌem ovog postupka datih 8 gradova
mo�emo povezati sa bar 7 asfaltiranih puteva.

Potrebno je jox pokazati da je to i mogu�e uraditi sa 7
puteva (da bismo pokazali da je taj minimalan broj asfalti-
ranih puteva bax jednak 7). To mo�emo uraditi na vixe naqina
(koliko odre�ujemo u delu pod b). Neki od ǌih su predstavǉeni
na slede�oj slici:
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b) Gradovi A i B mogu biti spojeni putem du�ine 2 preko
bilo kog od gradova C,D, E, F,G, H i taj grad W mo�emo iz-
abrati na

(
6
1

)
= 6 naqina. Za svaki od preostalih 5 gradova (iz

skupa {C, D, E, F, G,H} \ {W}) imamo 2 mogu�nosti: ili je spo-
jen sa gradom A ili sa B. To nam daje

(
6
1

) · 25 = 192 razliqitih
naqina da asfaltiranim putevima pove�emo sve gradove.
Napomena: U Teoriji grafova se struktura u delu pod a) nazi-
va stablo grafa i ono za graf sa n qvorova uvek ima n−1 granu
(poznata qiǌenica koja se mo�e koristiti), dok je u delu pod
b) odre�ivan broj razapiǌu�ih stabala za koji postoji posebna
teorija.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred – A kategorija

Jednaqina z4 + z3 + 2z2 + 2z + 4 = 0 ima jedan kompleksni koren1.
qiji je realni deo jednak imaginarnom delu. Na�i taj koren.

Tangenta 41/1, str. 29.

Rexeǌe: Iz uslova da su realni i imaginarni deo rexeǌa jed-
naki zakǉuqujemo da ono ima oblik z = t(1 + i) gde je t realan
broj koji treba odrediti. Primetimo da je

(1 + i)2 = 2i (1 + i)3 = −2 + 2i (1 + i)4 = −4

xto se mo�e ustanoviti ili direktnim stepenovaǌem ili
nala�eǌem trigonometrijskog oblika broja 1 + i.

Zamenom u polaznoj jednaqini dobijamo

(∗) −4t4 + (−2 + 2i)t3 + 4it2 + 2(1 + i)t + 4 = 0.

Poxto je t realan broj, ova jednaqina je ekvivaletna paru jed-
naqina koje se dobiju ako se realni i imaginarni deo leve
strane jednaqine (∗) izjednaqe sa nulom. Imaginarni deo jed-
naqine (∗) je jednaqina

2t3 + 4t2 + 2t = 0 tj. t(t + 1)2 = 0

pa poxto z = 0 nije rexeǌe polazne jednaqine zakǉuqujemo da
je t = −1 tj. z = −1− i.

Odrediti maksimalnu vrednost funkcije2.

f(x) =
∣∣x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)(x− 6)(x− 7)

∣∣

za x ∈ [3, 4].
M417

Rexeǌe 1: Jasno, zbog x ∈ [3, 4],

f(x) = x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(4− x)(5− x)(6− x)(7− x).

Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sre-
dine, imamo da je

x + (7− x)
2

>
√

x(7− x), tj. x(7− x) 6
(

7
2

)2

.



Sliqno dobijamo da je

(x−1)(6−x) 6
(

5
2

)2

, (x−2)(5−x) 6
(

3
2

)2

i (x−3)(4−x) 6
(

1
2

)2

.

Jednakost u svim sluqajevima va�i samo u sluqaju kada je x =
7
2
∈ [3, 4] (jednaqine x = 7−x, x−1 = 6−x, x−2 = 5−x, x−3 = 4−x

su ekvivalentne). Dakle,

max
{
f(x) | x ∈ [3, 4]

}
= f

(
7
2

)
= 3252722−8 =

11025
256

.

Rexeǌe 2: Funkcija f(x) je pozitivana na intervalu (3, 4) (i
va�i f(3) = f(4) = 0) pa se mesto ǌenog maksimuma poklapa
sa mestom maksimuma funkcije g(x) = log f(x) (ovde se koristi
stroga monotonost logaritamske funkcije). Uoqimo da je

g′(x) =
1
x

+
1

x− 1
+

1
x− 2

+
1

x− 3
− 1

4− x
− 1

5− x
− 1

6− x
− 1

7− x
.

Funkcija g′(x) je strogo opadaju�a u intervalu (3, 4) jer su svi
sabirci strogo opadaju�i u navedenom intervalu. Ovo se mo�e
proveriti i nala�eǌem izvoda te funkcije g′′(x) =

− 1
x2
− 1

(x− 1)2
− 1

(x− 2)2
− 1

(x− 3)2
− 1

(4− x)2
− 1

(5− x)2
− 1

(6− x)2
− 1

(7− x)2
.

Lako se proveri da je g′( 7
2 ) = 0 pa zakǉuqujemo da funkcija g(x)

pa time i funkcija f(x) dosti�e svoj maksimum u taqki x = 7
2

itd.

Koji pravougli trougao obima 2 +
√

2 ima najve�i polupreqnik3.
upisane kru�nice.

Rexeǌe: Neka su a i b katete, c hipotenuza i r polupreqnik up-
isane kru�nice pravouglog trougla. Koriste�i poznatu for-
mulu za polupreqnik upisane kru�nice pravouglog trougla,
r = a+b−c

2 , dobijamo

r =
a + b− c

2
=

a + b + c− 2c

2
= 1 +

√
2

2
− c.

Odredimo sada najmaǌu mogu�u vrednost za c. Iz nejednakosti
kvadratne i aritmetiqke sredine, uz korix�eǌe Pitagorine
teoreme, nalazimo da je

2 +
√

2− c

2
=

a + b

2
≤

√
a2 + b2

2
=

c√
2
,

odakle je c ≥ √
2. Zato je r = 1 +

√
2

2 − c ≤ 1 +
√

2
2 − √2 = 1 −

√
2

2 .
Ovim smo dokazali da polupreqnik upisane kru�nice nije ve�i



od 1−
√

2
2 . Ta vrednost se dosti�e akko u navedenoj nejednakosti

va�i znak jednakosti, odnosno akko je a = b. Odavde lako na-
lazimo da najve�i mogu�i polupreqnik upisane kru�nice, me-
�u pravouglim trouglovima sa obimom 2 +

√
2, ima pravougli

trougao qije su katete a = b = 1, a hipotenuza c =
√

2.

Neka su A, B, C i D qetiri proizvoǉne taqke u prostoru.4.

a) Dokazati da je: 2
−→
AC · −−→BD =

−−→
BC · −−→BC +

−−→
AD · −−→AD −−−→AB · −−→AB −−−→

DC · −−→DC.

b) Izraqunati ugao izme�u dijagonala AC i BD (prostornog)
qetvorougla ABCD ako je AB = 11, BC = 13, CD = 8 i
DA = 4.

Napomena: Dijagonala prostornog poligona je svaka du�
koja spaja neka dva nesusedna temena.

Rexeǌe:

a)

−−→
BC · −−→BC +

−−→
AD · −−→AD −−−→AB · −−→AB −−−→DC · −−→DC

= (
−−→
BD +

−−→
DC) · (−−→BA +

−→
AC) + (

−→
AC +

−−→
CD) · (−−→AB +

−−→
BD)

−−−→AB · −−→AB −−−→DC · −−→DC

= 2
−−→
BD · −→AC +

−−→
AB · (−→AC +

−−→
CD +

−−→
DB)

+
−−→
CD · (−→CA +

−−→
AB +

−−→
BD)−−−→AB · −−→AB −−−→DC · −−→DC

= 2
−→
AC · −−→BD

Alternativno, mogu�e je identitet proveriti tako xto se
svi vektori izraze preko vektora

−−→
AB = u,

−→
AC = v i

−−→
AD = w.

b) Koriste�i jednakost a) imamo

2
−→
AC · −−→BD = 132 + 42 − 112 − 82 = 0

pa zakǉuqujemo da je ugao ime�u dijagonala prav.

Napomena: Primetimo da ima mnogo prostornih qetvorouglova
ABCD koji zadovoǉavaju uslov pod b) ali da svi oni imaju
ortogonalne dijagonale!

Odrediti sve polinome P ∈ R[x] za koje va�i5.

P (x2) = x2(x2 + 1)P (x), za svako x ∈ R



Rexeǌe: Pretpostavimo da polinom P (x) nije identiqki jed-
nak nuli (P (x) ≡ 0 trivijalno zadovoǉava zadanu jednaqinu).
Kako je P (x2) parna funkcija, mora biti i polinom sa desne
strane parna funkcija, dakle polinom P (x) sadr�i samo parne
stepene od x. Neka je P (x) = a2nx2n +a2n−2x

2n−2 + ...+a2x
2 +a0 uz

pretpostavku da je a2n 6= 0. Zamenom u polaznu jednaqinu dobi-
jamo da je vode�i qlan u polinomu sa leve strane a2nx4n, a sa
desne strane a2nx2n+4. Izjednaqavaǌem tih izraza dobijamo da
je n = 2. Dakle polinom je oblika P (x) = ax4 + bx2 + c. Zamenom
tog polinoma u polaznu jednaqinu i izjednaqavaǌem koeficije-
nata uz iste stepene dobijamo da je c = 0, b = −a. Dakle rexeǌe
su polinomi oblika P (x) = a(x4 − x2), gde je a ∈ R.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

Prvi razred – B kategorija

Stranica pravougaonika BC dva puta je ve�a od stranice AB.1.
Neka je na stranici BC zadata taqka M tako da su uglovi
^AMB i ^AMD jednaki. Izraqunati te uglove.

Rexeǌe: Ugao ^BMA = ^MAD kao uglovi sa paralelnim kraci-
ma. Onda je trougao MAD jednakokrak. Sledi da je MD = AD.
Zbog uslova zadatka sledi da je MD = 2CD. U pravouglom
trouglu MCD hipotenuza je dva puta ve�a od katete pa je ugao
^DMC = 30◦. Odavde sledi da je tra�eni ugao 75 stepeni.

Koliko ima petocifrenih brojeva koji imaju taqno jednu cifru2.
6?

Rexeǌe: Neka je prva cifra 6. Tada imamo p = 1 ·9 ·9 ·9 ·9 = 6 561
brojeva. Neka sada prva cifra nije 6. Ona ne mo�e biti ni 0,
pa je mo�emo izabrati na 8 naqina. Cifra 6 se nalazi na jednom
od preostala 4 mesta - to mesto mo�emo izabrati na 4 naqina.
Na ostala 3 mesta mo�e biti bilo koja cifra razliqita od
6 - to mesto mo�emo izabrati na 9 · 9 · 9 naqina. Stoga u ovom
sluqaju imamo q = 8·4·9·9·9 = 23 328 brojeva. Po pravilu zbira,
brojeva koji zadovoǉavau uslove zadatka ima p + q = 29 889.
Rexiti sistem jednaqina ([x] je ceo deo realnog broja x)3.

x− y = 2005
[x] + [y] = 2007.

M504
Rexeǌe: Prvu jednaqinu datog sistema mo�emo zapisati i u
obliku

[x] + {x} − [y]− {y} = 2005,

odakle sledi {x}−{y} ∈ Z, tj. {x} = {y}, zbog 0 6 {x}, {y} < 1,
pa je

[x]− [y] = 2005
[x] + [y] = 2007,

tj. [x] = 2006 i [y] = 1. Dakle, dati sistem ima beskonaqno
mnogo rexeǌa i R = {(2006 + ω, 1 + ω) | 0 6 ω < 1}.

Zbir cifara broja x jednak je y, a zbir cifara broja y jednak4.
je z. Odrediti x ako je x + y + z = 60.

M404

Rexeǌe: Oqigledno je x dvocifren broj, tj. x = 10a + b, pri
qemu su a i b cifre dekadnog sistema i a 6= 0. Dakle, y = a + b.



Ako je a+ b 6 9, tada je i z = a+ b, pa je 60 = 10a+ b+2(a+ b),
tj. 12a + 3b = 60, odnosno 4a + b = 20. Dakle, u ovom sluqaju
imamo da (a, b) ∈ {(4, 4), (5, 0)}.

Ako je a + b > 10, tada je z = a + b− 9, pa je 60 = 12a + 3b− 9,
tj. 4a + b = 23. Rexavaǌem posledǌe jednaqine dobijamo da je
(a, b) = (4, 7).

Dakle, x ∈ {44, 47, 50}.

Odrediti dve posledǌe cifre broja 999
.5.

M505

Rexeǌe: Napiximo posledǌe dve cifre svih brojeva iz niza

(∗) 9, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 910, 911, 912, . . .

Uzastopnim mno�eǌem sa 9, lako se nalazi da su to brojevi

(∗∗) 9, 81, 29, 61, 49, 41, 69, 21, 89, 01, 09, 81, . . .

Zakǉuqujemo da se posledǌe dve cifre ponavǉaju sa periodom
10 tj. da 9a i 9b imaju jednake dve posledǌe cifre ako a i b daju
isti ostatak pri deǉeǌu sa 10, ili drugim reqima ako a i b
imaju istu posledǌu cifru.

Pore�eǌem nizova (∗) i (∗∗) nalazimo da je posledǌa cifra
broja 99 broj 9 pa zakǉuqujemo da 999

i 99 imaju jednake posled-
ǌe dve cifre. Odavde, ponovnim upore�ivaǌem nizova (∗) i (∗∗)
nalazimo da su tra�ene cifre 8 i 9.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

Drugi razred – B kategorija

Odrediti sve kompleksne brojeve z = x + iy, za koje va�i1.

|z| = 1 i |z − 1− i| = |z + 1 + i|.

Tangenta 45/1, str. 39.

Rexeǌe:
|x + iy| = 1 ⇔ x2 + y2 = 1

|(x−1)+i(y−1)| = |(x+1)+i(y+1)| ⇔ (x−1)2+(y−1)2 = (x+1)2+(y+1)2

⇔ x + y = 0.

Odavde se lako nalazi da je x = −
√

2
2 , y =

√
2

2 ili x =
√

2
2 , y = −

√
2

2
tj. jedini kompleksni brojevi sa tra�enim svojstvima su

z1 = −
√

2
2

+
√

2
2

i i z2 =
√

2
2
−
√

2
2

i.

Rexiti nejednaqinu2.

x + 2
|3− x| +

x + 2
x− 6

≤ 0.

Tangenta 44/4, str. 33.

Rexeǌe: Poxto su {−2, 3, 6} nule (tj. mesta promene znaka) poli-
noma x+2, 3−x, x−6, prirodno je diskutovati slede�e sluqajeve:

1. sluqaj: (x ≤ −2)
Nejednaqina je u ovom sluqaju ekvivaletna sa

x + 2
3− x

− x + 2
6− x

≤ 0 / · (3− x)(6− x)

(x + 2)(6− x)− (x + 2)(3− x) ≤ 0 ⇔ x + 2 ≤ 0.

Rexeǌe: x ≤ −2.

2. sluqaj: (−2 < x < 3)
Nejednaqina je u ovom sluqaju kao i pod 1. ekvivaletna sa

x + 2
3− x

− x + 2
6− x

≤ 0 / · (3− x)(6− x)

(x + 2)(6− x)− (x + 2)(3− x) ≤ 0 ⇔ x + 2 ≤ 0 ⇔ x ≤ −2

xto znaqi da pod ovim uslovima nema rexeǌa.



3. sluqaj: (3 < x < 6)
Nejednaqina je u ovom sluqaju ekvivaletna sa

x + 2
x− 3

− x + 2
6− x

≤ 0 / · (x− 3)(6− x)

(x + 2)(6− x)− (x + 2)(x− 3) ≤ 0 ⇔ (x + 2)(9− 2x) ≤ 0.

Rexeǌe: 9
2 ≤ x < 6.

4. sluqaj: (6 < x)
Nejednaqina je u ovom sluqaju ekvivaletna sa

x + 2
x− 3

+
x + 2
x− 6

≤ 0 / · (x− 3)(x− 6)

(x + 2)(x− 6) + (x + 2)(x− 3) ≤ 0 ⇔ (x + 2)(2x− 9) ≤ 0

pa ni u ovom sluqaju nema rexeǌa.

Konaqno rexeǌe: x ∈ (−∞,−2] ∪ [ 92 , 6).

Na simetrali ^BAC trougla ABC uoqene su taqke B1 i C13.
takve da je BB1⊥AB, CC1⊥AC. Neka je M sredixte du�i B1C1.
Dokazati da je MB = MC.

M539

Rexeǌe: Uoqimo na pravoj AB taqke C2 i N
takve da va�i C1C2⊥AB, MN ‖ B1B (sli-
ka 1). Na osnovu podudarnosti trouglo-
va AC1C i AC1C2 sledi da je C1C = C1C2.
Kako je M sredixte du�i B1C1 i C1C2⊥AB
sledi da je N sredixte du�i BC2. Sto-
ga je visina MN trougla BMC2 ujedno i
te�ixna du�, pa je taj trougao jednakokrak,
tj. BM = MC2. S druge strane, iz po-
dudarnosti trouglova MC1C2 i MC1C sle-
di da je MC = MC2. Prema tome, BM =
MC2 = MC.

M

CB

B
1

N

C
2

C
1

A

Slika 1.

Pore�ati po veliqini razlomke. Obrazlo�iti odgovor!4.

A = 2+
1

3 +
1

1 +
1

4 +
1
7

B = 2+
1

3 +
1

1 +
1

5 +
1
7

C = 2+
1

3 +
1

2 +
1

4 +
1
7

Rexeǌe: Razlomak R = X +
1
Y
, gde su X i Y pozitivni realni

brojevi, pove�a se (smaǌi) ako se X pove�a (smaǌi) odnosno



smaǌi (pove�a) ako se Y pove�a (smaǌi). Primenom ovog pra-
vila dva puta zakǉuqujemo da razlomak

X +
1

Y +
1
Z

poraste (opadne) ako Z poraste (opadne). Sliqnim rasu�iva-
ǌem zakǉuqujemo da razlomak

X +
1

Y + 1
Z+ 1

D

opada (raste) ako D raste (opada). Konaqno, primenom istog
argumenta, zakǉuqujemo da se razlomak (X, Y, Z, D, T > 0)

(∗) X +
1

Y +
1

Z +
1

D +
1
T

pove�a ako se pove�a jedan od brojeva X, Z ili T a smaǌi ako
se pove�a jedan od brojeva Y ili D.

Zakǉuqak:
B < A < C.

Odrediti sve mogu�e vrednosti realnog parametra a, za koje5.
jednaqina

(a− 1)x2 + ax + a− 1
x + 3

= 0

ima jedinstveno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

Rexeǌe: U sluqaju kada je a = 1 imamo jedinstveno rexeǌe
x = 0. U sluqaju kada je a 6= 1 jednaqina �e imati jedinstveno
rexeǌe kada je diskriminanta kvadratne jednaqine (a − 1)x2 +
ax + a − 1 = 0 jednaka nuli, odakle dobijamo da a zadovoǉava
kvadratnu jednaqinu −3a2+8a−4 = 0, qija rexeǌa su a = 2 i a =
2
3 . U prvom sluqaju je rexeǌe x = −1, a u drugom sluqaju x = 1.
Polazna jednaqina �e imati jedinstveno rexeǌe i u sluqaju
kada je x = −3 koren kvadratnog trinoma (a − 1)x2 + ax + a − 1
(jer x = −3 nije rexeǌe polazne jednaqine). Tada dobijamo da
je a = 10

7 . U tom sluqaju jedinstveno rexeǌe je x = − 1
3 . Dakle

polazna jednaqina �e imati jedinstveno rexeǌe u sluqaju kada
a ∈ { 2

3 , 1, 10
7 , 2}.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

Tre�i razred – B kategorija

Ako je b = 3
1

1−log3 a i c = 3
1

1−log3 b , dokazati da je a = 3
1

1−log3 c .1.
Tangenta 39/3, str. 40.

Rexeǌe: Navedene tri jednakosti su ekvivalentne jednakostima

log3 b =
1

1− log3 a
log3 c =

1
1− log3 b

log3 a =
1

1− log3 c
.

Tre�a jednakost se dobije ako se log3 b iz prve zameni u drugu
jednakost.

Napomena: Primetimo da je tvr�eǌe zadatka blisko povezano
sa tvr�eǌem da je f(f(f(x))) = x gde je

f(x) =
1

1− x
.

Rexiti sistem jednaqina2.

2x + y + z + u = 1
x + 2y + z + u = 1
x + y + 2z + u = 1
x + y + z + 2u = 1.

Tangenta 38/2, str. 40.

Rexeǌe: Sabiraǌem jednaqina dobijamo da je x + y + z + u = 4
5

i daǉe oduzimaǌem od odgovaraju�ih jednaqina nalazi se da je
rexeǌe sistema

x = y = z = u =
1
5
.

Dokazati da je3.

cos
π

9
cos

5π

9
cos

7π

9
=

1
8
.

Rexeǌe:

cos
π

9
cos

5π

9
cos

7π

9
=

1
2

cos
π

9
(cos

4π

3
+ cos

2π

9
) =

−1
4

cos
π

9
+

1
2

cos
π

9
cos

2π

9
= −1

4
cos

π

9
+

1
2
· 1
2
(
1
2

+ cos
π

9
) =

1
8
.



Odrediti poredak brojeva (sortirati po veliqini)4.

a = −2−222

, b = −22−22

, c = −222−2

, d = 2−2−22

, e = 2−22−2

, f = 22−2−2

.

Rexeǌe: Koristi�emo svojstvo da je eksponencijalna funkcija
f : R −→ R+, definisana sa f(x) = 2x, za svako x ∈ R, strogo
monotono rastu�a. (∗)

Oqigledno su brojevi a, b i c negativni, dok su brojevi d, e
i f pozitivni. Neka je a1 = −222

, b1 = 2−22
i c1 = 22−2

. Kako je
2−2 > 0 > −22, to na osnovu (∗), sledi c1 > b1. Kako je jox i a1

negativan broj, a b1 i c1 pozitivni, to je a1 < b1 < c1, te zbog
(∗) va�i |a| < |b| < |c|. Odavde, imaju�i na umu da su brojevi a, b
i c negativni, dobijamo da va�i poredak a > b > c. Neka je sada
d1 = −2−22

, e1 = −22−2
i f1 = 2−2−2

. Brojevi d1 i e1 su negativni,
dok je broj f1 pozitivan. Iz 2−2 > 0 > −22, po (∗) je |e1| > |d1|,
odnosno e1 < d1. Zakǉuqujemo da je e1 < d1 < f1, te koriste�i
(∗) jox jednom, imamo e < d < f.

Na ovaj naqin smo konaqno dokazali da je raspored datih
brojeva c < b < a < e < d < f.

Neka su prva qetiri qlana niza brojevi 1, 9, 9, 3, dok se sva-5.
ki slede�i qlan dobija kao ostatak pri deǉeǌu sa 10 zbira
prethodna qetiri qlana (1, 9, 9, 3, 2, 3, 7, . . .). Dokazati da �e se
u tom nizu ponovo, pre ili kasnije, pojaviti qetvorka 1, 9, 9, 3.
Da li �e se u tom nizu pojaviti i qetvorka 7, 3, 6, 7?

M567

Rexeǌe: Napiximo nekoliko uzastopnih qetvorki iz naxeg niza

(∗) 1, 9, 9, 3 9, 9, 3, 2 9, 3, 2, 3 3, 2, 3, 7 2, 3, 7, 5 . . . .

Kako postoji 104 mogu�ih qetvorki jednocifrenih brojeva, me-
�u 10001-nom qetvorkom iz niza (∗) sigurno imamo ponavǉaǌe!
Drugim reqima niz qetvorki (∗) se posle nekog trenutka peri-
odiqno ponavǉa! Odavde ne sledi direktno da �e se obavezno
ponovo pojaviti qetvorka 1, 9, 9, 3!

Kǉuqno dodatno opa�aǌe je da se, uz poxtovaǌe uslova jed-
nocifrenosti, polazni niz mo�e jednoznaqno rekonstruisati i
unazad. Npr. ako potra�imo jednocifren broj x takav da va�i

x + 1 + 9 + 9 pri deǉeǌu sa 10 daje ostatak 3

lako se nalazi da je x = 4. U opxtem sluqaju, ako su a, b, c, d
jednocifreni brojevi, onda postoji jedinstven jednocifren broj
x takav da

x + a + b + c pri deǉeǌu sa 10 daje ostatak d.



Iz navedenog se zakǉuquje da je niz (∗) periodiqan na obe
strane, dakle qetvorka 1, 9, 9, 3 se obavezno pojavǉuje u tom pe-
riodu.

Pretpostavǉaju�i da se qetvorka 7, 3, 6, 7 pojavǉuje u naxem
nizu, odredimo nekoliko slede�ih qlanova niza. Dobijamo

(∗∗) 7,3,6,7, 3, 9, 5, 4,1,9,9,3, 2, 3, 7, . . .

Pojava qetvorke 1, 9, 9, 3 garantuje da se ovde radi o istom nizu
pa zakǉuqujemo (periodiqnost) da �e se i qetvorka 7, 3, 6, 7 u
ǌemu ponovo pojaviti.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred – B kategorija

Dokazati da se polinom P (x) = x8+x6+x4+x2+1 mo�e napisati1.
kao proizvod dva nekonstantna polinoma qiji koeficijenti su
celi brojevi.

Rexeǌe: Korix�eǌem poznatog identiteta

xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + xn−2 + . . . + x + 1)

dobijamo

P (x) =
x10 − 1
x2 − 1

=
x5 − 1
x− 1

·x
5 + 1

x + 1
= (x4+x3+x2+x+1)(x4−x3+x2−x+1).

Primetimo da se gorǌim argumentom dokazuje jednakost
polinoma

(∗) P (x) = (x4 + x3 + x2 + x + 1)(x4 − x3 + x2 − x + 1)

uz uslov x /∈ {−1, +1}. Drugim reqima jednakost (∗) �e biti
potpuno dokazana tek ako se jox i neposredno proveri za x = −1
i x = 1.

Rexiti sistem jednaqina2.

2x + y + z + u = 1
x + 2y + z + u = 1
x + y + 2z + u = 1
x + y + z + 2u = 1.

Tangenta 38/2, str. 40.

Rexeǌe: Sabiraǌem jednaqina dobijamo da je x + y + z + u = 4
5

i daǉe oduzimaǌem od odgovaraju�ih jednaqina nalazi se da je
rexeǌe sistema

x = y = z = u =
1
5
.

Jednaqina z4 + z3 + 2z2 + 2z + 4 = 0 ima jedan kompleksni koren3.
qiji je realni deo jednak imaginarnom delu. Na�i taj koren.

Tangenta 41/1, str. 29.

Rexeǌe: Iz uslova da su realni i imaginarni deo rexeǌa jed-
naki zakǉuqujemo da ono ima oblik z = t(1 + i) gde je t realan
broj koji treba odrediti. Primetimo da je

(1 + i)2 = 2i (1 + i)3 = −2 + 2i (1 + i)4 = −4



xto se mo�e ustanoviti ili direktnim stepenovaǌem ili
nala�eǌem trigonometrijskog oblika broja 1 + i.

Zamenom u polaznoj jednaqini dobijamo

(∗) −4t4 + (−2 + 2i)t3 + 4it2 + 2(1 + i)t + 4 = 0.

Poxto je t realan broj, ova jednaqina je ekvivaletna paru jed-
naqina koje se dobiju ako se realni i imaginarni deo leve
strane jednaqine (∗) izjednaqe sa nulom. Imaginarni deo jed-
naqine (∗) je jednaqina

2t3 + 4t2 + 2t = 0 tj. t(t + 1)2 = 0

pa poxto z = 0 nije rexeǌe polazne jednaqine zakǉuqujemo da
je t = −1 tj. z = −1− i.

Odrediti maksimalnu vrednost funkcije4.

f(x) =
∣∣x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)(x− 6)(x− 7)

∣∣

za x ∈ [3, 4].
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Rexeǌe 1: Jasno, zbog x ∈ [3, 4],

f(x) = x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(4− x)(5− x)(6− x)(7− x).

Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sre-
dine, imamo da je

x + (7− x)
2

>
√

x(7− x), tj. x(7− x) 6
(

7
2

)2

.

Sliqno dobijamo da je

(x−1)(6−x) 6
(

5
2

)2

, (x−2)(5−x) 6
(

3
2

)2

i (x−3)(4−x) 6
(

1
2

)2

.

Jednakost u svim sluqajevima va�i samo u sluqaju kada je x =
7
2
∈ [3, 4] (jednaqine x = 7−x, x−1 = 6−x, x−2 = 5−x, x−3 = 4−x

su ekvivalentne). Dakle,

max
{
f(x) | x ∈ [3, 4]

}
= f

(
7
2

)
= 3252722−8 =

11025
256

.

Rexeǌe 2: Funkcija f(x) je pozitivana na intervalu (3, 4) (i
va�i f(3) = f(4) = 0) pa se mesto ǌenog maksimuma poklapa
sa mestom maksimuma funkcije g(x) = log f(x) (ovde se koristi
stroga monotonost logaritamske funkcije). Uoqimo da je

g′(x) =
1
x

+
1

x− 1
+

1
x− 2

+
1

x− 3
− 1

4− x
− 1

5− x
− 1

6− x
− 1

7− x
.



Funkcija g′(x) je strogo opadaju�a u intervalu (3, 4) jer su svi
sabirci strogo opadaju�i u navedenom intervalu. Ovo se mo�e
proveriti i nala�eǌem izvoda te funkcije g′′(x) =

− 1
x2
− 1

(x− 1)2
− 1

(x− 2)2
− 1

(x− 3)2
− 1

(4− x)2
− 1

(5− x)2
− 1

(6− x)2
− 1

(7− x)2
.

Lako se proveri da je g′( 7
2 ) = 0 pa zakǉuqujemo da funkcija g(x)

pa time i funkcija f(x) dosti�e svoj maksimum u taqki x = 7
2 .

Neka je (an)n∈N aritmetiqki niz realnih brojeva.5.
(a) Ako za neke prirodne brojeve m i n va�i a2m

a2n
= −1,

dokazati da ovaj aritmetiqki niz sadr�i bar jedan ceo broj.
(b) Ako za neke prirodne brojeve m i n va�i am

an
= −1, da

li se u ovom aritmetiqkom nizu obavezno mora na�i bar jedan
racionalan broj?

Rexeǌe:
(a) Pretpostavimo bez umaǌeǌa opxtosti da je m < n. Iz

uslova zadatka dobijamo da je a2m + a2n = 0. Neka je d razlika
aritmetiqkog niza. Tada imamo da je am+n = a2m + (m − n)d i
tako�e am+n = a2n + (n − m)d, pa sabiraǌem te dve jednakosti
dobijamo 2am+n = a2m + a2n = 0, pa je qlan aritmetiqkog niza
am+n = 0, dakle ceo broj.

(b) Ne mora! Na primer neka je a1 = −√2, a2 =
√

2, a3 = 3
√

2,
itd. (taqnije neka je ak = (2k−3)

√
2, k ∈ N) Niz ak je oqigledno

aritmetiqki i svi qlanovi su iracionalni, a a1
a2

= −1.


