O REALNIM BROJEVIMA

Brojevi su jedna od osnova na kojoj je izgradena matematika, pa i njeno ucenje pocinje sa
brojevima. U osnovi brojeva je pojam prirodnog broja (skup N) (koga je kazu stvorio Bog, a ostale
brojeve je izgradio ¢ovek).

Polazimo od toga da su nam poznati skupovi: skup prirodnih brojeva (N), skup celih brojeva
(z) i skup racionalnih brojeva (Q).

1 Uvodni deo

U ovom delu ukratko ¢emo reéi nesto o relacijama, funkcijama i operacijama.

Definicija 1.1 Neka su A, B neprazni skupovii A x B = {(a,b) : a € A,b € B} njihov Dekartov
proizvod. Relacija p skupova A i B je svaki neprazan podskup p C A x B. Ako (a,b) € p tada
kazemo da je a u relaciji p sa b i krace pisemo apb. Skupovi D(p) = {a € A: 3 € B, (a,b) € p},
R(p) ={b€ B:3a € A,(a,b) € p} nazivaju se skup definisanosti, odnosno skup vrednosti relacije
p-

Moze se definisati proizvod (slaganje, kompozicija) relacija.

Definicija 1.2 Ako su date relacije f C A x Big C B x C, tako da je R(f) C D(g) tada je
slaganje ove dve relacije definisano relacijom h C A x C sa (a,c) € h ako postoji b € B tako da
(a,b) € fi(b,c)€ g. Relacija h obi¢no se oznacava sa h =go f.

Pomoc¢u pojma relacije moze se definisati funkcija.

Definicija 1.3 Relacija f C A x B za koju vazi:

a) D(f)=A4; b) Iz (a,b) € f, (a,c) € fsledib=c

naziva se funkcija f sa skupa A u skup B. Ovo se Cesto zapisuje f : A — B ili b = f(a) ako je
(a,b) € f. Element a € A nazivamo ”originalom”, element b = f(a) € B "slikom” elementa a, a f
je nacin "pridruzivanja”. Slaganje funkcija, ako je moguce, definiSe se kao slaganje odgovarajuc¢ih
relacija.

Definicija 1.4 Neka je A neprazan skup i n € N prirodan broj. Funkcija f : A — A naziva se
operacija duzine n definisana na skupu A. Ako jen = 11ili n = 2 i tada se f zove unarna, odnosno
binarna operacija. Za n = 2 znak operacije obi¢no se stavlja izmedu elemenata i ako za a,b,c € A
vazi afb=>bfa (af(bfc) = (afb)fc), onda kazemo da je operacija f komutativna (asocijativna).

Funkcija f je zadana ako znamo skupove D(f) i1 R(f) irelaciju f, tj. funkcija se moze posmatrati
i kao uredena trojka (A, f, B), pa su dve funkcije (Ag, fi, Br), k = 1,2, jednake ako je Ay = As, f1 =
fa,Bi = Bs. Ako je f : A — B funkcija i ako iz a1 # ag sledi f(a;) # f(a2) (odnosno, iz
f(a1) = f(az) sledi a; = az) tada kazemo da je f 1-1 funkcija ili injektivna funkcija. Ako za svako
b € B postoji a € A tako da je b = f(a) kazemo da je f surjektivna funkcija ili funkcija na. Za
funkciju koja je injektivna i surjektivna kazemo da je bijekcija ili 1-1 i na.

Relacija p C A x A moze imati slede’e osobine:

1) Za Va € A je (a,a) € p (refleksivnost relacije).

2) Ako (a,b) € p tada (b,a) € p (simetricnost relacije).

3) Ako (a,b) € pi (b,a) € p tada je a = b (antisimetricnost relacije).
4) Ako (a,b) € pi (b,c) € p tada (a,c) € p (tranzitivnost relacije).



Definicija 1.5 Ako za relaciju p vaze uslovi 1), 2), 4) tada se p naziva relacija ekvivalencije; a ako
vaze uslovi 1), 3), 4) onda se ona naziva relacija poredka (uredenja). Uobicajeno je da se relacije
ekvivalencije i poredka oznacavaju sa ~, odnosno <.

Ako je na skupu A definisana relacija ekvivalencije ~ tada se za svako a € A moze definisati
njegova klasa ekvivalencije sa C, == {b € A : b~ a}. Za skup A/ ~= {C, : a € A} kazemo da
kolicnicki skup (faktor skup) skupa A po relaciji ~.

Teorema 1.1 Ako je ~ relacija ekvivalencije na skupu X, tada vazi:

1) ZaVa,y € X je C, = C, ili je C, N C, = 0.

2) Za Vx € X Jy € X tako da = € Cy, tojest X = U,exC,.

3) Za svaku particiju x = {X; : i € I} skupa X (X = Ue; X, X; N X; = 0, za i # j), postoji
relacija ekvivalencije p takva da je X/ ~= .

Dokaz: 1. Ako je C;,, N Cy # 0, onda se preko elementa z € C, N Cy i tranzitivnosti relacije ~
dobija da su svi elementi obe klase medusobno ekvivalentni, odnosno da je C, = C,.

2. Svaki element z € X pripada svojoj klasi.

3. Pomocu particija x mozemo definisati relaciju p sa zpy ako isamo ako x,y € X;, za neko
i € I. Sada treba proveriti da je p klasa ekvivalencije i da je X/p = x.(prepustamo ¢itaocu).  //

Relacija ekvivalencije je, na neki nacin, uopstenje jednakosti, jer elemente iste klase (ekvivalentne
elemente) smatramo ”jednakim”.

Jedan lep primer relacije ekvivalencije je sledeca relacija medu skupovima

A ~ B ako i samo ako postoji bijekcija f : A — B izmedu skupova A i B. Klase ekvivalencije
¢ine svi ”istobrojni” (ekvivalentni) skupovi. Za skup koji je ekvivalentan svom pravom podskupu
kazemo da je beskonacan skup.

A sada nesto o relaciji poredka <. Ako na skupu S # ) postoji relacija poredka < kazemo da
je skup S delimi¢no ureden i oznacavamo (S, <). Ako su svaka dva elementa a,b € S "uporediva”,
tj. vazi a < bili b < a, tada kazemo da je skup S potpuno ureden (lanac, linearno ureden skup).
Ovakve skupove ¢emo krace zvati uredeni skupovi. Primer potpunog uredenja je relacija < u skupu
brojeva, a delimi¢no uredenje je relacija | deljivosti u skupu N. Ako je A C S, tada se na skupu A
posmatra relacija poredka koja je restrikcija relacije < sa S.

Dalje, neka je S ureden skup sa relacijom poredka < ineka je () # A C S. Za element M € A
(m € A) kazemo da je najveci (nagmanygi) ako je a < M za svako a € A (a > m za Va € A). Ove
elemente, ako postoje, oznacavamo sa M = max A, m = min A.

Definicija 1.6 Broj M € S (m € S) je majoranta (minoranta) nepraznog skupa A C S ako je
a < MzaVa € A (a>mzaVa e A). Ako postoje, najmanja majoranta (najveéa minoranta)
skupa A naziva se supremum (infimum) skupa A i oznacava sa sup A (inf A). Oznacimo sa M(A)
(m(A) skup majoranata (minoranata) skupa A. Ako je M(A) =0 (m(A) = () tada kazemo da je
skup A neogranicen odozgo (neogranicen odozdo) i pisemo sup A = +oo (inf A = —o0).

Ako postoji, supremum skupa A u S, sup A, moze se definisati uslovima:

1) Za svako a € A je a <sup A (sup A je majoranta)

2) Za svako b € S, b < sup A, postoji a € A tako da je b < a (majoranta skupa A manja od
sup A ne postoji).

Sli¢cno se moze okarakterisati inf A.

Elementi max A, min A, sup A, inf A, ako postoje, jedinstveni su. Ako postoji i ako supremum
(infimum) skupa pripada skupu onda je to najveéi (najmanji) element skupa.
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Ako skup A nije beskonacan, tj. ako ima ”"konac¢no mmnogo elemenata” onda se njegovi ele-
menti mogu poredati ili u rastu¢em ili u opadaju¢em nizu. Dokaz ove ¢injenice moze se izvesti
matematickom indukcijom. Na taj nacin konac¢an skup A ima najmanji i najveéi element.

Ako se radi o beskona¢nim skupovima onda je gornja pri¢a malo slozenija. Naprimer, skup

racionalnih brojeva ¢iji je kvadrat manji od 2 nema u skupu racionalnih brojeva supremum; dok
skup racionalnih brojeva koji su manji od 1 ima supremum ali nema najveci element.

Definicija 1.7 Neka su S 15" dva uredena skupa. Funkcija f: S — S’ je rastuca (opadajuéa) ako
vazi

(51,52 € ) (s1 <s2u )= f(s1) < fls2) uS" (fls1) = f(s2) ud’)

Ako u gornjem uslovu umesto < (>) stoji < (>) tada kazemo da je f strogo rastuca (strogo
opadajucéa) funkcija. Kazemo da je f monotona funkcija ako je ona ili rastuéa ili opadajuéa funkcija.

Kada je S = N onda govorimo o rastu¢em (opadajuéem) nizu a(n) = an, a : N — S’. Ako je
p : N — N strogo rastuca funkcija i a : N — S niz elemenata skupa S, tada jeb=aop: N — §
(b(n) = a(p(n)) podniz niza a pridruzen nizu p.

Teorema 1.2 Ako su S i S’ uredeni skupovi i f : S — S’ strogo rastuéa (strogo opadajucéa)
surjektivna funkcija, tada postoji inverzna funkcija f~! : S — S koja je strogo rastuéa (strogo
opadajuca).

Dokaz: Ako su sy #; elementi skupa S i, na primer s; < sy, tada je f(s1) < f(s2) (ili f(s1) > f(s2)),
tj. iz 51 # sy sledi f(s1) # f(s2). Kako je f i preslikavanje na, to postoji inverzna funkcija f~'.
Ako je f strogo rastuca unkcija i s| < s elementi skupa S, tada postoje razli¢iti elementi sy, s9
skupa S tako da je f(sg) = sk, k = 1,2. Ako je s1 > so tada je 8| = f(s1) > f(s2) = sb, §to je
kontradikcija. Znaci da je f~1(s}) < f71(sh), tj. f~! je strogo rastuéa funkcija. Sliéno se dokazuje
za strogo opadajucu funkciu. //

Ako imamo niz (a,),n € N, elemenata nekog uredenog skupa S tada je pitanje da li ga mozemo
monotono urediti (u smislu relacije poredka u S). U opstem sluc¢aju odgovor je negativan. Sledeca
teorema povezuje bilo koji niz sa monotonim nizom.

Teorema 1.3 Svaki niz elemenata uredenog skupa ima monoton podniz.
Dokaz: Neka je (S, <) ureden skup i @ : N — S niz. Definisimo skupove

(1) A(n) = {a(k) : k >n}, n €N

(2) N(n)={keN:k>n,ak) >a(n)}, neN

Prvi slucaj: Ako A(1) nema najvedi element tada za svako n € N je N(n) # (), jer je u suprotnom
a(k) < a(n) za svako k > n pa je max A(1) = max{a(1l),a(2),...,a(n)}, sto je kontradikcija. Kako
je sada N(n) C N neprazan podskup to postoji g : N — N definisana sa g(n) = min N(n). Na osnovu
aksioma prirodnih brojeva postoji funkcija f : N — N takva da je f(1) = g(1),i f(n+1) = g(f(n)),
n €N (f(n+1)=g"(n)). Ako je

(3) fn+1) =min{k € N: k > f(n),alk) > alf(n))} = ko

toje fin+1)=ky > f(n)ia(f(n+1)) = alke) > a(f(n)). Ovim smo dokazali da je b = ao f
podniz niza a koji strogo raste.

Ako A(k), za neko k > 1, nema najveéi element tada se na niz b(n) = a(n +k — 1), n € N,
primeni prethodni dokaz, tj. postoji strogo rastuci niz p : N — N tako da niz b o p strogo raste. Niz
f(n) = p(n) + k — 1 strogo raste pa je bop = ao f strogo rastuéi podniz niza a.
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Drugi slucaj: Za svako k € N skup A(k) ima najveéi element, tj. sa
(4) b(k) = max A(k), k€N
definisan je niz b : N — N. Iz A(k+ 1) C A(k) sledi da je niz b opadajuéi, a iz (4) imamo da je skup
B(n)={keN:k>n,a(k) =0bn)}, n €N

neprazan podskup skupa N. Sada se na niz h(n) = min B(n), n € N, koji nema najveéi element

primeni rezultat iz prvog dela i dolazi do opadajuéeg podniza niza a. //
Moze se pokazati da za konacan broj nizova f1, fo, ..., f, iz uredenog skupa S postoji strogo
rastuéi niz p : N — N tako da su svi podnizovi fiop, foop, ..., f,op monotoni. Za sluc¢aj beskonacnog

broja nizova ovo ne vazi. Sledeé¢i primer to ilustruje

Primer 1.1 Karakteristicna funkcija y4 : X — {0,1} skupa () # A C X definisa je sa x(z) = 1,
ako x € A, a x(z) =0, ako = ¢ A. Definisimo niz nizova

fo=x{n}, tojest fo(n) =11 f(k)=0 za k#n

Neka je p : N — N strogo rastuéi niz. Kako je p(n) > n i p(1) < p(2), to je (fp2) op)(1) = 0,
(foy op)(2) =11 (fp2)op)(k) =0, k> 2. Dobili smo da niz f,) nije monoton u N.

2 Aksiome skupa realnih brojeva

Znanja o brojevima, istorijski gledano, sezu u daleku proslost. Pojam prirodnog broja (brojanja)
je neodvojiv od ¢oveka. Pozitivni celi brojevi (prirodni) i razlomci i racunanje sa njima bili su
poznati odavno. Problem je bio kada se uocilo da su neke duzi nesamerljive, tj. da se odnos
njihovih ”duzina” ne moze izraziti razlomkom. Tada se preslo na reSenje jednostavnih jednacina i
tako dolazi do pojma novih brojeva.

Polazimo od predpostavke da znamo skup Q racionalnih brojeva i relacije koje vaze u njemu, tj.
skup Q ima sledece osobine

1) Vz,y,2€Q) (x+ (y+2)=(r+y) + 2) (asocijativnost)
2) (30€Q) (VzeQ) (z+0=1x) (neutralni element)
3) VzeQ) (3 —z€Q) (z+(—z)=0) (suprotni element)
4) (Vz,y €Q) (x+y=y+2) (komutativnost)

Osobine 1) do 4) znace da je (Q, +) komutativna grupa

5) (Vz,y,z € Q) (x(yz) = (zy)z) (asocijativnost)

6) (V z,y € Q) (zy = yx) (komutativnost)

7) (31€Q, 1#0) (VzeQ) (z-1=ux) (neutralni (jedini¢ni) element)
8) VezeQaz#0) Fa't=1ecqQ) (z-27'=1) (suprotni (inverzni) element)
9) Vz,y,2€Q) (z(y + 2) =xy +x2) (distributivnost - prema +)

Svaki skup P u kome su definisane operacije sabiranja + i mnozenja - i vaze osobine od 1) do
9) naziva se polje. Dakle, skup Q je polje.

Na skupu Q postoji relacija poredka < za koju vaze uslovi

(I) (,y,2€Q) (x<yiy<zslediz < 2z).
(IT) (x,y €Q) (x <yiy <z akoisamo ako je z =y).
(III) Zasvako r,y € Qjex =yiliz <yiliy < z.



Polje Q je ureden skup. Uredenje u skupu Q je saglasno sa operacijama + i -, tj. vazi

(IV) Zax,y €Q,x<ysledix+ 2z <y+ zzasvako z € Q.
(V) Za x,y € Q, z,y > 0 sledi zy > 0.

Svako polje (P, +, -, <) koje je ureden skup i u kome vaze osobine (IV) i (V) naziva se uredeno
polje (Q je uredeno polje).

Uredeno polje P nazivamo Arhimedovo polje ako vazi
(VI) Za svako x,y € P, x > 0, y > 0, postoji prirodan broj n tako da je y < nz (nz se
induktivno uvodi, tj. nx =z +x + - + = (n sabiraka).

Potreba da svaki ograni¢en podskup skupa Q ima supremum ($to u Q nije tacno) prirodno sledi
definicija

Definicija 2.1 Skup R zovemo skup realnih brojeva, njegove elemente realnim brojevima ako R ima
sledece osobine:

(i) R je uredeno polje.

(ii) Svaki monotono rastuci niz elemenata iz R koji je odozgo ograni¢en ima u R supremum.

(Pod supremumom niza a podrazumevamo supremum skupa {a(n) : n € N}. Na osnovu aksioma

skupa R moze se dokazati

Teorema 2.1 Neka su z,y, x, yr; k = 1,2,...,n realni brojevi. Tada vazi:

1. izagy <y, k=1,..n,8ledizi+20+ - 4+2, <y1 +y2+ - Yn
x <y akoisamo ako je x + 2 <y + 2, zaneko z € R

3 iz2xr =z slediz =0

4 0-2=0zasvako x € R

5. x(—y) = (—2)y = —(zy) za svako x,y

6. z>0ix <ydaje zx < zy

7 izxr<0iy>0sledizy <0

8. ako je x,y < 0 tada je zy > 0

9. za z #0jex? >0

10.  z>0dajexz t>0

11. x <y ako i samo ako je xz < yz za neko z > 0

12.  iz0O<z<yslediz !>y !

Dokaz: Dokazimo neke od ovih osobina.

2. Iz x < y i aksioma (IV) imamo x 4+ z < y + 2z za svako z. Obratno, ako je x + z < y + z za
neko z, tada ova nejednakost vazi obema stranama doda isti broj —z, pa sledi x < y.

3. Neka je 2z =x. Tadaje 0=z + (—x)=(x+z)+ (—z) =2+ (4 (—2)) =2+ 0 ==z.

4. Kakoje0-2=(0+0)z=(0-2)+ (0-2) =2(0-z) to iz 3. sledi 0 -z = 0.

5.1z0=2-0=2(y+ (—y)) = 2y + x(—y) sledi da je z(—y) suprotan element elementa xy, tj.
z(—y) = —(xy).

6. v < yiaksioma (IV) daju 0 = z + (—z) < y+ (—x), $to zajedno sa z > 0 daje (aksioma (V))
0<2(y+ (=) =2y + 2(=2), tj. 2y > —(2(—2)) = —(—(22)) = 2.

9. Iz #0i8. slediz? > 0. Akojer?* =0tadaje0=z'-0=z"Yz-2)= (z7'2)z =11 =1,
sto je suprotno z # 0. //

U ovako uvedenom skupu realnih brojeva treba ” prepoznati” skupove N, Z i Q. Kakojel:=¢e # 0
na osnovu tacke 9 prethodne teoreme je 0 < e2 = ¢, pajei2e:=ec+e >0,3¢ :=e+e+e >



0,---,n-e > 0. Funkcija j(n) := n-e preslikava skup N na skup N' = {n-e : n € N} C R. Primenom
indukcije moze se pokazati da je 7 izomorfizam u odnosu na operacije + i - i da je strogo monotono
rastuca funkcija, tj. (N, e, (n-e)’ := (n+ 1)e) je skup prirodnih brojeva. Zbog toga indentifikujemo
n-e i prirodan broj n. Skup celih brojeva je, ustvari, skup Z = {0,n-e,n-(—e) : n € N}. Racionalni
brojevi su elementi skupa {m -n~!:m € zZ,n € N}.

Teorema 2.2 Skup realnih brojeva R je Arhimedovo polje, tj. za realne brojeve a > 0i b > 0
postoji n € N tako da je na > 0.

Dokaz: Kako je a > 0 to jei2a = a+a > a, 3a = (2a) + a > 2a, (indukcijom se dobija da je
niz n — na monotono rastuéi. Ako bi za svako n € N bilo na < b tada, na osnovu aksiome (ii),
postoji S = sup A = sup{na : n € N}. Zbog S —a < S postoji n € N da je S — a < na, odnosno
S < (n+ 1)a € A sto je suprotno tome da je S majoranta skupa A. Znaéi, postoji n € N tako da
je na > a. //

Teorema 2.3 Izmedu svaka dva realna broja postoji racionalan broj. Skup racionalnih brojeva je
prebrojiv, tj. moze se poredati u niz.

Dokaz: Ako su realni brojevi a, b razlicitog znaka onda se izmedu njih nalazi racionalan broj 0.
Neka je 0 < a < b. Kako je (b —a)~' > 0 to, na osnovu prethodne teoreme, postoji n € N tako da
jen > (b—a) tipostoji k €N, b<k/n Skup K ={k € N:b<k/n} CN je neprazan skup pa
postoji h = min K. Neposredno se proverava da je a < (h — 1)/n < b.

Skup razlomaka (racionalnih brojeva) m/n, m,n € N mozemo poredati u niz po rastuéim
zbirovima m + n (na primer za m +n = 3 imamo moguénosti m = 0,n = 3; m = 1l,n = 2; m =
2,n = 1). Naravno da u ovom nizu ima i jednakih brojeva. Slicno se mogu i negativni razlomci
poredati u niz. Sada uzimajuci, naizmenicno, ¢lanove jednog i drugog niza dolazimo do niza u kome
se nalaze svi racionalni brojevi. //

3 Neprebrojivost skupa realnih brojeva

Teorema 3.1 Neka je I, = [a,,b,], a, < b,, opadajudi niz zatvorenih intervala skupa realnih
brojeva R, tj. I, D I,,11, n € N. Tada je NpenI, # 0.

Prvo dokazimo sledeé¢e dve leme:

Lema 3.1 Ako su A i B dva neprazna ogranicena podskupa od R tada

iz A C B slediinf B <inf A <supA <supB.

Dokaz: Dokaz neposredno sledi iz definicije gornjih brojeva. //

Lema 3.2 Akoje A = {ay,ay, ...} rastudiiodozgo ogranicen niz realnih brojevai B,, = {ay,, ani1, ...}
tada je sup B,, = sup A za svako n € N.

Dokaz: Iz predhodne leme je sup B, < sup A. Kako je sup B,, > a; za svako k > n i niz (a,)
monotono raste, to je sup B,, > aj za svako k € N pa je sup B,, > sup A. Znaci supB, =sup A. //

Dokaz teoreme 3.1. Kako je (a,) monotono rastuéi niz ¢ija je majoranta by, a niz (b,)
monotono opadajuéi niz ¢ija je minoranta a;, to postoji a = sup(a,) i b = inf(b,) (ako je niz a
opadajudi i ogranicen odozdo tada je niz —a rastuéi i ograni¢en odozgo, pa po aksiomi (VI) postoji
—sup(—a) = infa). Prema lemi 3.1, za svako n € N je a = sup{ay : k > n} < b,, tj. a < b, za
svako n pa je a < inf(b,) = b. Kako je a, < a < b < b, za svako n to a € Nyenl,. Ustvari je
[a,b] = NpenIp. //



Teorema 3.2 (G. Cantor, 1874) Skup Iy = [a,b], a,b € R, a < b, je neprebrojiv, tj. ne moze se
poredati u niz.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da je Iy = {1, xs,...}. prebrojiv skup. Definigimo interval
I; = [aq, b1] na sledeéi nacin:

ako je r1 < “T*b tada je a; = ‘%b, by = b;

ako je x1 > ‘LT”’ tada je a1 = a, by = “T*b;

ako je xo = “TH’ tada je a1 = a, by = “T“’.

Za ovako definisan interval Iy vazi x; ¢ I;.

Sada za interval [; i broj zo definisemo interval I tako de je Iy C Iy i z9 ¢ I, (ako o ¢ I4
uzimamo I, = I;, u suprotnom definiSemo I na isti na¢in kako je definisan interval I, ali polazeci
od I i tacke z3). Neka smo, na ovaj nacin, definisali intervale Iy D I, D --- D I, tako da xy ¢ Iy
za svako k, 1 < k < n.

Interval I, definiSemo na sledeéi na¢in. Ako z,,1 ¢ I, uzimamo I, := I,, ako to nije onda
definisemo 1, .1 pomoc¢u [, i tacke x, 1 na isti nacin kako je definisan interval I;.

Ovo nam omoguéava da definiSemo opadajuéi niz interval I, n € N, takav da x,, ¢ I,, za svako
n. Na osnovu teoreme 3.1 () # Npenl, C Iy, tj. postoji realan broj x € I koji nije element polaznog
niza Iy. Kontradikcija. //

Posledica 3.1 Postoji bar jedan rastuci, odozgo ogranic¢en, niz racionalnih brojeva koji nema supre-
mum u skupu Q.

Dokaz: Suprotno tvrdenje dovodi do toga da skup Q racionalnih brojeva zadovoljava aksiome skupa
realnih brojeva, pa bi onda bio neprebrojiv, sto je kontradikcija. //

Posledica 3.2 Skup svih iracionalnih brojeva je neprebrojiv
Sledeca teorema je ekvivalent aksiome (VI).

Teorema 3.3 Ako je A C R odozgo ogranic¢en neprazan skup tada on ima supremum u R.
Za dokaz koristimo sledece leme:

Lema 3.3 Za svako n € N je 2" > n.

Dokaz: Dokaz se neposredno izvodi indukcijom. //

Lema 3.4 Akoje0§a<bia§%-bzasvakonEN,tadajea:().

Dokaz: Iz pretpostavka a > 0 i teoreme 2.2 sledi da postoji n € N tako da je na > b, a na osnovu
leme 3.3 je b < na < 2"a < b,5to je nemoguce. //

Lema 3.5 Neka je I, = [a,,b,] C Iy = [a,b], a < b, a, < b,, n € N, opadajuéi niz zatvorenih
intervala tako da vazi b, — a,, < (b — a)/2" za svako n € N. Tada je I = Nyenl, jednoclan skup.

Dokaz: Prema teremi 2.3 skup [ je neprazan. Pretpostavimo da [ sadrzi brojeve x,y idaje z <y,
tada je [x,y] C I C [an,b,] za svako n. Sada je x —y < b, — a,, < (b — a)/2" za svako n pa, prema
lemi 3.4, sledi x = y. //



Posledica 3.3 Za svakirealn broj x postoji monotono opadajuéi niz zatvorenih intervala sa racional-
nim krajevima I,, = [a,, b,], a, < by, tako da je Nyenl, = {x}.

Dokaz: Na osnovu teoreme 2.3 izmedu brojeva x — 2% iz — w% postoji racionalan broj a,, a
izmedu brojeva x + 271% ix+ 2% postoji racionalan broj b,. Kako je y —x < 2,11,1 za svako n to, na
osnovu leme 3.4, sledi x = y. //

Napomenimo da je u lemi 3.5 bitna pretpostavka da su intervali zatvoreni, jer, na primer, za niz
I, =(0,1/n), n € N, skup NI, je prazan skup.
Dokaz teoreme 3.3. Neka je M skup majoranata skupa A. On nije prazan i neka je a € A i

be M il := [a,b]. Definisimo interval I; = [ay, by] na sledeéi nacin: Ako 2 € M onda je a1 = a
ib = “7”’ Ako CLTH’ ¢ B onda postoji element iz A, oznatimo ga sa a;, takav da je “T“’ < ayg;
uzimamo b; = b. Prema konstrukeciji intervala Iy je by —a; < b_T“, Iy D I, a1 € A, by € M. Dalje se

postupak ponovi na interval I; = [ay, b;] i dolazimo do intervala Iy = [ag, bs], I1 D Is, by —ay < 1’2_—2“,

as € A, by € M. Ponavljajuéi gornji postupak definisali smo niz intervala I,, tako da vazi:

Iy D Iy, an € A, by € M, by —a, < %%, (n=0,1,2,3,...)

Prema lemi 3.5 postoji samo jedan realan broj s tako da je {s} = NI,. Dokazimo da je s = sup A.
Pretpostavimo da s ¢ M, tada postoji a € A tako da je s < a, tj. a—s > 01 kako je R Arhimedovo
polje to b —a < n(a —s) < 2"(a — s). Dalje je b, —s < b, —a, < (’2_—”“ < a-—s,tj. b, <a sto je
suprotno da b, € M. To znaci da s € M.

Broj s je majoranta. Dokazimo da skup A nema manje majorante. Zaista, ako je ¢ < s onda
¢ ¢ I, zaneko n € N, tj. ¢ < a, i kako a, € A sledi da ¢ nije majoranta. //

4 Tzomorfizam gruparir"

Skupovi R i RT = {2 € R : x > 0} jesu grupe, prvi u odnosu na sabiranje, a drugi u odnosu na
mnozenje. Dokazimo slede¢i uredajni izomorfizam ove dve strukture.

Teorema 4.1 Za svaki realan broj a > 1 postoji samo jedna funkcija sa R* na R za koju vazi:
(1) f(zy) = f(z) + f(y) za svako z,y € RT
(2) (z <y) = (f(2) < f(y)
(3) fla) =1

Ako ova funkcija postoji tada vazi: f(1) = f(1-1) = f(1)+ f(1) =2f(1), tj. f(1)=0.

Kako je f preslikavanje "na”, to postoji a € R tako da je f(a) = 11 tada je f(a") = n, n € N.
Zbog monotonosti funkcije f sledi f(a) =1 < 2 = f(a?) sledi a < a?, tj. a > 1. Lako se vidi da je
f(z™) = mf(z) za svako m € Z.

Za dokaz ove teoreme koristimo sledece leme.

Lema 4.1 Ako je a > 1, onda je skup A = {a" : n € N} odozgo neogranicen.

Iz a"(a — 1) > 0 sledi da je niz f(n) = a™ strogo monotono rastuéi. Ako je A ogranic¢en skup to
postoji b = sup 4, tj. a™ < b za svako n € N, a kako je i a” < b/a < b za svako n to je b = b/a,
odnosno b = 0 (kontradikcija).

Lema 4.2 Akojez > 01ia > 1 tada:
I. Postoji samo jedan ceo broj m takav da je a™ < x < a
Il Skup A, ={% :a™ < 2", n €N, m € Z} je odozgo ogranicen.

m+1.
)



Dokaz: 1. Iz leme 4.1, za x > 1, skup A = {a" : a" > z,n € N} je neprazan podskup od N, pa
postoji p = min A, tj. a?' < x < aP. Za x € (0,1) ovo se primeni na 1/z.

II. Kako je ™ > 0 to, prema ., postoji samo jedno z € Z za koje vazi a™ < 2™ < o™, pa je
A, #0,m/ne Ay i(m+1)/n ¢ A,. Nekaje (p/q) < (m/n)im/n € A,. Tada, zbog monotonosti,
vazi a’" < a™, tj. a? < z? pasledi da p/q € A,. Sada se vidi da je broj (m+ 1)/n majoranta skupa
Ay, jeriz (m+1)/n < p/q € A, sledilo bi (m + 1)/n € A, §to je kontradikcija. //

m+1

Lema 4.3 Ako je a > 11 m prirodan broj, onda postoji t > 1 takvo da je t™ < a.

Dokaz: Za 1 < a postoji s, 1 < s < a. Ako je t; = min{s,s/a}, tadaje 1 <t; < ait? < a. Naisti
nacin dolazimo do broja ty tako da je 1 <ty <t 1 t% < t;. Ovin nacinom dolazimo do niza brojeva
ty >ty >t3 > -+ > 1 tako da je t2° < a. Kako t" < t2" to je t = t,, traZeni broj. //

Dokaz teoreme 4.1: Ako je x > 11in € N to, na osnovu leme4.2, postoji samo jedan broj m € Z
takav da je

(1) a™ S "< am—H
Prtpostavka da f strogo raste dovodi do f(a™) < f(z") < f(a™"1), pa sledi

m+1
n

2) "< fla) <

Sada se "nazire” konstrukcija funkcije f. Neka je A, skup svih brojeva ™ n € N, m € Z, za koje
vazi (1). Skup A, je odozgo ogranice (lema 4.2), a iz (2) sledi 0 < f(z)—2 < L paje f(z) = sup A,,
za svako x > 0.

Iz svega ovog, trazena funkcija se definise sa

f(x) =sup A, (Vx € RT)

Funkcija je dobro definisana, jer za svako x > 0 postoji jedinstven neprazan odozgo ogranicen
skup A, i jedistveno odreden broj sup A,. Dokazimo da je f trazena funkcija.

Neka je n € Ni x,y > 0. Prema lemi 4.2 postoje celi brojevi p, ¢ tako da je a? < 2" < aP*l,
a? < y" < a?*. Iz ovih nejednakosti sledi a?™ < (zy)" < a?T7"2, Sada vazi

D p+1 q qg+1 p+q p+q+2
= < fz) < , —<fly)< , —— < flay) < ——
n n n n n n
a odavde sledi 5 5
_Z < _ _ z
o< flzy) — flx) = fly) < "

iz cega dobiamo izomorfizam f(zy) = f(x) + f(y).

Za z > 1 postoji n € N tako da je a < 2" (lema 4.1). Postoji broj m € Z takav da je
a™ < 2" < @™t m > 1. Kako m/n € A, i kako je m/n < f(z) to je f(z) > (m/n) > (1/n) > 0.
Neka je 0 < x < y, tada je z = y/x > 1, paje f(y) = f(xz) = f(x) + f(z) > f(x). Dokazali smo
da f strogo monotono raste.

Dokaz da je f preslikavanje "na” prepustamo ¢itaocu (ima posla).
Na osnovu prethodne teoreme moze se dokazati:

Teorema 4.2 Za b € (0,1) postoji samo jedna funkcija h sa RT na R, tako da vazi:
1) h(zy) = h(z) + h(y) za svako =,y > 0
2)h je strogo monotono opadajuéa funkcija
3) h(b) =1



(Iskoristi se teorema 4.1 za a = 1/b > 1.
Funkcije f i h zapisujemo sa log, z, x > 0 i nazivamo logaritamskom funkcijom.

Primedba: Na kraju ove price, koja u sebi sadrzi niz lepih dokaza, ostaje pitanje
egzistencije skupa R, tj. postojanja skupa koji zadovoljava navedene aksiome. Tu pricu
ostavljamo za neko sledece predavanje.

5 Zadaci

Svi naredni zadaci su u vezi skupa realnih brojeva tako da to posebno ne naglasavamo.

1. Neka su A i B neprazni skupovi i ¢ broj. Neka je A+ B:={a+b:a€ Abe B}, AB :={ab:
ac€ Abe B}icA:={ca:ac€ A}.

Dokazati da vazi:

F(A+ B) = f(A) + f(B), | € {inf, sup};

ako je A, B C R, tada je f(AB) = f(A)f(B), za f € {inf,sup}

inf(—A) = —sup(A); sup(—A) = —inf(A).

Koliko je sup(cA), inf(cA) za ¢ € R?

2. Za niz (a,), n € N, definisani su limsup i liminf kao najveéa, odnosno najmanja, delimi¢na

granica.
Dokazati da se ovi brojevi mogu definisati sa
limsup a,, = inf sup{ay : k > n}; liminf a, = supinf{a; : k > n}.

3. Dokazati da vazi:
a) liminfz, + liminfy, <liminf(z, + y,) < liminf z, + lim sup yy;
b) liminfx, + limsupy, < limsup(z, + y,) < limsup z,, + limsup y,,.

4. Ako je x,,y, > 0 za svako n, tada je:
a) liminfz, - liminfy, <liminf(z,y,) < liminf z, - lim sup y,;
b) liminfz, - limsupy, < limsup(z,y,) < limsup z, - limsup y,.

5. Ako postoji lim z,,, tada je:
limsup(z, + yn) = limz, + limsupy,; limsup(z,y,) =limz, -limsupy, (x, >0, n € N).

6. Nadi primere tako da u zadacima 2 i 3 imamo stroge nejednakosti.

U Nisu, 20.03.2004.god. dr Ivan Jovanovi¢, prof. PMF-a
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